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ANKÜNDIGUN«G. 


Die Lelire von der Wärme hat in den letzten Jahrzehnten durch die 
Arbeiten von Villard Gibbs, v. Helmholtz, Planck, Duhem, Ostwald 
und Anderen eine durchgreifende Aenderung erfalıren, durch welche es er- 
möglicht worden ist, Gebiete, die ihr vorher fern gelegen haben, so insbes ndere 
die Grenzgebiete zwischen Physik und Chemie, in sie einzubeziehen. Ein 
zusammenfassendes Lehrbuch hat bisher gefelilt. Der Verfasser hat sich zum 
Ziele gesteckt ein solches in möglichster Vollständigkeit zu schreiben. Da 
eine praktische Anwendung der Lehren ohne Kenntniss der Bedingungen, 
welche das Verhalten der Körper regeln, nicht zu erzielen ist, hat. der \Ver- 
fasser auch die Theorie der Zustandsgleichung der Körper eingehend belıan- 
delt, Hierzu war es erforderlich, die Kinetik der Körper einzubezirhen, und 
dieses ist im vorliegenden Werke in ziemlich umfassender Weise ıreschehen. 
Demnach enthält dieses Werk nicht allein die Thermodynamik, sondern 
auch die Kinetik, beide so weit durchgearbeitet, als es mit den vorhandenen 
Mitteln sich ermöglichen liess. Eine grosse Zahl von Untersuchungen sind 
neu und rühren vom Verfasser selbst her. Ueberall ist auf genaue Prüfung 
und Anwendung der Theorie Werth gelegt, daher enthält das Werk einzehende 
numerische Berechnungen, sei es die Anwendung der mathematischen Formeln 
darzuthun, sei es zu ermitteln, ob eine Hypothese der Erfahrung entspricht. 
Derartige Berechnungen betreffen besonders die Zustandsgleichuungen und sind 
hier vor allem nöthig, weil es sich um einen der wichtigsten Theile der 
Physik handelt, in welchem noch sehr viel Unklarheit herrscht. \Viewohl 
hiernach das Werk nirgend selbst den schwierigeren, mathematischen Unter- 
suchungen aus dem \Vege geht und die Theorien analytisch in allen Cunse- 
quenzen verfolgt, ist es doch auch praktisch angelegt, da den Darleguniren über 
Erfahrungen gleicher Raum gegönnt ist wie denen über die Theorien. Selbst- 
verständlich konnte es sich dabei nicht um Auseinandersetzungen handeln, 
welche lediglich dem Gebiete der Experimentalphysik angehören; wegen 
dieser irt auf die bekannten Lehrbücher verwiesen. Ein selır eingehendes 
Inhaltsverzeichniss soll die Brauchbarkeit des Buches erlıöhen. 

Das Werk ist insbesondere für Physiker und Chemiker geschrieben, 
doch werden auch Astronomen und Meteorologen manches finden, war 
für sie von Interesse ist. 

Der vorliegende erste Band ist den allgemeinen 'Tlıeorien und der Lehre 
von den idealen und wirklichen Gasen und Dämpfen gewidmet. Er behandelt 
die Wärmeerscheinungen überhaupt, geht dann über zu den Hypothesen, 
welche die Grundlage der Thermodynamik bilden, wobei auch neue Ab- 
leitungen aus den mechanischen Principien versucht werden. Es folgt eine 
Theorie der Zustandsgleichungen der Körper, darauf die Entwickelung der 
allgemeinen Lehren der Thermodynamik. Nun kommt die vollständige Be- 
handlung der idealen Gase. Es wird ihre Zustandsgleichung untersuclit, die 
kinetische Gastheoric entwickelt, ihre Thermodynamik und Chemie dargelext, 
die Bewegungsgleichungen werden abgeleitet, Maxwell’s Tlieorie der Gase 
wird dargestellt, verallgemeinert und discutirt. Untersuchung über Diffurion 
und Wärmeleitung beschliesst die Behandlung der idealen Gase. Der letzte 
und wichtigste Abschnitt betrifft die wirklichen Gase und Dämpfe. Hier 
werden erst die Erfahrungen mitgetheilt, dann werden nach einander Ver- 
dampfung und Verflüsaigung behandelt, der kritische Zustand wird beschrieben. 
Verwebt mit diesen Darlegungen sind bereita die Entwickelung und Prüfung 
der bekannten Zustandsgleichungen von van der Waals, Clausius und 
Anderen. Dieser Theil der Arbeit. tritt gegen Schluss des Werkes in den Vorder- 
grund und wird auf alle Gleichungen, auch die vom Verfasser abgeleiteten, 
ausgedelint. Die Ergebnisse dürften auch rein praktisch von Bedeutung sein. 


Braunschweig, im December 1900. 


Friedrich Vieweg und Sohn. 
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VORWORT. 


Für die ältere mechanische Wärmelehre besitzen wir das 
classische Werk ihres Schöpfers, Clausius, selbst und so aus- 
gezeichnete Handbücher wie das von Zeuner, Rühlmann und 
Anderen. Ein vollständiges Lehrbuch der neueren Thermodynamik 
scheint in Deutschland noch nicht herausgegeben zu sein und, soviel 
ich weiss, auch noch nicht in einem anderen Lande. Was auf 
Grund der bahnbrechenden Untersuchungen von Villard Gibbs, 
welche durch Ostwald’s Bearbeitung auch bei uns bekannter 
geworden sind, und von v. Helmholtz, Duhem, Max Planck 
und Anderen erschienen ist, betrifft vereinzelte Abhandlungen zum 
weiteren Ausbau dieser Wissenschaft, oder Werke, welche wesent- 
lich solche Abhandlungen zusammenfassen und zu einem Ganzen 
auf beschränktem Gebiete verbinden, also wesentlich Special- 
arbeiten der betreffenden Forscher. Hierzu ist in Frankreich das 
trotz seiner Mängel hervorragende Werk von Duhem: Le potentiel 
thermodynamique und in Deutschland das Buch von Max Planck: 
Thermodynamik zu rechnen, letzteres durch Tiefe und Klarheit 
der Darstellung ausgezeichnet. Indessen würde ich es nicht unter- 
nommen haben, ein solches vollständiges Lehrbuch zu schreiben, 
wenn ich nicht Manches aus Eigenem hätte beibringen können, 
denn wer selbst bestrebt gewesen ist, bei dem Ausbau der Wissen- 
schaft wenigstens Dienste zu leisten, entschliesst sich nur schwer, 
tremde Untersuchungen lediglich zusammenfassend darzustellen. 

Mit den Lehren der Thermodynamik habe ich diejenigen der 
Kinetik der Substanzen verbunden. Hier ist nach den classischen 
Arbeiten eines Clausius, Maxwell, Boltzmann, O.E. Meyer 
wenig Neues geschaffen worden. Auch haben wir auf diesem Ge- 
biete bereits so hervorragende zusammenfassende Werke wie das 
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sur ur und mittlerweile su viel Zweifel an der Berechtigu 
nes (ssundiagen und Methoden entstanden sind. Gleichwohl 
us we. «i:.er Behandlung der Thermodynamik nicht zu entbehrı 
werı wäliesslich bedarf auch diese jetzt so stolze Wissensch: 
ger:ss2 Angaben, welche ihr anscheinend nur von der Kinet 
29794571 werden können. Dieses betrifft namentlich die sogenannt« 
7assandsgleichungen der Körper. Dem skeptischen Verhalte 
#41.her Forscher gegenüber diesen aus der Kinetik abgeleitete 
/nstandsgleichungen kann man nur entgegensetzen, dass in ar 
derer Weise man bisher nur zu bedeutungslosen Interpolations 
fermeln gelangt ist, und dass man die grössten Erfolge jedenfall 
sit den von Clausius und van der Waals auf Grund kineti 
scher Betrachtungen abgeleiteten Gleichungen erzielt hat. 

Ich habe in diesem Buche die Thermodynamik und die 
Kinetik eng mit einander verknüpft. die beiden Wissenschaften 
sind fast durcheinandergearbeitet. So eingehend die Theorie 
behandelt ist. =0 sollte sie doch stets an die Erfahrung an- 
geschlossen werden. ar:ım -ntr.ült das Buch auch zahlreiche nume- 
Tische Berechnunzen n:chr. aliein zur Versinnbildlichung der Theorie, 

:.2. Insbesondere betrifft dieses die 
Zustandagleichungen, an: ierez kritische Untersuchung und ziffern- 
mässize Ersrsiung en 3e z7.-:te Mühe verwendet habe. Hier 
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trauensseligkeit und unberechtigtes Misstrauen dicht bei einander, 
es schien darum nothwendig, die Geltungsbereiche für beide fest- 
zustellen. Kritik hat oft geübt werden müssen an Theorie wie 
an Erfahrung, doch ist nirgend unterlassen, die abweichenden 
Ansichten vollständig darzustellen. Seine Meinung hat der Ver- 
fasser, wie er wenigstens glaubt, nirgend bevorzugt oder in den 
Vordergrund gedrängt. Wissenschaft ıst kein Vollendetes, son- 
dern Werdendes, und da Niemand das gewaltige Gebiet zu über- 
schauen vermag, muss man allen Anschauungen möglichst ge- 
recht zu werden suchen. Der Verfasser’ hofft, die Nachsicht des 
Lesers nicht dadurch verscherzt zu haben, dass er sich selbst 
etwa als voreingenommen erwiesen hat. 

In diesem ersten Bande sind die allgemeinen Lehren der 
Thermodynamik und der Zustandsgleichungen der Körper be- 
handelt. Sodann ist die Lehre von den idealen und den wirk- 
lichen Gasen mathematisch und physikalisch zur Darstellung ge- 
bracht. Eigene Untersuchungen des Verfassers schliessen sich 
an den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, die Theorie der 
Zustandsgleichungen, das Maxwell’sche Gesetz für die Ver- 
theilung der Geschwindigkeiten in Gasen, die Theorie der mitt- 
leren Weglänge der Molekeln in Gasen, die Theorie der Reibung 
und der Reibungsco£fficienten, die Maxwell’sche Theorie der 
Gase, das Verhalten der wirklichen Gase u. s. f. an. Es dürfte 
Manches in den theoretischen Betrachtungen klarer gestellt und 
der Erfahrung näher gebracht sein. Die Literatur habe ich, 
wie die Anmerkungen unter dem Text und die Angaben im Text 
darthun werden, so viel als möglich berücksichtigt. Sollte etwas 
übersehen sein, so bitte ich um Entschuldigung, das Material ist 
allzu massenhaft angewachsen. Auch mache ich nirgend auf 
Priorität für das Richtige Anspruch; es kommt in der Wissen- 
schaft nicht darauf an, wer etwas Richtiges gefunden hat, son- 
dern nur dass es gefunden ist. 

Bei dem Lesen der Correcturen ist mir Herr Dr. Stadt- 
hagen behülflich gewesen, wofür ich nicht unterlassen will, ihm 
meinen Dank auszusprechen. 

Zum Schluss gestatte ich mir noch folgende Bemerkung. 

Der Leser wird bemerken, dass die Untersuchungen im 
letzten, vielleicht wichtigsten Capitel dieses Bandes, die wirklichen 
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Gase betreffend, nicht so befriedigend auslaufen, als 
wünschenswerth wäre, dass sie fast mit einem non lique 
Bezug auf die Vergleichung der Theorie mit der Erfahrung eı 
Der Grund liegt einerseits in der Unvollkommenheit der The 
andererseits aber — und, wie ich glaube, überwiegend — in 
Mängeln der gegenwärtig vorhandenen Angaben über das v 
liche Verhalten der Körper. Sieht man nur auf die Mk 
dieser Angaben, so bleibt nicht viel zu wünschen übrig, al 
das Material ist nur zu einem unverhältnissmässig geringen T 
verwerthbar. Auch ganz abgesehen von den naturgemäss \ 
handenen Abweichungen zwischen den Angaben der verschiede: 
Furscher muss man vielfach über den Mangel eines Systems 
den expersmentsllen Ermittelungen klagen, namentlich aber ü. 
dir Art der Veröffentlichung der Ergebnisse. Das grossartige E 
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zu bewirken. Dorn kommt noch, dumm die Ausführung der Unter- 
suchungen zelht suwzerordentlsche Mittel und /urüstungen er- 


fordent, wie me einzelnen Gelehrten und zelhat len Universitäts 
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auch physisch die Kräfte des Einzelnen übersteigen, wird man, 
angesichts der ausserordentlichen Bedeutung, ja der Noth- 
wendigkeit der Ermittelungen für den weiteren Fortschritt der 
Wissenschaft, sich an die Hülfe des Staates wenden müssen, der 
allein die Mittel hat, sie zu organisiren und durchzuführen. Wir 
Deutschen sind bereits glücklicherweise in dem Besitze der 
Physikalisch-Technischen Reichsanstalt. Von dieser 
dürfen wir die Ausfüllung der Mängel in unseren Erfahrungen 
über das wirkliche Verhalten der Körper, zunächst der Gase und 
Dämpfe, erwarten und erhoffen. Bis jetzt ist man kaum im 
Stande, die Theorie auch nur qualitativ mit der Erfahrung zu 
vergleichen. 

Dieses musste ich zum Ausdruck bringen. An Mühe in der 
Kritik und Sicherung der Theorieen durch die Erfahrung hat es 
der Verfasser nicht fehlen lassen, wie der Leser hoffentlich ins- 
besondere aus den letzten Capiteln des Buches ersehen wird, 
denn es war mein Hauptbestreben, ein Werk zu schreiben, welches 
Theorie und Erfahrung gleich sorgfältig behandelt. 


Berlin, im November 1900. 
Weinstein. 
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Wärme und Wärmeerscheinungen. 


1. Begriff der Thermodynamik. 


Ehe die Thermodynamik der Gase selbst dargelegt wird, ist es 
nöthig, die allgemeinen Lehren dieses Abschnittes der Physik vor- 
zuführen und auseinanderzusetzen. Es betrifft dieses die in der 
Thermodynamik überhaupt behandelten Vorgänge und Erscheinungen 
sowie die Grundlagen, welche zu ihrer zusammenfassenden mathema- 
tischen Bearbeitung erforderlich sind. 

Allgemein gehören zum Wissensgebiet der Thermodynamik, wie 
schon der Name andeutet, alle diejenigen Vorgänge, bei welchen Wärme 
in irgend einer Weise mitwirkt. Dabei macht es keinen Unterschied, 
ob die Wärme diese Vorgänge hervorbringt, oder aus diesen Vor- 
gängen selbst erst entspringt, es kommt nur darauf an, dass sie irgend- 
wie an dem Vorgange betheiligt ist. 


2. Bewegung der Wärme; Wärmeabstufungen. 


Bei manchen Vorgängen scheint nur die Wärme als solche in 
Betracht zu kommen, so wenn Wärme in Körpern oder von Körper zu 
Körper sich bewegt. Geschieht diese Bewegung durch sichtbare oder 
fassbare gewöhnliche Substanz, so sagen wir „die Wärme strömt“ von 
Ort zu Ort oder sie wird von Ort zu Ort „geleitet“; geht sie durch 
den anscheinend leeren Raum vor sich, so „strahlt“ die Wärme wie 
Licht. Diese rein thermischen Vorgänge sind sehr charakteristisch und 
treten stets in Erscheinung, wenn Körper „verschieden warm sind“. 
Sie können bewirken, dass ein Körper an einer und derselben Stelle 
ständig wärmer oder ständig kälter wird oder bald mehr, bald weniger 

„ warm ist. Immer aber streben sie dahin, vorhandene Differenzen aus- 

ashen, und sie gleichen sie aus, wenn diese nicht fortdauernd 

“end welche Ursachen immer aufs Neue hervorgerufen werden. 

‘ Ausgleichung nicht zu Stande, so wird wenigstens ein Zu- 
Thermodynamik. 1 
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stand möglich geringster Differenz erstrebt und meist bald erreicht. 
Wie bald die Ausgleichung erfolgt oder dieser Zustand möglich gering- 
ster Differenz in der Wärme eintritt, hängt ausser von etwaigen fremden 
Einwirkungen noch von der Beschaffenheit der Körper ab, innerhalb 
deren oder zwischen denen die Wärme sich bewegt. Je rascher es 
geschieht, desto besser „leiten“ die Körper. Gute Beispiele hierfür 
sind stabförmige Körper, deren eines Ende in eine Flamme gehalten 
oder einer Flamme genähert wird. Sie sind am heissesten an dem der 
Flaume zugekehrten, am kühlsten an dem entgegengesetzten Ende. 
Die Erhitzung schreitet aber vom heissen Ende zum kühlen fort, und 
um so rascher fort, je besser die Stäbe die Wärme leiten. Ist sie auch 
am abgewandten Ende niemals so gross wie an dem der Flamme zu- 
gewandten, s0 ist sie doch erheblich grösser bei Stäben aus Silber als 
bei solchen aus Glas, und ein gewisver Grad derselben tritt auch bei 
jenen viel rascher ein uls bei diesen. Dass auch die Gestalt der 
Körper, die Beschaffenheit ihrer Oberfläche, die Umgebung u. s. f. mit- 
entscheidend ist, habe ich nur hervorzuheben. Kommen hiernach auch 
bei diesen anscheinend rein thermischen Vorgängen die Eigenschaften 
der Körper selbut in Frage, no ist doch der ganze Vorgang ein solcher, 
der nur die Wärme betrifft; was in den Körpern geschieht, wird nicht 
untersucht, und in der That weiss eigentlich Niemand sicher, anf 
welchem Processe die „Leitung“ oder „Strahlung“ der Wärme beruht. 
Die Vorstellungen, die man hierfür entwickelt hat, und die wir noch 
kennen lernen werden, machen nicht den Anspruch auf alleinige Zu- 
lüssigkeit. In derTThenrie finden sie ihren Ausdruck in der Kinführung 
gewisser thermischer Constanten, wie Würneleitungsfähigkeit, Diather- 
manität us. f Hervorzuheben aber ist das Gesetz, dass, am. 
ncheinend völlig unabhängig von den Körpern in danen 
diese thermischen Vorgänge sich abspielen, die Wärme. 
bewegung niemals anders als von den wärmeren Stellen 
nach den kälteren Stellen gerichtet ist. 
allein von kälteren nach wärme 
Natur, so viel wir wissen, niemals vor. 
Das betrifft offenbar eine Eigenschaft der 
bereit sein, die Richtigkeit derselben aus tauı 
täglichen Lebens zu erhärten, „‚rdenen ist 
es mit vielen Schwierigkeiten verbunden. ar ° 
Ge oniter eingehen können. An dierer Stall Per ST diene 
gehoben, die auch aus anderen Gründen zur Sprache koyman aan 
Wann ist eine Stella w te? Wenn sie sich warnen 
anfühlt. Aber das mögen hierfür yoh 
wenn die Wärme Felle einen gewisse, 
schritten hat, 
eines sehr em; 
unterscheiden, 
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stufungen für Wärmeunterschiede sind — wie gering ist zum Beispiel 
für den Menschen das Intervall von der tödtlichen Kälte bis zur ebenso 
tödtlichen Fiebergluth — so unempfindlich sind wir für solche Unter- 
schiede, wenn die bezeichneten Grenzen nach der einen oder anderen 
Richtung überschritten werden; die Wirkungen sehen und empfinden 
wir (in Frostbeulen, Brandwunden u. s. f.), wir können aber bald nicht 
mehr unterscheiden, ob sie in dem einen Falle durch eine wärmere 
oder kältere Stelle hervorgebracht sind als in einem anderen. Aus der 
Wärme allein scheint es überhaupt kaum möglich zu sein, wärmere 
Stellen von kälteren anders als mittelst Umkehrung des obigen Satzes 
zu definiren, dass nämlich eine Stelle wärmer ist als eine andere, wenn 
die Wärme sich von ihr zu dieser bewegt. Dann freilich hätten wir 
es nicht mehr mit einer Eigenschaft der Wärme zu thun, sondern 
lediglich mit einer Definition, die nur dadurch höheren Werth erhielte, 
dass wir ihrer in einem gewissen Intervall entbehren könnten, in 
welchem dann der Satz selbst bestehen bliebe. In solchen Fällen 
pflegt man in der Physik die Erfahrung ideell fortzusetzen. Man stellt 
sich Wesen vor, welche die Fähigkeit, die uns nur in beschränktem 
Umfange zukommt, ins Unbegrenzte und gleich wie wir in diesem be- 
schränkten Umfange besitzen, und dehnt die Sätze nach beiden Rich- 
tungen hin aus. Doch sind die Betrachtungen über die Correspondenz 
zwischen Empfindung und Reiz, um solche handelt es sich hier offen- 
bar, so schwierig und trotz der glänzenden Arbeiten eines Weber, 
Fechner, Helmholtz noch so unsicher, dass der Physiker ihnen, 
wenn er andere Mittel hat, um seine Angaben bestimmt zu fassen, 
gerne aus dem Wege geht. 


3. Natur der Wärme. 


Solche Mittel würden wir aus der Wärme allein entnehmen können, 
wenn wir wüssten, was eigentlich Wärme ist. Weil ich nicht allein 
von der Thermodynamik handeln will, sondern auch von der Zustands- 
gleichung der Gase, bei welcher eine mit der Wärme auf das engste 
verbundene Grösse, die Temperatur, in Frage kommt, will ich gleich 
hier auf diese Angelegenheit genauer eingehen. Früher hat man ge- 
glaubt, Wärme wäre eine besondere Art Flüssigkeit, die nicht wägbar 
und nicht fassbar ist und alle Körper zu durchdringen vermag, ein 
Imponderabile. Ein Körper sollte dann wärmer als ein anderer sein, 
wenn er mehr von dieser Flüssigkeit besitzt als dieser, und die 
Flüssigkeit sollte zum Theil aus ihm,in diesen übergehen, wie Luft 
aus einem lufterfüllten in einen luftentleerten Raum übergeht, bis 
beide Körper gleich viel von dieser Wärmeflüssigkeit hätten, was 
wiederum dem Beispiele mit der Luft entspricht. So weit ist auch 
alles in Ordnung und für Definition und Vorstellung zweckmässig. 
Allein seit dem Begınne unseres Jahrhunderts lernte man mehr und 

1* 


4 Erstes Cupitel. 


mehr Thatsachen kennen, die der Annahme, dass die Wärme ein 
Körper sein könnte, durchaus widersprechen. Wir vermögen absolut 
nicht anzugeben, wie eine wirkliche Substanz je verschwinden oder je 
plötzlich entstehen könnte, Wärme aber kann vollständig zum Ver- 
schwinden gebracht und wiederum von uns geschaffen werden, ohne 
dass wir sie im ersten Falle an anderen Stellen vorfinden oder im 
zweiten Falle von anderen Stellen entnehmen. Das Auskunftsmittel, 
das man bei der Elektricität anwendet, wo Analoges stattfindet und 
analoge Erklärungen zu Hülfe genommen wurden, schlägt bier fehl, 
weil wir nur eine Wärme kennen, während es zwei sich aus- 
gleichende Elektricitäten giebt. Bald erkannte man, dass Wärme 
auch nach anderer Richtung keine Aehnlichkeit mit körperlicher Sub- 
stanz hat. 

Körper nämlich vermögen Arbeit zu leisten, aber bald thun sie 
on, bald thun wie er nicht, und bei näherer Betrachtung der Verhält- 
ninne nieht. man, dans immer noch ein Anderes dabei in Frage kommt, 
warn nit. den Körpern als nolchon nicht nothwendig zusammenhängt. 
Man nennt dieans Andere bekanntlich die bewegende oder wirkende 
Kraft. Deren hednrt on noch nusserdem, wenn ein Körper Arbeit 
lsinten null, aellet. wenn or vollkommen frei ist, diese Arbeit zu leisten. 
Dinu, wu en 70 Ierstom vermmp, dam Iinngrt allerdings auch von seiner 
genen Huhbstsnzultalt ah, aber auch von der bewesrenden Kraft. 
Walele. Inllerenzen on lesen Minnicht vorhanden sind, kann man an 
den nn ruhe nen gro snsgellsgeggeon Osavilalıon und der so immensen elek- 
trını bonn Mrult neh Niger cine zwar urheitsfahie, sie leisten aber 
Alain men nn een Antruchun, oft auch unter inneren. wenn 
else ohronr de urn en Kernnchsene nn gre bunt werden, Wir sprechen deshalb 
vor ho Brunnen chen Verne nn hen Korper Äusseren oder 
mn Aulbselen neh dleen nd nennen diese Energie latent, 
petenber lb rebeo  ril ren na Arheit noch nicht in die 
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Die Erkennung dieser Thatsache hat einen der gewaltigsten Fort- 
schritto in unserer Wissenschaft und der Naturbetrachtung überhaupt 
bewirkt, worauf wir später noch zurückkommen werden. 

Es fragt sich nun, wie viel dadurch für die Einsicht in die Natur 
der Wärme gewonnen ist? Je nach dem Standpunkte: alles oder 
wenig. Für diejenigen Naturforscher, welche in dem ganzen Welt- 
getriebe nichts anderes sehen als stetige Umwandlungen von Energieen 
in einander, enthält der Satz, die Wärme ist eine Energie, alles, was 
zur Erkenntniss oder Vorstellung nöthig iste Für diejenigen dagegen, 
welche zwischen der Erscheinungs welt und den Erscheinungen darin 
unterscheiden, ist die Frage noch nicht befriedigend gelöst, Zunächst 
handelt es sich um den Träger der Erscheinung. In dieser Hinsicht 
ist zu bemerken, dass wir einstweilen noch zwischen zwei Arten von 
Trägern für Erscheinungen unterscheiden, den gewöhnlichen Substanzen 
und dem Aether. Ist der Träger der Energie „Wärme“ Substanz oder 
Aether? Es scheint, als ob beides in Frage kommt, für strahlende 
Wärme sind wir nach Analogie der Lichterscheinung gewöhnt, Aether 
als Träger auzunehmen, für die geleitete Wärme Substanz. Es ist 
aber zu bemerken, dass Vorgänge im Aether selbst unseren Sinnen 
nicht zugänglich scheinen, dass sie für uns erst bemerkbar werden, wenn 
sie aus dem reinen Aether in die Körper gelangen. Dadurch ist jedoch 
nicht ausgeschlossen, dass der Träger auch dann noch der Aether bleibt; 
in der That wird dieses ja beispielsweise in der Wellenlebre des Lichtes 
vom Träger des Lichtes angenommen. Die Substanz hat dann nur 
auf den Vorgang im Träger einen Einfluss oder die Substanz wird 
vom Träger durch den in ihm stattfindenden Vorgang in Mitleiden- 
schaft gezogen, und dadurch kommt der Vorgang für uns zur Wahr- 
nehmung und gewinnt es den Anschein, als ob die Substanz selbst 
der Träger ist. Wäre für uns ein Vorgang in reinem Aether auffass- 
bar, so könnte hiernach für die Sinne dieser Vorgang von dem in der 
Substanz stattfindenden durchaus verschieden sein. Dieses wird in 
der That angenommen. Indessen hat gerade die Wärme einen so auf- 
fallenden Einfluss auf die Substanz selbst und ist anscheinend so innig 
mit Substanz verknüpft, dass man es fast als selbstverständlich be- 
handelt, dass sie an Substanz gebunden ist, wo sie auf Substanz ein- 
wirkt und nicht an den Aether, selbst nicht in dem Falle, wo sie, wie 
bei der strahlenden Wärme, aus dem Aether in die Substanz gelangt. 
Wiewohl Beweise hierfür nicht vorhanden sind, und es vielmehr der 
überall erstrebenswerthen Einfachheit der Annahmen entsprechen 
würde, lieber den Aether allein zum Träger der Wärmeerscheinungen 
zu machen, hat sich dieses doch nicht als zweckmässig erwiesen. Da 
wir jedoch den Aether weniger und weniger zu entbehren im Stande 
sind, ist es wohl möglich, dass schliesslich auch die Wärmeerscheinun- 
gen auf ihn als den eigentlichen Träger werden zurückgeführt werden. 
Einstweilen gehen wir von dem Grundsatze aus, dass, wo 
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Wärme in und von Substanz wirkt. die Substanz ihr 
Träger ist. dass jedoch diese Substanz vermöge der Wärme- 
erscheinung auf den Aether wirken und in ihm einen Vor- 
gang hervorrufen kann, der. fortgepflanzt und auf an- 
dere Substanz übertragen, dort wieder als Wärme zum 
Vorschein kommen kann. 

Eine zweite Frage knüpft sich an die Art der Energie, welche als 
Wärme aufgefasst wird. Dass eine solche Frage überhaupt gestellt 
werden darf. hat seinen Grund darin, dass jede Energie, wie die Er- 
fahrung gelehrt hat, in andere Energie verwandelbar ist. beispielsweise 
Wärme in Energie des mechanischen Druckes, in chemische Energie, 
elektrische u. s. f. Die Vermuthung liegt nahe, dass am Ende alle 
Energie überhaupt nur eine Fnergie ist in verschiedener Erscheinung; 
und eigentlich sträubt sich der Menschenverstand dagegen, anzunehmen, 
dass wirklich Verschiedenartiges in einander verwandelt werden kann. 
Zuwider läuft es dem Menschenverstande nicht, und was neuerdings 
einer unserer grössten Chemiker hervorgehoben hat, dass, wenn Ele- 
mente einen neuen Körper zusammensetzen, es durchaus nicht gesagt 
ist, dass in dem Körper die Elemente unversehrt (das heisst mit allen 
ihren Eigenschaften) vorhanden sind und nicht vielmehr sich eben in 
den Körper verwandelt haben, ist als durchaus richtig anzuerkennen. 
Nur hilft uns das nichts, denn die Natur wird uns dadurch nicht ver- 
ständlicher, und das andere Verfahren hat wenigstens den Vortheil, 
eine bequeme und mnemotechnisch sehr vortheilbafte Ausdrucksweise 
an die Hand zu geben. Vielleicht ist es auch weniger unver- 
ständlich, wenn man annimmt, alle Energieen sind qualitativ 
nur von einer Art, daher für die Erscheinung, in der sie 
spielen, nach der Quantität und Form verschieden, und die 
Umwandlungen der Energieen in einander sind Umwand- 
lungen in der Quantität und Form (was uns ganz verständ- 
lich scheint), als wenn man ganz unzusammenhängende 
Arten von Energieen annimmt und diese sich in einander 
umwandeln lässt. Vorsichtshalber ist noch Verschiedenheit der 
Form zugelassen neben der der Quantität; was diese Verschiedenheit 
aber bedeuten möchte ohne Verschiedenheit der Art, kann leicht in 
einem Beispiele gezeigt werden, während es in Worte schwer zu fassen 
ist. Alle Bewegung ist nur einer Art, denn für alle gelten genau die 
nämlichen Gesetze, und alle bestehen in Ortsveränderungen. Aber die 
Bewegung eines Pendels ist von der einer fortgeschleuderten Kugel 
der Form nach verschieden, ebenso die Schallbewegung von der 
Wellenbewegung im Meere oder von der Fallbewegung eines Kör- 
pers u. s. f£ So können wir von allen Ennergieen der Bewegung als 
der Art nach gleich, aber je nachdem es die Energie einer Pendel-, 
Schall-, Wellen-, Fallbewegung u. s. f. ist, der Form nach verschieden 
sprechen, wiewohl alle denselben Ausdruck haben. 
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Noch eines dürfte vielleicht nicht ohne Bedeutung sein: Geht man 
von der Annahme verschiedenartiger Energieen aus, dann ist es eigent- 
lich schwer zu verstehen, warum die Naturerscheinungen für uns so 
immens complicirt sind, wenn man nicht zugleich eine grosse Zahl solcher 
verschiedenartigen Energieen voraussetzt. Das hat offenbar hier seine 
Schwierigkeiten, dagegen nicht in der ersten Annahme, denn Quanti- 
täten gehen stetig in einander über, und selbst verschiedene Formen 
thun es, und dadurch bildet sich die Vielheit ganz von selbst. Ich 
glaube hiernach, dass der Wunsch der Mehrzahl der Fachgenossen, die 
Vielartigkeit möglichst einzuschränken, durchaus berechtigt ist. 

Nunmehr stellt sich die Frage so: Kann man annehmen, 
dass die Energie „Wärme“ der Art nach mit einer der 
anderen bekannten Energieen identisch ist? Die Frage ist 
lange Zeit hindurch mit grosser Zuversicht bejahend beantwortet 
worden, man hat auch die Energie angegeben, mit der sie identisch 
sein soll, nämlich die Energie der Bewegung. Die Energie Wärme 
soll also Bewegungsenergie sein. Diese Annahme kann aber 
nur in Verbindung mit einer anderen bestehen, welche indess schon 
lange von Physikern und Chemikern gemacht worden ist, und in 
manchen Gebieten der Physik und in der Chemie fast axiomatisch be- 
handelt wird, nämlich derjenigen, dass Körper aus einzelnen Individuen, 
Molekel nennt man sie, zusammengesetzt sind. 

Wärme soll Bewegungsenergie dieser Molekel sein. In 
jedem Körper, der Wärme hat, sollen sich also die Molekel 
bewegen, die Energie dieser Bewegung ist die Wärme, 
ihr Maass das Maass der Wärme. 

Es handelt sich noch um die Form der Bewegung. Die Molekel 
können hin- und herfliegen, fortschreitende Bewegung haben, oder 
schwingen, oder sich abwechselnd zusammenziehen und ausdebnen 
(pulsiren) oder in ihrer Masse selbst vibriren, indem sie ihrerseits aus 
noch kleineren Individuen zusammengesetzt sind, aus Atomen, die 
Bewegungen aufweisen. Die Energie welcher dieser Bewegungen 
kann als Wärme angesehen werden ? Diese Frage lässt sich im gegen- 
wärtigen Stande der Wissenschaft nicht beantworten, früher nahm 
man allein die fortschreitende Bewegung der Molekel als Ganzes in 
Anspruch. Es scheint nicht, dass das allgemein zulässig ist, doch 
werde ich auf diese Angelegenheit später zurückkommen. Einstweilen 
genügt das Vorstehende. 

Mit Hülfe der Anschauung von der Wärme als Bewegungsenergie 
der Molekel hat man eine sogenannte kinetische Theorie der 
Wärme aufgebaut, und namentlich bei den Wärmevorgängen in Gasen, 
Dämpfen und Flüssigkeiten zum Theil glänzende Erfolge erzielt. 
Clausius, Maxwell und Boltzmann sind die genialen Forscher, 
denen wir fast alles in dieser Theorie Errungene zu verdanken haben. 
Neuerdings ist diese Theorie etwas in Miscredit gerathen; einerseits 
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hat man bemerkt, dass ihre Rechnungsgrundlagen stark discutabel sind, 
andererseits scheint sie nicht das erfüllt zu baben, was man von ihr 
«wartete; namentlich der Umstand, dass noch kein Versuch hat ge- 
macht werden können, die starren Körper in diese Theorie einzubeziehen, 
bst ıhr viel Abbruch gethan. Indess ist nicht zu vergessen, dass — 
aun (sründen, die der Leser noch kennen lernen wird — die Theorie un- 
gemein complicirt ist. Es ist zum Theil sogar erstaunlich, wie man mit 
so »chwierigen Rechnungen, wie sie diese Theorie erfordert, so viele 
und auffallende Ergebnisse hat erzielen können. Es kommt noch dazu, 
das» wir gar keinen anderen Weg sehen, hinsichtlich gewisser Fragen 
ohne diese Theorie zu irgend einer Aufklärung zu gelangen, und so 
hat dieselbe auch noch eine eminent praktische Bedeutung. 


4. Wärmeäquivalent. 


Wir haben bis jetzt die Wärme für sich betrachtet und gesehen, 
dass sie, auch abgesehen von allen Hypothesen über ihre Art, jeden- 
falls Energie ist. Da alle Energieen in einander umwandelbar sind, 
ist auch Wärme in jede andere Energie verwandelbar. Man ist über- 
eingekommen, der Quantität nach alle Energie durch eine Energie zu 
messen, die man aus der Mechanik entnommen hat. Conventionell 
wurde hierfür früher die Energie benutzt, mit welcher ein Gewicht beim 
Herabfallen aus bestimmter Höhe in Folge der Schwerkraft am Boden 
anlangt; genauer und in bestimmten Einheiten angegeben, die Energie, 
welche ein Gramm beim Aufschlagen auf eine in der Höhe der all- 
gemeinen Meeresfläche liegende Stelle unter 45° Breite hat, wenn es 
aus der llöhe von einem ÜCentimeter herabfällt und durch luftleeren 
Raum fährt. Offenbar handelt es sich dabei um Energie in Folge der 
Anziehungskraft der Erde auf den Körper und des Körpers auf die 
Erde. In solcher Einheit kann man in der That die Energie Wärme 
messen. Julius Robert Mayer hat das zuerst gethan. Nimmt 
man nännlich diejenige Quantität Wärme, welche durch Abkühlung von 
1g Wasser von 1”G, auf OPG. gewonnen werden kann, so hat man 
nahezu eben »0o viel Energie, als 42500 der vorstehend angegebenen 
Einheiten ausmachen, also als eine Masse von 42500g beim Auf- 
schlagen auf den Erdboden hat, wenn sie unter den angegebenen Um- 
ständen aus der Höhe I em herabfällt oder als 1g hat, wenn es von 
425 nm Höhe herabfallt (der errtere Ausdruck ist besser. Julius 
Robert Mayer hat diere genaue Zahl nicht ermittelt, sondern eine 
davon stark abweichende berechnet, aber die geniale That bestand 
eben darın, da=» er den Weg hierzu fand. Joule hat durch sorg- 
fältige Experimente jene Zabs wirklich bestimmt; man schmälert sein 
Verdienat. nicht, wenn man das noch grössere J. R. Mayer’s hervor- 
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Wissenschaftlich ist es zweckmässiger, sie in Einheiten aus- 
zudrücken, welche allgemein in der Physik Anwendung finden, also ın 
sogenannten „absoluten Einheiten“. Hierfür dienen nunmehr Centi- 
meter, Gramm, Secunde (cm, 9, 8)!), und die Umrechnung nach be- 
kannten Principien ergiebt für das mechanische Wärmeäquivalent, 
das mit J bezeichnet werden soll: 


2 
J = 42200 0009 — 


Bekanntlich heisst die Wärmemenge, welche durch Abkühlung von 
lg Wasser von 1°C. auf 0°C. gewonnen wird, eine Gramm-Calorie 
(g-Calorie). " 

Eine Grammcalorie Wärme ist also 422 Millionen 
Arbeitseinheiten (Ergs). 

Ebenso viel Energie ist selbstverständlich die Wärme, deren es 
bedarf, um 1g Wasser von 0°C. auf 1°C. zu erwärmen. 

Hiernach ist man stets in der Lage, Wärmemengen in absolute 
Einheiten, in Ergs, umzurechnen ; man vergleicht sie zunächst mit der 
Wärme lg-Calorie und multiplicirt die Zahl mit der obigen Zahl J. 
Umgekehrt erhält man Zahlen, die in absoluten Arbeitseinheiten, in 
Ergs, ausgedrückt sind, in g-Calorien, wenn man sie durch J dividirt. 
Auf diese Weise ist es ermöglicht, Wärme mit allen anderen Energieen 
zu verbinden, für welche ihre Aequivalente in absoluten Arbeitsein- 
heiten gleichfalls bekannt sind, sie also mit diesen in mathematische 
Formeln zusammenzustellen. Hier werden wir es nur noch mit mecha- 
nischen Energieen zu thun haben. 


56. Specifische Wärme und Temperatur. 


Die Wärme, Körpern mitgetheilt, macht sie wärmer, verleiht ihnen 
eine höhere Temperatur für das Gefühl, wie man sagt. Indessen wäre 
die Annahme, dass man Temperaturen wie Wärme messen kann, jeden- 
falls unrichtig, denn die einfachsten Erfahrungen zeigen schon, dass 
dieselbe Wärmemenge, verschiedenen Körpern zugeführt, ganz ver- 
schiedene Temperaturerhöhung für das Gefühl herbeiführen kann; ja 
bei einem und demselben Körper kann die Tempersturerhöhung ver- 
schieden ausfallen, je nach dem Zustande, in dem er sich befindet, 
manchmal tritt überhaupt keine Temperaturerhöhung ein, wenn man 
dem Körper Wärme zuführt. Wärmezufuhr, Erwärmung, ist also zu- 
nächst nicht immer gleichbedeutend mit Temperaturerhöhung, und je 
nach den Verhältnissen von ganz verschiedener Bedeutung. Tempe- 
raturerhöhung hängt durchaus von den Körpern selbst ab und von 
ihrem Zustande, und ausserdem von der Wärmezufuhr. Ist die zu- 


') In der Physik bat sich dafür das kürzere Symbol (c, g, s) ein- 
gebürgert, amtlich ist aber die Bezeichnung für Centimeter cm, nicht c. 
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geführte Wärme 2 Q und die Temperaturerhöhung /®, so kann man 
zwar immer setzen 

AI =adfg, 
aber & ist nicht constant, sondern von Körper zu Körper und bei dem- 
selben Körper von Zustand zu Zustand verschieden, manchmal sogar 0. 


Man nennt das Reciproke von «a, also 5 — c die specifische Wärme 


des Körpers in dem betreffenden Zustande. Da übrigens die Erwär- 
mung naturgemäss um so kleiner sein muss, je grösser der durch eine 
bestimmte Menge Wärme zu erwärmende Körper ist, so hat die 
Grösse c nur eine bestimmte Bedeutung, wenn alles auf gleiche Ver- 
hältnisse, Massen oder Volumina bezogen wird. Gewöhnlich be 
zeichnet man diejenige Wärme, welche bei einer Massen- oder 
Volumeneinheit (1 g oder l1ccm) der Substanz erforderlich ist, um ihre 
Temperatur um eine Einheit zu erhöhen, als die specifische Wärme 
des Körpers in dem betreffenden Zustande. 

Aber was ist nun eine Einheit der Temperatur? Das Gefühl giebt 
uns, wie schon gesagt, keine Möglichkeit, Erwärmungen zu messen. 
Es bedarf also anderer Mittel. Diese werden durch die Thermometer 
geboten; aber diese wieder sind offenbar ganz willkürlich eingerichtet, 
wie schon aus der Thatsache hervorgeht, dass es davon drei, eigent- 
lich sogar unzählig viele giebt. Die kinetische Theorie der Wärme 
geht von vornherein von der Annahme aus, dass die Temperatur 
eines Körpers stets in einer und derselben Weise der Be- 
wegungsenergie der kleinsten Theilchen der Körper propor- 
tional ist. Da diese Energie aber die fühlbare Wärme selbst sein 
soll, die der Körper hat, so würde hiernach die Temperatur 
eines Körpers stets in einer und derselben Weise seinem 
Wärmeinhalte proportional sein. Dieser Proportionalitäts- 
factor wäre die absolute specifische Wärme des Körpers. 

Hier scheint ein Widerspruch gegen das vorher Angegebene zu 
sein, da trotz Wärmezufuhr unter Umständen gar keine Tempe- 
raturerhöhung eintreten soll. Der Widerspruch ist nur scheinbar. 
Wir müssen schliessen, dass in diesem Falle ın der That durch die 
Wärmezufuhr keine Erhöhung der Bewegungsenergie der Molekel 
bewirkt wird, also keine Vermehrung der fühlbaren Wärme Die 
Wärme geht aber trotzdem, was sie ja auch nicht kann, nicht einfach 
verloren, sie thut nur etwas anderes, als die fühlbare Wärme des Körpers 
vermehren. Die Erfahrung giebt hierüber unzweideutigste Auskunft, 
In der That verursacht die Zufuhr von Wärme fast immer noch irgend 
etwas anderes als Vermehrung der Bewegungsenergie der Molekel, sie 
dehnt die Körper aus oder lässt sie sich zusammenziehen, sie ver- 
dampft, schmilzt, sublimirt sie, ändert ihre chemische Constitution, ihr 
elektrisches, magnetisches, optisches Verhalten u. s. f. Kürzer aus- 
gedrückt, die Energie Wärme, Körpern zugeführt, erscheint in diesen 
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nicht immer als Energie Wärme, sondern auch in anderen Energie- 
arten, als mechanische, chemische, elektrieche, magnetische, optische 
Arbeit. Der Theil, der zur Vermehrung der Bewegungs- 
energie der Molekel dient (der fühlbaren Wärme), bewirkt 
Temperaturerhöhung, derandere Theil irgend etwas anderes, 
was mit Wärme an sich gar keine Aehnlichkeit zu haben 
braucht. Ganz Gleiches gilt von Wärmeentziehung, nicht alle ent- 
zogene Wärme ist der Bewegungsenergie entzogen, ein Theil stammt 
aus anderen Energieen, indem Zusammenziehen, Gefrieren, Conden- 
siren u. s. f. eingetreten ist; als Temperaturerniedrigung erscheint nur 
der Theil, der der Energie der Molekularbewegung verloren gegangen 
ist. So löst sich der Widerspruch vollständig; die Gleichung 


A) Temperatur = C X Wärmeinhalt 


hat nur einen Sinn für die als Bewegungsenergie der Molekel vor- 
handene Wärme. Das ist freilich alles nur Hypothese, oder besser 
gesagt, es ist nichts weiter als Definition; Werth gewinnt es erst, wenn 
man es zu anderen Erscheinungen in Beziehung setzen kann. 

Ich nenne die obige Festsetzung für die Temperatur die thermo- 
kinetische Definition; Messungen nach derselben geschehen in der 
thermokinetischen Temperaturscala. Später werden wir 
noch eine andere, eine thermodynamische Definition und eine thermo- 
dynamische Temperaturscala kennen lernen. Die gewöhnlichen 
Messungen der Temperatur mittelst der Thermometer geschehen gemäss 
einer conventionellen Definition und nach einer conventionellen 
Temperaturscala, so dass wir es im Ganzen mit drei Temperatur- 
scalen zu thun haben. Bei den Gasen kann man glücklicherweise alle 
drei zu einander in Beziehung, wenigstens in angenähert richtige, 
setzen, was später zu untersuchen sein wird. 


Einstweilen ist, um nicht den Begriff der Temperaturmessung 
ganz unentschieden zu lassen, Einiges über die conventionelle 
Temperaturscala zu sagen. Sie wird, wie bemerkt, den üblichen 
Thermometern entnommen. An jedem Thermometer werden zwei 
Temperaturen bestimmt benannt und mit Ziffern bezeichnet, deren 
Wahl natürlich willkürlich ist, so die Temperatur, welche schmelzen- 
dem Eis zukommt, mit „Eispunkt“ benannt und mit 0 am Celsius- und 
Reaumurthermometer, mit 32 am Fahrenheitthermometer bezeichnet, 
die, welche unter normalem Druck siedendes Wasser hat, mit „Siede- 
punkt“ benannt und mit 100 am Celsius-, mit 80 am Reaumur-, mit 
212 am Fahrenheitthermometer bezeichnet. Innerhalb des Tempe- 
raturintervalls zwischen der Temperatur des schmelzenden Eises und 
der des unter normalem Drucke siedenden Wassers theilt man die 
Thermometerscala nach gleichen Stufen, am Celsiusthermometer in 100, 
am Reaumurtherinometer in 80, am Fahrenheitthermometer ın 180 
Theile, und setzt diese Theilung unter 0 (bezw. 32) und über 100, 
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bezw. 80, bezw. 212 furt. Jeden Theil nennt man einen Tempe- 
raturgrad. So sind Körper. deren Temperatur, mit einem der 
beiden ersten Thermometer gemessen, 53, mit dem dritten Thermometer 
geinensen 30 Grad beträgt. um je 58 Temperaturgrade der betreffendea 
Scala wärmer ala schmelzender Eis; sie sind dann selbstverständlich 
verschieden warm. Die Verschiedenheit zwischen den Stufen der drei 
Thermometer int, wie ınan sieht, rein rechnerisch; auf einen Grad des 
Gelsiunthermormeters bezogen ist ein (rad Reaumur ’/,, ein Grad Fahren- 
hat ° , davon. Es ist also an sich gleichgültig, mit welchem T'hermo- 
meter man misst, nur mus= man es angeben, um Irrthümer zu vermeiden. 

Fr kommt. aber noch etwas anderes dazu, was nicht mehr rein 
rechneriach behandelt werden kann. Misst man nämlich mit zwei 
Thermornestern gleicher Theilung, etwa mit zwei Celsiusthermometern, 
“r finde man für die Temperatur eines und desselben Körpers selten 
aberenstimmende Zanlen. Nur bei den sogenannten Fixpunkten 
Me und 166° bez. 6" und 80° bezw. 32° und 212°) müssen die Ther- 
munetar (ahyasenen =elbstverständlich von Fabrikationsfehlern) in 
ihren Anyanen übereinstimmen, weil diese Fixpunkte unabhängig von 
Due rettet and ie Theilung (dnzwischen giebt aber bei ver- 
rn, eenen Inermonsrtern in der Regel verschiedene Temperaturstufen, 
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dieser internationalen Scala umgerechnet sind. Die zweitgenannte 
Behörde giebt auch Thermometer mit beglaubigten Angaben ausser- 
halb des Hauptabschnittes zwischen den beiden Fixpunkten aus. 
Gegenwärtig kann man solche Thermometer sogar von den meisten 
Fabrikanten Deutschlands unmittelbar beziehen. Dadurch ist die 
Einheitlichkeit der Temperaturmessung nach der conventionellen Scala 
gewährleistet. Temperaturangaben nach einem Luftthermometer, wie 
solche früher sehr üblich gewesen sind, weichen von denen des inter- 
nationalen Thermometers im Allgemeinen nur wenig ab. 


6. Absoluter Nullpunkt der Temperatur. 


An den wichtigsten Thermometerscalen ist ein Punkt, der Eispunkt, 
mit 0° bezeichnet; ich brauche dem Leser nicht zu sagen, dass das will- 
kürlich ist und nicht etwa heisst, schmelzendes Eis hätte keine Wärme 
mehr, Eis kann ja noch kälter werden. Allein die Frage ist nicht 
unberechtigt, ob es nicht einen absoluten Nullpunkt der Temperatur 
giebt. Wie sich diese Frage bei der thermodynamischen Definition 
der Temperatur erledigt, werden wir später sehen. Bei der thermo- 
kinetischen ist sie leicht zu discutiren. Die Gleichung Temperatur = 
C x Wärmeinhalt zeigt, dass für den absoluten Nullpunkt der Wärme- 
inhalt Null ist. Nun soll der Wärmeinhalt der Energie der Molekular- 
bewegung gleich sein; also ist, thermokinetisch bestimmt, ein Körper 
auf den absoluten Nullpunkt der Temperatur gelangt, wenn seine 
Molekel völlig bewegungslos geworden sind. Die Schwierigkeiten, die 
hieraus für die thermokinetische Definition der Temperatur entstehen, 
sind bedeutend, sie gelten, wie sich zeigen wird, ebenso für die thermo- 
dynamische. Wir wollen sie hier noch nicht discutiren. Eines ist 
klar, in der Natur kann es keinen Körper geben, dessen Temperatur 
absolut Null ist, denn vermöge der Eigenschaft, dass Wärme immer 
von selbst schon von wärmeren zu kälteren Körpern übergeht, wird 
ein solcher Körper, hat er überhaupt je existirt, immer nur einen 
Moment absolut kalt gewesen sein, denn sofort muss ihm von allen 
Seiten Wärme zuströmen. Anders stellt sich die Angelegenheit, wenn 
man fragt, ob wir nicht die Mittel besitzen, warme Körper bis zum 
absoluten Nullpunkt abzukühlen. Bekanntlich ist man jetzt bereits 
zu sehr tiefen Temperaturen gelangt, ja es fehlen — wenn es mit 
gewissen Rechnungen, die bald vorzuführen sind, seine Richtigkeit 
hat — kaum noch 40 Grad des nach Celsius getheilten Thermometers, 
um den absoluten Nullpunkt zu erreichen. Also sind wir dem Ziele 
ziemlich nahe, und es hat auch für uns Interesse, denn nach der kine- 
tischen Theorie können wir uns kaum vorstellen, wie ein Körper, mit 
dem wir dieses Ziel erreicht haben, eigentlich beschaffen ist. Können 
wir zu diesem anscheinend so nahen Ziele gelangen? Diese Antwort 
wird kaum anders lauten können als Nein! Praktisch handelt es sich 
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dsrum. „bh ınan alle Wärme. die ein Körper hat, ihm entziehen und zu 
etwas anderem verwenden kann; otflenbar hätte man, wenn dieses ge 
lingen so.ite, von der Wärıne eines Körper+ den grössten überhaupt 
erreichbaren Effect erzielt. Ist dieses nun an sich nicht möglich 
oder nur uns nicht möglich” Die Ansicht eines der grössten Physiker, 
J.C. Maxwell». ving anscheinend dalıin. dass dieses an sich möglich, 
nur uns“ unmöglich »ei. Das Beispiel, das er für einen solchen Fall 
gab. ein Körper, dessen Molekel einzeln von Dämonen (das heisst 
eigentlich von irgend welchen feinen Einrichtungen) in ihrer Bewegung 
sufyehalten und festgehalten werden, ist seiner Zeit viel besprochen 
und auch scharf kritisirt worden. Gegenwürtig aber dürfte es nicht 
viele Plıysiker geben, die nicht seiner Ansicht sind, dass es sich — 
wissen wir überhaupt alles von der Wärme — nur um eine Unmöglich- 
keit für un=, aux der Erfahrung, handelt. 


7. Wärme und andere Naturerscheinungen, Definitionen. 


Wie bemerkt, wandelt sich Wärme in jede andere Art Energie 
um und wird von jeder anderen Art Energie hervorgebracht. Die 
Wärme ruft in Folge dessen ulle möglichen Erscheinungen hervor und 
wird von allen möglichen Erscheinungen hervorgerufen. Eirwärmt 
man ein (jas, so dehnt es sich aus, kühlt man es ab, so zieht es sich 
zusammen; umgekehrt, comprimirt man ein Gas, so erwärmt es sich. 
dehnt man es aus, so kühlt es sich ab. Ist ein (ras rings von starren 
Wänden umschlossen, »» dass es sich nicht ausdehnen kann, so steigt 
sein Druck gegen die Wandung, wenn Wärme zugeführt wird und 
fällt. wenn Wärme entzogen wird. FEntsprechendes gilt in der Regel 
auch für Flüssirkeiten und feste Körper. Allgemein kann man sagen, 
Wärmezufuhr lockert das (iefüge der Körper und erhöht deren Druck 
gegen andere Körper, Wärmeentziehung festigt dieses Gefüge und ver- 
rinzert den l’ruck. Die Thermodynamik der Grase hat es ausser mit 
der Erwärmung selbst wesentlich mit diesen Erscheinungen zu thun, 
Temperatur. Druck und Volumen sind die drei Grössen, um die es 
sich in der Theorie Jer Ga-e stets handelt. Doch sind es selbstver- 
ständlich nicht die einziren. mit «denen wir uns hier zu beschäftigen 
baben. nameutlich die kineti-ehe Theorie der Wärme führt uns zum 
Studium noch vieler underer Verhältnisse. Der Eintluss der Wärme 
aut die elektrischen. marnetiseken und optischen Eigenschaften ist bis- 
her in der eirentlichen Viermeivreomik nicht behandelt. Es empfiehlt 
eich, auen, hieri. Mais zu hen, wei, -onst das Gebiet der Thermo- 
dyvzamix übermassir sh oederen td fast die ganze Physik um- 
fassen wirie, 

Ze. Sell gas Inner Vorboen.tune sollen noch einige Bezeich- 
nanccr wie el werin. 0.25 sehr beurm für die Fassung 
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mathematischer Formeln in Worte herausgestellt haben. Es handelt 
sich in der Thermodynamik um die Vorgänge in Körpern. 

Die Summe von physikalischen Eigenschaften, die ein Körper in 
einem Moment hat (z. B. Volumen, Druck, Ruhe, Bewegung, Tempe- 
ratur u. s. f.), nennen wir seinen Zustand (Tropos). 

Aendert sich während irgend eines Vorganges der Zustand nicht, 
so ist der Vorgang für den betreffenden Körper ein isotropischer 
Vorgang, oder ein isotropischer Process. 

Führt der Vorgang den Körper durch eine Reihe von Verände- 
rungen seines Zustandes in den ursprünglichen Zustand zurück, so ist 
er ein Kreisvorgang oder Kreisprocess. 

Ein Vorgang ist reversibel oder umkehrbar, wenn der Körper 
ihn Schritt für Schritt auch rückwärts durchlaufen kann. 

Adıabatische Vorgänge sind solche, bei denen Wärme dem 
Körper weder zugeführt noch entzogen wird. 

Aendert ein Körper während eines Vorganges seine Temperatur 
nicht, so ist es ein isothermischer Vorgang, ändert er sein Volu- 
men nicht, so haben wir einen isometrischen Vorgang. Bleibt 
der Druck ungeändert, so handelt es sich um einen isopiestischen 
(auch isopyknen) Vorgang. 

Weiteres minder Wichtige wird gelegentlich hervorgehoben werden. 


Die Grundlazen der Wärmelehre. 
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der — wie wir jetzt wissen, unrichtigen — Ansicht, dass die Wärme 
eine Substanz sei, welche weder geschaffen noch vernichtet werden 
kann, ferner, dass alle Arbeit, welche durch Wärme geleistet werde, 
dadurch zu Stande komme, dass die Wärme von höherer Temperatur 
zu niederer sinke, endlich dass es unmöglich sei, bewegende Kraft aus 
Nichts zu schaffen, leitete er den Satz ab: „dass die Grösse der ge- 
leisteten Arbeit zu dem gleichzeitig stattfindenden Wärmeübergang, 
d. h. zu der Quantität der gleichzeitig übergehenden Wärme und den 
Temperaturen der Körper, zwischen denen sie übergeht, in einer ge- 
wissen allgemein gültigen Beziehung stehen müsse, welche von der 
Natur desjenigen Stoffes, durch welchen die Arbeitsleistung und der 
Wärmeübergang vermittelt wird, unabhängig sei“ (Clausius, Die 
mechanische Wärmetheorie, 1. Auflage, 1, 80). Das ist schon das 
Wesentliche des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wärmetheorie. 
Wir wissen jetzt, dass die Wärme Energie, nicht Stoff ist, dass hier- 
nach ihre Arbeitsleistung nicht davon abhängig sein kann, ob sie mehr 
oder weniger temperirt sei. Zwei der Stützen des letztbezeichneten 
Satzes sind also unhaltbar. Die dritte Stütze könnte man als dem 
Princip der Erhaltung der Energie entnommen ansehen, sie allein 
reicht jedenfalls nicht aus, den wichtigen Satz zu begründen. Clau- 
sius hat deshalb nach anderen Stützen gesucht, welche an Stelle der 
unhaltbaren zu setzen sein würden. Er fand sie in dem Satze: 


Die Wärme kann nicht von selbst aus einem kälteren 
in einen wärmeren Körper übergehen. 


Das Schwergewicht des Satzes liegt in den Worten „von selbst“, 
ihre Deutung hat vielen Zweifeln und Angriffen unterlegen, Clausius 
hat sie aber meines Erachtens völlig klargestellt. Der Uebergang der 
Wärme aus einem wärmeren in einen kälteren Körper soll ohne jede 
Nebenerscheinung, ohne anderen Vorgang stattfinden können, der aus 
einem kälteren in einen wärmeren aber nicht, hier soll unter allen 
Umständen gleichzeitig mit dem Uebergange noch etwas anderes ge- 
schehen, sei es, dass Wärme aus einem wärmeren Körper in einen kälteren 
übergeht oder dass Arbeit verbraucht wird u. s.f. Planck hat eine 
für die Wissenschaft sehr fruchtbare Unterscheidung eingeführt, näm- 
lich die der „natürlichen“ Vorgänge von den „nicht natür- 
lichen“ — wir können sie „erzwungen“ nennen. — Auf natür- 
lichen Vorgängen beruht der Uebergang der Wärme von wärmeren 
Körpern zu kälteren, auf nicht natürlichen das Entgegengesetzte, jene 
können für sich allein eintreten und verlaufen, diese nicht. 

Man hat versucht, diesen Grundsatz von Clausius durch andere, 
welche bestimmtere Behauptungen enthalten, zu ersetzen. Ein 
solcher Satz ist der von Planck in den Vordergrund gestellte: 

Esistunmöglich, eine periodisch functionirende 
Maschine zu construiren, die weiter nichts bewirkt als 

2* 
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Hebung einer Last (d. h. als Leistung einer Arbeit) und 
Abkühlung eines Wärmereservoirs. 

Bestimmter ist dieser Satz unzweifelhaft als der von Clausius 
und seine Anwendung ist bequemer und leichter als die dieses Satzes 
Ob er aber einleuchtender ist, möchte billig zu bezweifeln sein. De 
Clausius’schen Satz wird jeder als selbstverständlich zuzugeben ge 
neigt sein, der vorstehende Satz aber erfordert sehr tiefes Nachdenken 
und Ueberlegen, einfach deshalb, weil für jenen die Beispiele aus de 
Natur ohne weiteres vorliegen, für diesen erst durch Abstraction er 
mittelt werden müssen. Die Anwendung dieser beiden Grundsätz 
behufs Ableitung des sogenannten zweiten Hauptsatzes der mechs 
nischen Wärmetheorie folgt sofort. Den Satz selbst aber will ich «- 
gleich anführen, und zwar in der ihm von Planck verliehenen Form. 
Er lautet: 

Es existirt in der Natur eine Grösse, welche bei alle 
in der Natur stattfindenden Veränderungen sich immer nur 
in demselben Sinne ändert. 

Nennen wir diese Grösse Entropie, so können wir sagen: 

Alle in der Natur vorkommenden Veränderungen 
verlaufen so, dass die Entropie sich immer nur in demselbe 
Sinne ändert. 

Angewendet kann der Satz nur werden, wenn für diese (iröss«. 
die Entropie, eine bestimmte mathematisch formulirbare Definitie 
durch der Messung zugängliche Grössen gegeben wird. Dieses geht 
ohne weitere Hypothesen nicht. PBezeichnet Q eine während eine 
Abschnittes des Vorganges, den ein System durchmacht, von ihm auf- 
genommene Wärmemenge (positiv, wenn die Wärmemenge wirklich 
aufgenommen ist, negativ, wenn sie abgesreben ist), so wird die Entropie 
änderung des Systems während des ganzen Vorganges definirt durc 

:_ 0 _ [Ad 
> Fu | E32 

Diese Gleichung wird aus dem Verhalten idealer Gase abgeleita 
Die @ oder dQ betreffen Grössen, die zwischen den Theilen de 
Systems spielen, die # dagegen Eigenschaften der Theile des System: 
selbst, und zwar gehört je ein # dem Theile des Systems, welche 
die Wärme Q oder dQ gewinnt. Bei den idealen Gasen nun beweitt 
man, dass ® diejenige Eigenschaft der Gase festsetzt, der stets propor- 
tional das Product aus Druck und Volumen bei jeder Zustandsänderun 
variirt, sie ist selbst proportional der im gewöhnlichen Sinne soge 
nannten Temperatur, und man bezeichnet sie deshalb selbst als die 
absolute Temperatur. Bei den anderen Körpern existirt ein 
solche Grösse, der das bezeichnete Product proportional sich ändern 
nicht, trotzdem kann ınan auch hier # die absolute Temperatur nenner. 
denn auf die Bezeichnung kommt es nicht an. In welchem Verhält 
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nisse aber die Grösse zu der kinetischen Definition der Temperatur 
steht, ist von vornherein nicht zu sagen, und ihr Betrag kann auch in 
jedem Falle nur errechnet werden, da wir noch kein Mittel haben, sie 
zu messen. 

Den Nenner in dem Ausdrucke für die Entropie der 
Körper nennen wir die absolute Temperatur, er misst eine 
bestimmte Eigenschaft der Körper. Das ist die thermo- 
dynamische Definition der Temperatur. 


Der Sinn dieser Definition ist der, dass die Entropie ausser von 
der Wärme nur von einer Eigenschaft der Theile des Systems ab- 
hängt, die auch zur Messung der Temperatur verwendet werden kann. 

Unter Zuhülfenahme des für die Entropie gegebenen Ausdrucks 
kann man dem Carnot-Clausius’schen Satz verschiedene Formu- 
lirungen verleihen, von denen ich einige anführe, die wesentlich von 
Planck herrühren. 

IIa) Es ist auf keinerlei Weise möglich, die Entropie 
eines Systems von Körpern zu verkleinern, ohne dass in 
anderen Körpern Aenderungen zurückbleiben. Bleiben 
solche Aenderungen nicht zurück, so kann die Entropie des 
Systems nur gewachsen oder unverändert geblieben sein. 


Ilb) Jeder in der Natur stattfindende physikalische 
und chemische Vorgang verläuft in der Art, dass die Entro- 
pie aller dabei in Frage kommenden Substanzen vergrössert 
wird oder ungeändert bleibt. 

IIc) Es giebt keine Möglichkeit, um die Temperatur 
eines Körpers bloss durch äussere Arbeit allein zu erhöhen 
oder zu erniedrigen. 

Der letzte Ausdruck des Satzes ist von Schiller angegeben. 
Alle diese Sätze führen zu der mathematischen Beziehung 


— SL _ [48 
Ild) 45= N, ev 
für jeden natürlichen stattfindenden Vorgang, also 
_üı _ [4% 
IIe) 3S5=- N; =-|15 5% 


wenn kein Vorgang stattfinden, Gleichgewicht herrschen soll. 

In etwas anderer Form hat Gibbs die thermodynamischen Ver- 
hältnisse der Betrachtung unterzogen !). Die Hauptsätze, die er auf- 
stellt, sind wörtlich folgende: 


IIf) Zum Gleichgewicht eines abgesonderten Gebildes 
ist es nothwendig und hinreichend, dass für alle möglichen 


!) Thermodynamische Studie. Deutsch von Ostwald. Leipzig 1892. 
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Aenderungen in dem Zustande des Gebildes, welche sein 
Energie unverändert lassen, die Aenderung der Entropi 
Null oder negativ ist. 

Dieses ist der eine Satz. Offenbar können wir die Bedingun; 
der Constanz der Energie als selbstverständlich fortlassen, wenn da 
Gebilde absolut abgeschlossen ist, und dann besagt dieser Satz nicht 
anderes, als dass die Entropie im Gleichgewichtszustande ein Maximun 
schon ist, und dass, wenn Gleichgewicht nicht besteht, sondern ei: 
natürlicher Vorgang stattfindet, dieser zu einem Zustande grösste 
Entropie hinführt. 

Der Gleichgewichtszustand, von dem hier die Rede ist, soll natür 
lich stabil sein. Ferner sind „mögliche“ Veränderungen wie in de 
Mechanik zu verstehen, also als solche, die mit den Bedingungen de 
Gebildes verträglich sind. Sind diese bekannt, so wird man die mög 
lichen Veränderungen auch angeben können. 

Der zweite Satz enthält einen ähnlichen Ausspruch mit Bezug au 
die Energie. 

IIg) Zum Gleichgewicht eines abgesonderten Gebilde: 
ist es nothwendig und hinreichend, dass für alle mögliche: 
Aenderungen in dem Zustande des Gebildes, bei welchen di 
Entropie unverändert bleibt, die Aenderung der Energi: 
Null oder positiv ist. 

Beide Sätze besagen das nämliche. Bezeichnen wir die Variatior 
einer Grösse p unter der Annahme, dass eine andere Grösse q constan! 
bleiben soll, durch (6 p),, und dann die Energie eines Gebildes E, di 
Entropie S, so ist also die Bedingung für das Gleichgewicht 


lIh) (öS)2 SS 0, oder 
II) ED 0. 


Die Sätze führen zu einer Reihe von eleganten und sehr roll 
ständigen Entwickelungen, die jedoch erst späterlin Erwähnung finden 
können. 

Gleichfalls für die ferneren Entwickelungen müssen die von 
Helmholtz und Duhem eingeführten Methoden des thermodyns- 
mischen Potentials vorbehalten bleiben, da sie die eigentlichen Grund- 
lagen nicht berühren, sondern mehr dem Rechenschema angehören. 


11. Beweis für den Clausius-Carnot’schen Satz 
nach Kirchhoff. 


Bei dem Beweise des lJausius-ÜUarnot’schen Satzes folge ic 
der von Gustav Kirchhoff in seinen Vorlesungen dargelegtes 
Methode. 

Wir denken uns einen Körper einen Kreisprocess aus vier Einse- 
vorgängen durchmachen. Zwei der Vorgänge, der 1. und 3,, solle 


Beweis nach Kirchhoff. 93 


isothermisch, die beiden anderen, nämlich der 2. und 4., adıabatisch 
verlaufen. Den ganzen Vorgang stellen wir durch das Diagramm 
Fig. 1 dar, die Abscissenachse ist die Temperatur-, die Ordinatenachse 
die Volumenachse; AB, BC, CD, DA sind die vier Einzelvorgänge. 
Im Vorgange 1 entnehmen wir einem 

mit dem Körper, dessen Temperatur ®, 

sein soll, gleichtemperirten und gleich- 

temperirt bleibenden Wärmereservoir 

R, eine Wärmemenge q,, die wir dem 

Körper zuführen und ganz zu dessen C 
Ausdehnung benutzen. Ist » der 2 B 
Druck, den der Körper bei dieser Aus- 3 

dehnung vom Volumen v, bis zu dem D 1 
ty zu überwinden hat, so leistet er bei 

der Ausdehnung die Arbeit!) \ 


Fig. 1. 


vg 
aÜa=+ | pdv. 
vı $ 
Nun denken wir uns im Vorgange 2 9 9% 
den Körper in eine absolut adiather- 
mane Substanz gehüllt, und lassen ihn sich noch weiter bis zum 
Volumen v; ausdehnen, die Arbeit, die der Körper leistet, ist dann 


4 =+ (van, 
vs 


und zugleich sinkt die Temperatur zam Betrage 9, <_ ®,. Der Vor- 
gang 3 ist wieder isothermisch; wir verbinden den Körper mit einem 
ihm gleichtemperirten und gleichtemperirt bleibenden Wärmereser- 
voir R; von der Temperatur ®,, und drücken ihn nun bis zum Volu- 
men v, zusammen, während seine Temperatur ®, constant erhalten 
bleibt. Die dadurch entstehende Wärmemenge sei gg, sie geht in das 
kältere Reservoir R, über. Die vom Körper geleistete Arbeit ist 


u 
a = — | pdv. 
vz 
Endlich im 4. Vorgange denken wir uns den Körper wie im 2. Vorgange 
in eine adiathermane Hülle gethan, und drücken ihn noch weiter bis 
zum ursprünglichen Volumen v, zusammen. Dabei erhöht sich seine 
Temperatur von ®, auf ®,, die vom Körper geleistete Arbeit ist 


Y 
u = — | pdv. 


Yu 


!) Der Beweis dafür wird später erbracht. 
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Der Körper ist in seinen ursprünglichen Zustand gelangt, und das 
Ergebniss ist: Es ist eine Arbeit: 


vg v3 u v 
a= | pav + [pav— | pav— | par, 
v vg v3 177 


gewonnen und zugleich eine Wärmemenge g, vom Reservoir R, ent 
nommen, eine solche g, nach dem Reservoir R, übertragen und die 
Wärmemenge g, — 9, verbraucht. Nach dem Princip der Erhaltung 
der Energie wird: 
= dı — 4 
Wiederholen wir den Process n mal, so folgt: 
na=A=—ng — na = (I — % 

somit ist jedenfalls Q, : Qs von A unabhängig. Denselben Process 
kann man auch rückwärts vollziehen, es handelt sich also um einen 
umkehrbaren Kreisprocess, und dann besteht das Resultat des Pro- 
cesses in der Gleichung : 

41=9 —(ı- 


In diesem Falle ist die Arbeit — A gewonnen, die Wärme — Q, dem 
kälteren Reservoir entzogen, die Q, dem wärmeren übertragen. Denken 
wir uns zwei Körper, von denen der eine den einen, der andere den 
anderen Kreisprocess durchmacht, so ist die gesammte Arbeit 
+ A —A=0, also müssen, falls beide Processe umkehrbar sind, 
die beiden Q, und ebenso die beiden Q, einander gleich sein, sonst 
würde das kältere Reservoir Wärme verloren, das wärmere solche ge- 
wonnen haben. Hieraus folgt: Die in einem umkehrbaren Carnot’- 
schen Kreisprocesse entzogenen und abgegebenen Wärmemengen sind 
von der Natur des Körpers, der diesen Process durchmacht, unabhängig 
und nur bestimmt durch die Temperaturen. Somit haben wir für 
diesen Fall: x, 
0,8). 


2 

Es kann bewiesen werden, dass die rechts stehende Function f(®,, ®;,) 
in einen Bruch zweier Functionen zerlegt werden kann, worin der 
Zähler nur Function von ®,, der Nenner nur Function von 9, ist. 
Wir lassen einen Körper einen umkehrbaren Kreisprocess ausführen, 
bei welchem drei Wärmereservoire R,, R,, R; von den Temperaturen 
9, > 9, > 9, benutzt werden. Die entzogenen und abgegebenen 
Wärmemengen seien durch das folgende Schema bestimmt: 


ONcHRen) 
ann ist: 


Lı —=f(9,, D,), &% —=/(9,, D,), a —=f(#;, 9). 


7 9; Qı 
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Nun setzen wir: 

9 = 
und nehmen an, dass in diesem Processe Arbeit weder gewonnen noch 
verloren wird, so dass ist: 


GG - a +9 - 9" +9 -— = 0 


das heisst: 
Qı — Q = Q;' — 9 


Kehren wir diesen Process um, so bleibt die Gesammtarbeit immer 
noch Null, also muss auch 


Q9 = Q = % 


J (9, 9;) 
9,9) =, <<; 
2a . 2) f (®;, 9;) 
Die Function links enthält aber 9, nicht, also muss 9, auch rechts 
herausfallen, und es wird 
(9) 
f ” ’ d = Eat 
u 9) p (95) 
oder, indem wir festsetzen, dass @ (9) selbst zur Messung der Tempe- 
ratur dienen soll, und es nun durch ® bezeichnen: 
9 _#ı Qı _ % 
— ——, oder — — — =0(. 
Qs 9 %5, m 
Rechnen wir vom Körper abgegebene Wärmen als negative, von 
ihm gewonnene als positive, so wird 


sein. Hieraus folgt: 


0 , 9 _ 

9 + 9, — 0, 

wo jetzt Q allgemein die vom Körper im Process gewonnene 
Wärme ist. 

Thermodynamisch ist also die absolute Temperatur durch die 
obige Gleichung definirt. Hierauf komme ich später zurück, wo es 
sich überhaupt um Mittel zur Messung der absoluten Temperatur 
handelt. Einstweilen haben wir die Gleichung auf beliebige Processe 
auszudehnen. 

Wir lassen einen Körper irgend einen Process durchmachen, bei 
welchem er mit Wärmereservoiren R,, Ra, . . , Ru in Berührung kommt, 
deren jedes ihm im Moment der Berührung gleichtemperirt ist und 
gleichtemperirt bleibt. Die Temperaturen der Reservoire (also die des 
Körpers im Moment der Berührung) seien 


HH >, >>... >, 


die von den Reservoiren abgegebenen Wärmemengen (negativ, wenn 
die Reservoire die Wärmemengen erhalten): 


Qı: O3: Os: ...„ On- 
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Nun führen wir einen zweiten Körper ein, der in umkehrbaren Pro- 
cessen immer zwischen je zweien der Reservoire gemäss folgendem Schema 


Rı ) Fe) (2) 
9’ \/ "Ku 


und so arbeitet, dass die Reservoire By, Ry, .. .. Ru dabei so viel 
Wärme erhalten, als sie im Process des ersten Körpers verloren haben, 
so dass also diese Reservoire weder Gewinn noch Verlust an Wärme 
haben, und indem zugleich die Arbeitsleistung des ersten Körpers 
durch Arbeitsverbrauch des zweiten aufgehoben wird. Es ist dann 
zunächst 


ur. G9=u+ m 


B+f=o 9=ut+tW 


I 


Fer Fa = im aı tn 

und ausserdem muss 

. a+n=atrn 
sein. 

Nun haben wir durch Addition des Gleichungssystems links 

4, u +8, 9+9, ., „et, m _ 
® + % + ®, + er re . 
also wegen des Gleichungssystems rechts 


+8 Pr 
I u a ee or 


und nach Addition und Subtraction von g +2& 
2 


Q: % “_a-a ı mM— Mm 
En Het 2 


» ” LE "us 
d. b. wegen d, — 9ı — — (nn — 4m) 
un 
x 1 1 
“_—y (6 _ .) 
> „u-n(5-5 
HIER geleistet, die Würmereservoire Ry, Ay, - - „ Ryı, sind 


„ der ganze Erfolg besteht also nur darin, dass 
Wärme Q, — 4, demjenigen R, die On — 44 
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entnommen ist. Wäre nun Q, — gı negativ, so würde das bei unseren 
Festsetzungen bedeuten, dass die beiden Körper an das Reservoir R, 
Wärme abgegeben haben, alsdann müsste das kältere Reservoir R,„ 
Wärme verloren haben, und zwar so viel, als das wärmere gewonnen 
hat. Dieses ist aber nach dem Clausius’schen Satze, dass Wärme von 
einem kälteren zu einem wärmeren Körper in einem Processe wie der 
obige nicht übergeht, unmöglich, also muss Q, — q, positiv sein, der 
zweite Factor aber ist negativ, weil 9, > 9, sein sollte, somit haben wir 


Q 
I5=0. 


Die Wärmemengen sind hier positiv gerechnet, wenn Körper sie auf- 
nehmen, Wärmequellen also sie abgeben. Auf unendlich kleine 
Processe übertragen, giebt die obige Beziehung 


(#2: 


aber den Carnot-Clausius’schen Satz für Gleichgewicht, welches 
ja hier eingetreten ist, da durch den Vorgang nichts erfolgt ist. 


12. Die Hauptsätze nach der kinetischen Wärmelehre. 


Der kinetischen Wärmelehre zufolge ist die Wärme die kinetische 
Energie der Molekularbewegung. Die Grundsätze der Mechanik fänden 
hiernach ohne weiteres Anwendung auf die Wärmelehre. Der erste 
dieser Grundsätze ist wieder das Princip der Erhaltung der Gesammt- 
energie. Ist ® die kinetische Energie der Molekularbewegung !), 
® die Energie der innerhalb des Systems wirkenden Kräfte, so haben 
wir, so lange keine Einwirkungen von aussen stattfinden: 

OO +D9 = Const =C. 
Findet eine solche Einwirkung statt, etwa durch ein zweites System, 
dessen entsprechende ursprüngliche Energieen ®’ und ®’ sind, so gilt die 
obige Gleichung nicht mehr, wohl aber ist, wenn jetzt die verschiedenen 
Energieantheile für einen anderen Moment des Vorganges durch ®,, ®,, 
9,', ®,', bezeichnet werden: 
a+0+@ +9 =C+0. 
9, +9, +9'+9'=0+C. 

Nun sei die Zunahme der Bewegungsenergie des ersten Systems während 
des Vorganges Ö © und die der Kraftenergie ö®, ferner die Zunahme 
der Energie des zweiten Systems — 6 A’E’, so haben wir 


O+DB+IO+IG+O' LM _-SAE—=CH+E", 
I!) Ich spreche hier von der Wärme als der Energie der Molekular- 


bewegung, es bleibt aber alles ungeändert, wenn man auch die Atom bewe- 
gung zuzieht. 
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also wird 

ö4E—=88+590, 
das ist aber, wenn auch in anderen Symbolen, genau derselbe Satz wie 
der unter Ic) angegebene. 

Den zweiten Grundsatz der kinetischen Wärmelehre aus der An- 
nahme über die Natur der Bewegung, deren Energie die Wärme propor- 
tional sein soll, streng abzuleiten, scheint sehr schwer. Der zuerst 
aus der Mechanik gegebene und einfachste Beweis für diesen zweiten 
Grundsatz rührt von Szily!) her. Er geht von dem Hamilton’schen 
Princip aus. Die Unsicherheiten, die ihm anhaften, hat Clausius 
discutirt, er leidet meines Erachtens noch an einer anderen Unsicher- 
heit. Bei der Ausführung der Variationen wird nämlich die Umlaufs- 
zeit der Molekel nicht berücksichtigt, und dieses scheint mir ganz un- 
zulässig. Clausius?) hat einen davon abweichenden Beweis gegeben, 
er leitet erst den Satz ab: 

„Die Arbeit, welche die Wärme bei einer Anordnungs- 
änderung eines Körpers thun kann, ist der absoluten Tempe- 
ratur proportional.“ 

Bezeichnet nämlich i die Umlaufsdauer einer Molekel, so beweist 
er, dass die in Frage kommende Arbeit ö2 gleich gesetzt werden kann 
Ile) 52 = TLE clognat (Ti), 
woselbst 7’ die mittlere lebendige Kraft ist und später der absoluten 
Temperatur proportional gesetzt wird, c eine Constante bedeutet und 
die Summe sich über alle Molekel erstreckt. Der Satz wäre an sich 
von der höchsten Bedeutung, wenn man nur nachweisen könnte, dass 
der von Clausius als Disgregation bezeichneten Grösse 
Z ce lognat (Ti2) nothwendig eine besondere physikalische Bedeutung 
zukommt. So lange das nicht der Fall ist, hat er offenbar mehr zu- 
fällige Bedeutung, denn schreibt man ihn in der Form 


(Ti) 
ea 


IIIb) t=z B 
s0 ist die Proportionalität mit der Temperatur verschwunden, es tritt 
an deren Stelle die Proportionalität mit dem Reciproken des Quadrats 
der Umlaufszeit, einer Grösse, die ohnehin nicht leicht zu definiren ist, 
da von wirklichen geschlossenen Bahnen nur in den seltensten Fällen 
wird gesprochen werden können. Nur bei rein periodischen Bewe- 
gungen ist 1/i% proportional der mittleren lebendigen Kraft und ge- 
winnt obiger Satz wieder seine Bedeutung, wenngleich dabei als neues 
Moment das Quadrat der Amplitude der Schwingungen eingreift. In- 
dessen sind das mehr Schwierigkeiten des Verständnisses, der Inter- 


?) Pogg. Ann. 145, 205 f. 
®) Tbid. 141, U 


Aa. 
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fassendere Bedeutung verleihen, als die Mechanik für sich fordern 
würde. Es giebt auch eine Menge von Beispielen zur Erläuterung 
desselben, sie laufen alle darauf hinaus, dass, sobald in der Natur ein 
Zustand geändert wird, sofort Erscheinungen auftreten, welche der 
Aenderung widerstreben und sie möglichst rückgängig machen. Wird 
einem Körper Wärme zugeführt, so ändert sich sein Zustand zum Bei- 
spiel darin, dass er sich ausdehnt; aber sobald er sich ausdehnt, kühlt 
er sich ab, dadurch entsteht eine Tendenz zur Zusammenziehung, und 
er dehnt sich jedenfalls nicht so aus, als wenn die Abkühlung nicht 
einträte. Gleiches gilt, wenn der Zustand eines Körpers dadurch ge- 
ändert wird, dass man ihn comprimirt. Dabei erwärmt er sioh und 
die Erwärmung strebt, ihn wieder auszudehnen, und der Körper wird 
bei gegebener Kraftanwendung nicht so weit comprimirt, als es ohne 
diese Erwärmung der Fall sein würde. Nähert man zwei elektrische 
Ströme einander, so treten nach dem Lenz’schen Gesetz in ihnen 
Inductionsströme auf, welche sie wieder zu entfernen streben; das Um- 
gekehrte findet statt, wenn man die Ströme von einander entfernt, 
Solche Beispiele kann man in sehr grosser Zahl und fast aus jedem 
Gebiete der Physik anführen. Es giebt aber auch Fälle, in denen 
dieses Princip anscheinend keine Anwendung erfährt; so wenn nur 
Anziehungen oder nur Abstossungen bestehen, dann findet unaufbalt- 
sam sich beschleunigende oder verzögernde Bewegung statt, also 
wachsende Zustandsänderung. Hier handelt es sich, wie leicht zu er- 
kennen, um Zustände, die labil sind, also nicht natürlich. Für natür- 
liche, stabile Zustände wird man schon von vornherein geneigt sein, 
möglichste Erhaltung anzunehmen. Dabei kann der Zustand eines 
Körpers durchaus starken Veränderungen unterliegen, die möglichste 
Erhaltung bezieht sich, wie die vollständige Erhaltung der Energie, 
auf das ganze System, innerhalb dessen die Veränderungen vor sich 
gehen, und sie bezieht sich auf jeden Moment des Vorganges. Das 
System macht gar keine anderen Veränderungen durch als solche, wo- 
durch sein Zustand in jedem Moment nur eben so viel geändert wird, 
als unumgänglich. Ich glaube, dass dieses Princip der mög- 
lichsten Erhaltung des natürlichen Zustandes fast ebenso 
allgemein gilt und fast ebenso fruchtbar ist, wie das der 
genauen Erhaltung der Energie. Also auch abgesehen von der 
besonderen Ansicht über die Natur der Wärme wird man geneigt sein, 
wo es sich um stabile Zustände handelt, dies Princip auf die Wärme- 
erscheinungen auszudehnen, ä fortiori also, wenn man die Wärme 
aus Bewegungsvorgängen erklärt. 

Nun besteht dieses Princip der kleinsten Wirkung in der Mechanik 
darin, „dass für jede zwischen zwei Zuständen ausgeführte natürliche Be- 
wegung die lebendige Kraft während des ganzen Ueberganges einen Grenz- 
werth darstellt, also beispielsweise (für stabile Bewegungen) stets kleiner 
ist als für jeden anderen Uebergang von dem einen Zustande zu dem 
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und da dt durch dr zu ersetzen ist, wird 


ı fat 1 1 
+5 Zue=+z;[d=z 
% % 
sein. 
Hiernach hätten wir: 
VJ) Y= = 28 (log Ti). 


Diese Gleichung stimmt mit der von Szily (und Clausius) ge 
gebenen der Form nach überein, die Ableitung ist aber, so viel ich 
sehen kann, hier völlig einwandfrei. Entsteht die Aenderung der 
Energie des Systems durch Zuführung von Wärme im Betrage JdQ 
(in mechanischen Aequivalenten gemessen), und setzt man 7' propor- 
tional der absoluten Tonperatur 9, etwa 8= C'T, so bi 


m = Laie Til = rel; =. 


eine Gleichung, die, aan die darin enthaltenen Grössen einen für den 
Zustand des Körpers bestimmten Sinn haben, eben den Ausdruck des 
zweiten Hauptsatzes der Wärmelehre darstellt, denn man hat nur 
VII) dS = Jyaflog (Ti) 

zu setzen. Indessen muss ausser dem, dass, wie schon hervorgehoben, 
von allen Grössen ein bestimmter Sinn verlangt wird, Y eine Constante 
sein, sonst ist yd[log(Ti)] doch kein vollständiges Differential, worin 
eben der Kernpunkt der ganzen Rechnung überhaupt liegt. 

Was zunächst i anbetrifit, das Zeitintervall, so muss dieses so 
gewählt sein, dass die mittlere lebendige Kraft der Bewegung einen 
für den Zustand des Körpers entscheidenden constanten Werth hat; 
bei periodischen geschlossenen Bewegungen wird i die Umlaufszeit be- 
deuten können. Ist es aber überhaupt zulässig, die mittlere lebendige 
Kraft durch die Temperatur zu messen, so hat die Erfahrung jedenfalls 
gelehrt, dass i bei jedem Körper der obigen Forderung entsprechend 
gewählt werden kann, während die Gleichung, rein mathematisch be- 
trachtet, von der Grösse von i unabhängig ist. Die Grösse 7 ist gleich 
1/C’w. Nun ist a jedenfalls von 7 unabhängig, da A es ist, Y wird 
also ebenfalls von T unabhängig sein, wenn C’ es ist. Nur bei den 
sogenannten idealen Gasen ist cs gelungen, sehr wahrscheinlich zu 
machen, dass es sich thatsüchlich so verhält, für diese ist sogar sehr 
wahrscheinlich 7 überhaupt constant. Ist dieses der Fall, so wäre die 
Definitionsgleichung der Entropie: 

VILIb) 48 = Aflog (Ti)r] = aflog (8 ir). 


a 


ieh auf diese Einzelheiten zunächst noch nicht ein. 
aus .den Principien der Mechanik einen 
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(2) = alu) + wWbm, (öy) = Plöo) + vÖöß, 
und ($2)' = y(döuw) + w'öy, 


2’ (öx) + yıöy)' + 2 (de) — aru (du) + Br löv) + Ye (de) 
+ (28a + v/2öß? + w?öy),. 


Nun sei: 
2 2zt 
u= Asin E, 0 = Bin w— Csin —-, 


so haben wir: 


vlg amt — 2%; 0: =, ı_ 2% 0 21 
und beispielsweise: 
= "Fo 8A Asin ] n 3 ( — 7 A000 it? 
„zrt alt) 
+ FA 


Man überzeugt sich aber leicht, dass die drei ersten Glieder auch 
gleich Ö(w’) sind, daher wird 


(du) = Ölu) + w c 2 
Ey —=dw) + nv eo 
(dic) = Ö(ıc') + we’ “on, 


und wir erhalten: 
(da) + ylöy)' + 2 ld = zlarölW) + BFIWN + Rd lw' N) 
+ 4(wW28a2 — v2öß? + w20y9 
+ (a2? + B?V2 + y?u’?) (Öl). 
Die beiden ersten Zeilen rechts geben in der Summation 6 T, also wird 
ö6E—=20T + Ziatu? + B?v'?2 + PR?) — .. 


Setzt man aber f = gi, so ist für die Differentiation Y, für die Varia- 
tion ? veränderlich, was eines Nachweises nicht erst bedarf. Wir haben 
hiernach: 


dt=gydiı— di —= tölogi und 0) = Ölog i, 


also: 
öE—=28T :- Zimt? 4 Brei? + yw?)ölogi. 
Für Durchschnittsverhältnisse wird hieraus 


dE—= TAly(T?i2), 
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Die Zustandsgleichung der Körper, insbesondere 
der Gase und Flüssigkeiten. 


13. Existenz einer Zustandsgleichung. 


Unter dem Zustand eines Körpers versteht man, wie bereits be- 
merkt, die Gesammtheit aller physikalischen und chemischen Eigen- 
schaften, die der Körper im betrachteten Moment aufweist. Die Er- 
fahrung hat dargethan, dass man keine dieser Eigenschaften zu ändern 
vermag, ohne dass die anderen gleichfalls sich ändern, und dass es 
stets besunderer äusserer Eingriffe bedurf, wenn man diese anderen 
Eigenschaften unverändert erhalten will. Benutzen wir das Wort 
„natürlich“ in dem schon geläufigen Sinne, so können wir sagen: auf 
natürlichem Wege ändern sich alle Eigenschaften eines Körpers, wenn 
eine oder mehrere dieser Figenschaften variirt werden. Mathematisch 
bedeutet dieses, dass zwischen den verschiedenen Eigenschaften eines 
Körpers Beziehungen, Gleichungen vorhanden sind. Das sind die Zu- 
standsgleichungen des Körpers. Die allgemeinste Zustandsgleichung 
wäre die Beziehung, welche alle Eigenschaften des Körpers umfasst. 
Ob es eine sulche allgemeinste Gleichung giebt, kann wohl vermuthet 
werden, lässt sich aber im gegenwärtigen Stande der Wissenschaft 
nicht mit Bestimmtheit sagen. Sicher ist jedoch, dass nicht alle Eigen- 
schaften eines Körpers unter allen Umständen in gleichem Maasse 
von einander abhängig sind. Manche hängen mit einander besonders 
eng zusamınen, andere wieder sind so wenig an einander gebunden, 
dass die eine nur ganz unmerklich von Aenderungen der anderen be- 
einflusst wird. Man hat sich in Folge dessen daran gewöhnt, immer 
nur zwischen den stürker abhängigen Eigenschaften Beziehungen auf- 
zusuchen, ja oft sogar nur zwischen den Eigenschaften, welche gerade 
den Gegenstand der Betrachtung bilden. Es ist klar, dass solche 
Beziehungen den Thatsachen nur angenähert entsprechen können. 
Numentlich betrifft dieses die analytische Form der Beziehungen, 
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® die absolute Temperatur, so wäre hiernach eine Gleichung von der 
Form , 
9(p,v,#) = 0 
eine thermodynamische Zustandsgleichung. Indessen ist dabei noch 
zu bemerken, dass die Form dieser Gleichung verschieden sein kann. 
je nachdem der Zustand ein natürlicher oder erzwungener ist. Unter 
Zustandsgleichung überhaupt verstehen wir die Beziehung zwischen 
Druck, Temperatur und Volumen im natürlichen Zustande des Körpers. 
Diese natürliche Zustandsgleichung besteht immer, auch in 
den erzwungenen Zuständen, während Zustandsgleichungen für 
erzwungene Zustände nur auf die Vorgänge Anwendung finden, die 
der Zwang bedingt. Ich gehe erst auf die theoretische Ableitung 
der natürlichen Zustandsgleichung, insbesondere für Gase (und Flüssig- 
keiten) ein. 

Ausgangspunkt für diese theoretische Ableitung der Zustands- 
gleichung der Körper bildet die Hypothese der Wärme als bestimmt 
durch die mittlere kinetische Energie der Bewegung der kleinsten 
Theilchen der Körper. Man kann auch hierbei zwei Wege einschlagen: 
erstens indem man über diese Bewegung der Molekel nur allgemeine 
Annahmen macht, wie beispielsweise, dass selbst in kleinen Theilen 
der Körper alle möglichen Richtungen der Bewegung und alle mög- 
lichen Geschwindigkeiten vertreten sein sollen, oder dass jede Molekel 
Richtung und (Geschwindigkeit der Bewegung selbst in kurzen Zeit- 
abschnitten sehr oft wechseln soll; zweitens, indem man über die 
Art der Bewegung selbst genaue Hypothesen aufstellt, etwa dass die 
Bahnen geradlinig oder kreisfürmig sein sollen, dass die Bewegung 
eine fortschreitende, schwingende u. s. f. sein soll. Das erstere Ver- 
fuhren muss als das allgeineinere umfassendere Gleichungen geben als 
das zweite, ist aber ınit erheblich grösseren Schwierigkeiten verbunden. 
Ich schlage ers zuerst ein. | 


14. Sutz vom mittleron Virial und der mittleren lebendigen 
Kraft. 


Da die kinematische Theorie der Wärme die Temperatur als pro- 
portional der mittleren lebendigen Kraft der Molekularbewegung be- 
trachtel, muns bei der Ableitung der Zustandsgleichung von einer 
Formel der Mechanik ansrepangen werden, welche diese lebendige 
Kraft enthalt, dan int. die Gleichung für die lebendige Kraft überhaupt. 
Diener zufolge haben wir, wenn die lebendige Kraft mit T bezeichnet 
wird, und m, x, 9, #2 Masse und Goordinaten irgend eines sich be- 
wezenden kleinsten | heilehenz bedeuten: 


„ 


y Ix.» ar Iy\®, jdE\? 
/ Dell) ir) (7)] 
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Multiplicirt man mit dem Zeitelement dt und bildet den Mittelwerth 
für irgend ein Zeitintervall i, so wird 
BE SEC EIESICDEIESICOER! 
2i di 
0 0 0 
Aber es ist durch partielle Integration 


also wird, da 
d2 x di y d? g 
na X, Mm——— — _l_ 


ist, woselbst X, Y, Z die Componenten aller das betreffende Theilchen 
angreifenden Kräfte bedeuten, und weil ferner 


„ar _ Le day _1Ldy? de _1dz 
dit 390 "u 3a a 30 
1st, 
dar + y2+ ) 
1 1 + y?+2 
(ra =, 3m (tt EN ıyıla z+ Yy+Ze)dt. 
0 0 


Indem wir nunmehr den mittleren Werth einer Grösse durch Ueber- 
streichen ihres me ennneiehnen, wird 


va) T=— >) er  (e +2 +22) -;ı — (a +y? + A)ı=0) 


35 (x: + Yy+ Ze): 
Soweit gilt die Gleichung noch allgemein für jede beliebige Bewegung. 
Charakterisiren wir nun die Bewegung, deren kinetische Energie die 
Wärme darstellen soll, dadurch, dass innerhalb eines Körpers unter 
den Molekeln alle möglichen Verhältnisse vertreten sein sollen, und 
beachten, dass x? + y? + 2? nothwendig positiv ist, so wird von vorn- 
herein Ym(x? + y? + z?2) unveränderlich sein; ferner aber wird man 
zu jedem Werthe von x? + y? + 2? einer Molekel zur Zeit t=i 
eine andere Molekel angeben können, welche denselben Werth zur 
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Zeit t—= 0 hat, an sich also wird schon Um(z? + y? + Mi 
— Nm(a2 + y2 4 29)ı=o gleich Null zu setzen sein, und da ausser- 
dem jede der Grössen Ym(z? + y? + z?) mit der Zeit t sich nicht 
ändert, so haben wir a fortiori 


>> (mi @+nr +NM—m rn @e+n+ Aı=.) =0 
Somit wird 
von) T=-; 3 (min HZ). 


Dieser sehr merkwürdige Satz rührt von Clausius her, er weist darauf 
bin, dass man für jedes System, dessen kleinste Theilchen 
sich derartig bewegen, dass weder die Geschwindigkeiten 
noch die Entfernungen von irgend welchen festen Aus- 
gangspunkten stets in demselben Sinne sich verändern — 
eine solche Bewegung nennt Clausius eine stationäre —, die 
lebendige Kraft aus den wirkenden Kräften und den Co- 
ordinaten der Molekel berechnen kann. Eigentlich sind die 
obigen Einschränkungen für die Bewegung schon zu weitgehend, sie 
würden unter Umständen die Wahl eines sehr grossen i verlangen, also 
die Mittelbildung über lange Zeiträume voraussetzen. In der That ist 
aber nichts weiter verlangt, als dass unter den Molekeln sich immer 
Paare angeben lassen, die bei gleichem Zustande des Körpers zu 
verschiedenen Zeiten gleiche Geschwindigkeiten für die Quadrate der 
Abstände von festen Punkten haben. Dies allein genügt schon, und 
man wird es, wenn die Körper nur einigermaassen ausgedehnt sind — 
sie können dabei noch recht klein sein — bei der ungeheueren Zahl 
von Molekeln, welche sie dann haben, selbst für kleinste Zeiträume 
ohne weiteres zugeben. Oder man wird — was ebenfalls allein ge- 
nügt — annehmen, dass durchschnittlich in einem nur einigermaassen 
ausgedehnten Körper die Geschwindigkeit für die Quadrate des Ab- 
standes der Molekel von einem festen Punkt immer gleich gross ist. 
di hauzakauen man machen will, ist für den Erfolg gleich. 

. e 7 wir den Molekeln gewöhnlich zuschreiben, 

ten Zeitintervallen, extreme Kleinheit der 
verstärken eich, wie schon bemerkt, so 
inz hinreichen sollte, die andere den 
die Vernachlässigung der in der 
Kraft fortgelassenen Glieder 
m Bewegungen noch sehr ver- 
für alle möglichen Körper 
‚sein, ihn für die all- 
darin erblicke 
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Uebrigens weicht der hier gegebene Beweis von dem von Clausius 
gewählten etwas ab, man erhält den Satz nicht so zufällig wie bei 
Clausius. Das hat aus folgendem Grunde Werth. Offenbar drängt 
sich, wenn dem Satze eine so eminente Bedeutung, wie die, dass er 
die Zustandsgleichung angiebt, zugeschrieben wird, die Frage auf: 
warum ist es dieser gerade? kann man nicht durch andere Operationen 
andere, vielleicht noch wichtigere, weil genauere, Sätze erhalten, 
die eber den Anspruch auf die so hohe Stellung erheben dürfen ? 
Leitet man den Satz so ab, wie es sonst geschieht, indem man die 
Galilei’schen Bewegungsgleichungen mit den Coordinaten multiplicirt, 
dann addirt und Mittelwerthe bildet, so sind jene Fragen unzweifel- 
haft am Platze, die Multiplication mit den Coordinaten ist rein zufällig, 
vielleicht wäre eine Multiplication mit anderen Grössen noch vortheil- 
hafter. Hier ist von der Definitionsgleichung für die lebendige Kraft, 
als der einzig authentischen, selbst ausgegangen und sind keine zu- 
fällig einfallende Operationen vorgenommen; die Mittelwerthe müssen 
gebildet werden, weil die Zustandsgleichung nur solche Mittelwerthe 
enthält. Nur die partielle Integration hätte auch anders bewirkt 
werden können, als geschehen ist. Man hätte auch schreiben können: 


dxd?x 
[@ z) u = (5 REAL E I TiRer 
0 


Dann hätte man 


DOOR) EEE) 


i 
dx dx dydıy de de 
"| a ae 7 man man) 


i 
also zufolge des Satzes der lebendigen Kraft 


{1 dt—=T—(T—T), 


I=: di 


> 


0 
also eine identische Gleichung, oder eine Gleichung von der Form 


—__ dx dy dg\ 
T=1T-Yt(x% tr r+z) 


Auch diese zweite Form kann nichts geben, denn haben beispielsweise 
die Kräfte ein Potential U, so wäre 

| AU — 

‚2f: gUt=T—- WU), 


0 


"| 
N 
| 
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or a betrifft. Man wird geneigt 
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hen neue Schwierigkeiten. 


werden bei den folgenden 
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weg 
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‚Nach den Lagrange’schen Gleichungen ist aber, falls die Aenderung 
des Parameters q durch eine Kraft Q bewirkt wird: 


uret Frü 
T ls quadratische Function der 9’ aufgefasst, somit wird 
_ ı wen 
7-5, 2002-5 2(0+%)« 
Wir müssen nun wieder annehmen, dass innerhalb der Y zu jedem 


Werthe von pq fürt = i sich ein gleicher Werth für € = 0 angeben 
lässt. Alsdann ist 


Nun haben wir 


Die Summation erstreckt sich auf alle q innerhalb des Körpers, 
T aber ist die momentane lebendige Kraft des ganzen Körpers, so- 
mit wird 


Darf man nun diese momentane lebendige Kraft der mittleren gleich 
setzen, s0 wird 


o&4aT _ oTa 
og 028g’ 
also, da alsdann 7 von q nicht abhängt 
esT_r 
Cr 
ünd es bleibt 
N) T=—zX2ı9 


er. Indessen ist für diesen allgemeinen Fall der Beweis viel 
sichtiger, wenngleich man geneigt sein wird, die gemachten 
nen für die Wärmebewegung der Körper als sehr wahrscheinlich 


an ich den einfachen Fall betrachten, dass die Molekel 
iweiben, deren Coordinaten sich durch periodische Func- 
‚lassen. Sei also wie früher 


E y=ßrt+n z=yuH+E 
“oh handelte, war 
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a 
net+tr+ma 
sie ist in diesem Falle, da £, 7, & von t nicht abhängen, 
A au + Bw + 720 + 2060 + 2ßnv + 2y6w), 
also, indem man 
w= Asin =, v= Bsin au, vo= Csin a 
setzt, unter Fortlassung aler constanten Glieder 
Ka an rau Fair pain PER 4 yacasim ) 
+ 0A&sin E. Bhmenzzt + voten 2 :). 
Dieses giebt für { = i sowohl als für {= 0 für den Klammernausdruck 
?F Ab 4 BBn+yCH. 
In diesem Falle ist also ohne jede Hypothese 


Het r#+n],=o 


und der Satz vom mittleren Virial gilt uneingeschränkt. Das Nämliche 
findet statt in unzählig vielen anderen Fällen, die man sich beliebig 
construiren kann. 

Im Ganzen wird man hiernach wohl sagen dürfen, dass man durch 
Anwendung des Satzes vom mittleren Virial durchaus nicht zu be- 
fürchten hat, zu allzu speciellen Gleichungen zu gelangen. Im Gegen- 
theil, man wird noch weitere Hypothesen einführen dürfen, um nicht 
allzu umf: nde Besiehun; zu erhalten, deren Anwendbarkeit 


ichungen. 


's vom mittleren Virial 
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Es handelt sich um recht verwickelte Rechnungen; um deren Ver- 
ständniss nicht zu erschweren, lasse ich sie im Zusammenhange folgen 
und füge die Discussion an den Schluss der Betrachtung. 

Ist eine Reihe von Körpertheilchen in stationärer Bewegung 
begriffen, in dem früher definirten Sinne, und bezeichnet 7 die kinetische 
Energie dieser Bewegung, während X;, Y;, Z; die Componenten der 
inneren, X,, Y., Z, die der äusseren auf die Theilchen wirkenden 
Kräfte, x, y, 2 die Coordinaten eines Theilchens angeben, so ist also 
nach dem Satze vom mittleren Virial: 


vu) T=— Isar IwrZn 22er It Ze) 


Die Grössen auf der rechten Seite sind das äussere, bezw. innere 
mittlere Viriel. Clausius!) hat darauf hingewiesen, dass dieser Satz 
auch für beliebige Componenten der Bewegung, sowie für jede be- 
liebige Zahl der Theilchen angewendet werden kann, falls eben die 
Bewegung nach jeder Richtung und für jedes Theilchen stationär ist. 
Der Satz, der im früher angegebenen Sinne als Näherungsformel auf- 
zufassen ist, wird um so richtigere Ergebnisse liefern, je mehr Glieder 
man aufnimmt, wodurch die Bewegung sich in sich ausgleichen kann. 
Die grösste Genauigkeit kommt ihm also zu, wenn man ihn auf alle 
im System vorhandenen sich einzeln bewegenden Theile, also auf die 
Atome erstreckt und die gesammte Bewegung in Rechnung stellt. 
Dieses ist leider noch nicht möglich. Im Folgenden beziehen sich die 
Ergebnisse auf die Molekel. 

Selbstverständlich werden wir aber Molekel auch in Atome zu 
serlegen haben ?). 

Das äussere mittlere Virial lassen wir zunächst ausser Betracht. 
Das mittlere innere Virial bezeichnen wir mit V;. 

Die Berechnung dieses mittleren inneren Virials hängt von den 
Annahmen ab, die man in Bezug auf die innere Beschaffenheit der 
Körper macht. Da hierüber nur Vermuthungen aufgestellt werden 
können, ist es gut, die Rechnung mit verschiedenen Annahmen aus- 
suführen, um mehrere Gleichungen zu gewinnen, aus denen die der 

"Erfahrung am besten entsprechende ausgewählt werden kann. 

17Die erste Annahme, die wir der Berechnung zu Grunde legen, 
sei die, duss diese Berechnung so ausgeführt werden darf, als ob der 
Körper, um den os sich handelt, aus continuirlich mit gleichmässiger 


——_ 
)Claı „ Pogg. Ann. 112, 130. 
In meiner citirten Abhandlung habe ich geglaubt, alles auf die Atome 
zu haben. Inzwischen musste ich einsehen, dass das nicht richtig ist, 
ch die Rechnungen sich nur auf die Molekel erstrecken; 
Atomen die Rede ist, dient alles doch nur dem Zweck, die 
sen für die Molekel zu ermitteln. Nur das Stossvirial der 
"von eine Ausnahme. Wollte man alles auf Atome be- 
a von deren absoluten Bewegungen ausgehen. 
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Irenta zerthailter Substanz besteht, Diese Dichte sei e; mit dv, dv 
rrmeinen wir Kanmelemente des Körpers, mit x, y. z; r. #W, € deren 
ten. mit. K die zwischen ihnen wirkende Kraft, von welcher 
er rurnanstzen, dasa nie allein von der Entfernung r der betreffenden 
han abhängt. Setzen wir: 


_ jrar = Fr), 


‚ar snnere Virial, weil in diesem Falle jeder beliebige 


en Ane mittlere int, 


GRITrE 
Bier en 


... a "2 ’. 
fr on Feten 
" 


rich Le Lo 
+ INCH + E77 + 
hen Satz ist, falle U, V zwei Functionen von 
alu Abkürzung für die Operation 

Au c2 ce 

er Fri 


dv'. 


From et 


‚Sau. zurummenhängenden Raum v, der von einer 
“nörsen wird, deren nach aussen gerichtete Normale 


vu 
BE 
... en nd " 
”, . ev 
u U AVY)do + fr Fra 
v.7005ze 0 sswerhaupt einen Sinn haben. ‚ Hiernach wird, 
, „ 1.5 w setzen und beachten, dass denn AV — 
ii _® GW 
«|\| ra u 12E as. 
' . 4 d 
” Ss 


Integrals wende ich wiederum 
Functionen, an. 
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fra =([flIfr) 


Wir denken uns innerhalb des Raumes v’, den der Körper ein- 
nimmt, an der Stelle x’, y’, 2’ ein Element dv’, bezeichnen die Ent- 
fernung dieses festen Elementes dv’ von dem durch den Raum v 
wandernden dv mit r und setzen Y = 1/r, dann ist 1 V überall im 
Raume v gleich Null, nur nicht an der Stelle, wo das Element dv’ 
liegt, dort hat diese Grösse den Werth — 4, und wenn U’ den Werth 
von U an derselben Stelle angiebt, bekommt man aus dem Green’- 
schen Satz: 


(Ifev- L oUOr oU Or oUOr 
dv — 


Zunächst ist 


In da! &y oy 04 Os de —4ng0 


ers: 


Die Function U wähle ich so, dass das Glied zur linken Hand in 
SJSJ F(r)dv übergeht; dazu muss sein: 


1 /oU Or OU Cr oU Qr 
Fett Fe ie)" 
dı 


= [er@at 


somit: 


Die obere Grenze Ö, ist von r unabhängig und so beschaffen, dass für 
sie das Integral verschwindet. Ersetzen wir das Symbol U durch P, 
bezeichnen also mit P(r) eine Function von r, die mit der Potential- 
function durch die Gleichung: 


Pn=- | Br(dde 
ı 
verbunden ist, so resultırt: 


(Iroav - —4aP + IE PX. 


Wirhaben nun, um ///_Ldv' zu bilden, mit dv’ zu multipliciren 
und wieder dreimal zu integriren. lHiernach wird 


SZ EEE) 


P' ist eine Constante, und um das besonders hervorzuheben, ersetzen 
_ wir es, wie es sein muss, durch P(0), wo also: 
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4 
?oQ=-[ErF&at 


is. Aiso geht das erste Glied über in 42. P(0)v, wo v den ganzen 
vom Körper eingenommenen Raum bedeutet. Im zweiten Gliede dürfen 
wir die Iutegrationenfolge umkehren; bezeichnen wir dieses zweite 
Glied mit ©, so ist also auch: 


jeden) 


und wir haben das Integral: 


ejjro& 
zu reduciren. 


r bedeutet hier die Entfernung eines im Raume v' heramwandernden 
Elementes dv’ von einem ganz festen Punkte P der Oberfläche S dieses 
Raumes, n ist eine feste Richtung. Solange nun das Element dv’ dem 
Element dS bei P nicht zu nahe kommt, ist 1/r? endlich, wenn es aber 
in die Nachbarschaft von P tritt, wächst 1/r? über alle Grenzen. Wir 
scheiden nun die Nachbarschaft von P dadurch von dem Raume v 
aus, dass wir um P mit einem sehr kleinen Radius d eine Kugelfläche 
legen; die Oberfläche zerschneidet dann diese Kugel in zwei Theile, 
von denen der eine ausserhalb, der andere innerhalb des Körpers liegt, 
nur dieser letztere gehört unserer Betrachtung an. Wenn die Ober- 
fläche S bei P keine Unstetigkeiten aufweist, wird dieser Theil als 
Halbkugel anzusehen sein, und unser Integral J zerfällt in zwei Glieder 
J, und J,, deren erstes sich auf den ganzen Raum v’ ausschliesslich 
der an P gelegten Halbkugel, deren zweites sich lediglich auf diese 
Halbkugel bezieht. Indem wir in diesem zweiten Gliede Kugelcoordi- 
naten einführen, so dass dv’ = 2xr2drsin®d® wird, und beachten, 
dass n in der Verlängerung der Axe der Halbkugel liegt, wird 
ws(r,n) = — c0s®, somit: } 

Pa 
% = 2m | as |sin®cos® Pfr) ar. 

008 


Setzen wir: , 
—[Podan = 06,8, 
r 
20 geht J, über in: 
A=-— 200,8). 
u Iutzyral J, sind alle Grössen stets endlich; wenden wir wieder den 


Gre«n’schen Satz an und machen V = 1/r, so ist AV überall 0, 
und « bieibt nach dem Green’schen Satz 


„ji -| 
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mit v’ ist hier der Raum v abzüglich der Halbkugel an P, mit S’ die 
Oberfläche dieses Raumes bezeichnet, also eine Fläche, die überall mit 
S zusammenfällt und nur bei P statt des P umgebenden Elementes 
von S eine Halbkugelfläche zur Ergänzung hat. Um zu J, zu ge 
langen, haben wir U so zu wählen, dass: 
oU Or OU Or oU Or 
Ox or oy ey y 02 07 


wird. Nach einer leichten Ueberlegung findet man: 


= Pin! 


wo die obere Grenze des Integrals so gross ist, dass für sie das 
Integral verschwindet. 
Setzen wir, ähnlich wie bei der Reduction von Jg: 


ds 
-|Po)dr=Q0) 


so wird: 


also: 
oO U Or 


de Dm.on ent 
n ist eine feste Richtung und hängt in keiner Weise von x’ ab, es 


dürfen daher die Differentiationen nach &’ und *% mit einander ver- 
tauscht werden, m folgt aber: 


or Or 
CE 


0UOr _ 0 or 
DET Zu 005 =) nn 2) 
oUoOr _ or 


ru 005 =) + Pe) 22 en 


le 2rrol 7) 


woraus durch Addition sich ergiebt: » 
oU Or OU Gr U or ör 
0x Ox' + oy' ey RE PO) en 


Damit findet man: 


_ P(o)er _ -0r Or Q(r) 
= ||[av r2 [ja onon nr’ 


r ist hier im Flächenintegral die Entfernung der Stelle P von irgend 
einem Punkte Q der Oberfläche 5. Für einen Punkt Q, der der Halb- 


kugel an P angehört, ist Or/On’ = + 1, somit der Betrag des Flächen- 
Weinstein, Thermodynamik. 4 
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00) 
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220) + (as waere, 
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Es wird biernach das innere Virial: 


k = e|42v 70) — 2500) +||a s|jas;; nn 22 
14) 1 , au’ är p P(r) 
| jaja 5] 


Die Doppelflächenintegrale sind auf die Oberfläche des Körpers zu be- 
ziehen. Gauss!) hat nachgewiesen, dass das erste Flächenintegral 
unter Zugrundelegung der bekannten Annahmen über die Molekular- 
kräfte, falls der Körper keine unendlich dünnen Lamellen bildet und 
keine Sprünge in seinem Iunern bat, verschwindend klein ist gegen 
die anderen Glieder. Von dem zweiten Flächenintegral das nämliche 
einzusehen, ist leicht. Lassen wir also beide Flächenintegrale fort, 
so wird): 

le) F = 370!0 Po) —2 207500). 


Die innere potentielle Energie ist bis auf einen Anfangswerth U!” 
nach Gauss: 


2a) U; 27 0:vP() — 5 20:50 (0), 


woselbst alle Grössen genau die nämliche Bedeutung haben wie die 
gleichbezeichneten in den vorstehenden Entwickelungen. Wir be- 
kommen hiernach: 


— 3 — 
3) V, = 3 (7, _— u”). 


Das innere Virial ist also in diesem Falle (bis auf einen Anfangswerth) 
gleich $ von der inneren potentiellen Energie, genau so, wie das von 
einem äusseren Druck herrührende äussere Virial nach Clausius 
gleich ist 3 von der diesem Druck entsprechenden Energie. Setzen 


wir noch: 


3') Ke = 2no0?P(o), He=re?RX(o), 
so wird 

— 3 - 1 
1f) =; (Kov — 5 HoS), 
2b) G- (Kov 5 HoS) + u. 


ı) Werke. Ausgabe von 1867, Bd. V, S. 31 bis 77. 

2) Zu demselben Werthe gelangt man, wenn man das innere Virial 
durch den Clausius’schen Ausdruck —1xr(9 F/)r) darstellt, wo dDF/dr 
die Kraft zweier um r abstehender Theilchen auf einander angiebt. Doch 
giebt es auch noch andere Näherungsformeln. 

4% 
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erfüllt sei, deren Dichte überall die nämliche ist und der der Molekel 
selbst, die wir mit Ö bezeichnen, gleichkommt!). Wenn die Molekel 
nicht innerhalb eines bestimmten Gebietes bleibt, sondern — wie das 
bei Flüssigkeiten wahrscheinlich der Fall ist — durch grössere Theile 
der Masse unregelmässig herumschweift, können wir doch von der 
gleichen Conception Gebrauch machen, indem wir an Stelle der Molekel 
andere in das Gebiet eintreten lassen. Berechnen wir nun das Virial 
aller anderen Molekeln auf eine Molekel in ihren sämmtlichen Lagen 
innerhalb ihres Bewegungsgebietes, so erhalten wir das mittlere Virial 
der Molekel durch Multiplication mit r/W, woselbst W den Inhalt des 
Bewegungsgebietes, 7 das Volumen der Molekel angiebt. Ersteres 
Virial aber können wir so bilden, als ob es sich um eine im Raume W 
continuirlich verbreitete Substanz handelte. Wir müssen aber zwei 
Fälle unterscheiden: 

a) Wenn die Bewegung der Molekeln dadurch begrenzt ist, dass 
diese an einander stossen, grenzt W überallan Molekeln, und wir können 
das Virial so bestimmen, als ob es sich um die Wirkung einer con- 
tinuirlich vertheilten Masse auf eine daran grenzende andere Masse 
handelte. v’ sei das Volumen ausschliesslich des Bewegungsgebietes 
W, 0’ die Dichte berechnet aus der aller anderen Molekeln, f das 
Potential. Wir haben zunächst für das gesuchte mittlere Virial 


4 8) m ze |\jar le: SI 4y +3 ad W. 


Hiernach wird, da die Räume v’ und W sich ausschliessen (keine Theile 
gemeinschaftlich haben), wie unter (1) 


L _3 N u n or or q(r) 
Ym = 7 50 m +} as |[as nd m 
Ss 


1 ds las ie or en. 
3 on cn r? 
8 Ss’ 
In dieser Formel sind s, S’ die Oberflächen der Räume W und v’; 


n, n die äusseren Normalen an ds und dS’ und p und y Functionen 
von der Art der P und Q, nämlich 


4b) | 


dr 
® 


| pe) = —| a2 f(e) de, 
4’) dyr j a 
n=-[» (Daß — + [aß |a21@) ao. 
r r 3 


!) Hier sieht man deutlich, dass die Berechnung sich auf die Molekel 
erstreckt, nicht auf die Atome, denn in Folge ihrer eigenen Bewegungen 
in der Molekel gehen diese durch jeden Punkt des betreffenden Raumes in 
gleicher Zeit viel öfter als die Molekeln, was oben gar nicht berücksichtigt ist. 
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Nun dürfen wir bei den Integrationen über die Fläche S’ diejenigen 
Theile, welche sich auf die äussere Oberfläche S des Körpers be- 
ziehen, fortlassen, weil für sie die Integrale gegen die anderen Grössen 
verschwindend klein sind!). Statt 5’ und d S’ können wir also setzen 
s und Js, indem wir zugleich unter ®’ lediglich die Normale an ds 
ver-tehen. Setzen wir, um den Werth des ersten Doppelflächenintegrals 
zu bestimmen, 

—— es, BAR = .cos®, 

en en 
so ıst ® der Winkel, den die Linie von ds’ nach ds mit der an ds 
nach aursen gezogenen Normale einschliesst, 9° der Winkel, den die 
von ds nach ds’ laufende Linie mit der Normale an ds’ bildet. Nehmen 
wir die (sestalt des Raumes W durchschnittlich kugelförmig an, be- 
zeichnen mit @ den Winkel, den zwei Radien im Kugelmittelpunkte 
einschliessen, und beachten, dass n und n’ entgegengesetzt gerichtet 
sind, so haben wir 


co» —— sin n cusH — — sin — r?2 = 4 a?sin? — 


woselbst 4 der Radıus von W’ıst. Hiernach wird 


IE alkazr nn | 1 Ian =—zux 


8 « 


woselbst 4, den Mittelwerth der Function y auf der Oberfläche 3 des 
Raumes W, genommen von irgend einem Punkte dieser Oberfläche, 
ausriebt. 

Das zweite Doppeltlächenintegral kann fortgelassen werden. Es 
ist nämlich unter gleichen Annahmen <u cn = „u CEcn tm 
CH Een + an CS OH! Ay Her I, sind die Coordinaten der Mitte von 
W; &. 7.5 die eines Öbertlächenpunktes bezogen auf diese Mitte. 
Ausserdem ist noch 


' ' in 
E: tieitt als 
3 "0 -—4Aoır I 8 

2 Wen Le !llexen 12...2 an 2nainier stossen. grenzt W nicht 
ano a- ik mr uns er Y lls zur alseitigen Berührung 
0 et on Dur a kt. jen ]erälrinl wi W ausgedehnt und 
mie 118002 .@lt2.2.122 2. Y’losız rn tv. innerhalb deren I 


Fe -.. 00 Verb ılınise am der Oberdäche 
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Hieraus folgt 
crer 1 (r u (a — a)2(a’ + r) 


— --,— ewsdı cusdı" — 
cn en 1 1 au r3 


r? = a? + a? --- 2ua’cosg, = (a -- a)? — 4aasin? — 


somit wird 


(jas 5; an m = — || dsq(r) — (ad — a)!(a’ + a) || ds 2 


8 8 
also, indem wir mit 9» bezw. %,„ die Mittelwerthe der Functionen 
q(r) bezw. y(r);r* auf der Kugelfläche s genommen von irgend einem 
Punkte der Kugelfläche s’ bezeichnen, 


crörga(er) __a f fm! N 
fe: inc n  "T [gen — (a — ala + a)*yer). 


3 

Somit haben wir 
Tr T ‚« 

6) Im —z dr ur — (a — a)tla' + aj2yır). 

Die Berechnungsweise gilt zunächst nur, wenn a’ von a ver- 
schieden ist. Dass man jedoch für den Fall «’ = a hieraus die Formel 
unter 4c) ableiten kann, ist leicht zu zeigen. Es ist der Definition 
zufolge 

__1 (f,,.ı0) 
5») vr — | as D 
Da ds = a?sinpdg@dP% gesetzt werden kann, wo ® von O bis m, $ 
von O0 bis 27% geht, haben wir wegen sinpdp = (r/aa’')dr 
a+u 
‚ _ q (r) 

5 b) Yss "— wa y3 dr. 


1 


Dieses ist zunächst eine neue Form für die Function y,,; das in 
dieser enthaltene Integral kommt bereits bei Gauss vor!). Setzen 
wir @ — a4 — &, so können wir schreiben 


Euer ht 


woselbst die /ı, /a - . - für die Integration constante Grössen darstellen. 
Das erste Glied in 5,» ist hiernach 


«+a 
ar Fa 1) _, 
2aa Jr (« — m)? (a + a)? 
"— a 


Werke 5, S. 50, Art. 15. 
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Dieses Glied enthält also im Nenner (a — a)?. In den folgenden 


Gliedern ist der Factor 
0 (a’ — a)? — r? 
mal 1 ___, 
sin 5 dad 


Sıe haben also die Form 


a+a 
_ (Le — W)? — r?]* dr 
2aa (4. aa’)* y3 
a —a 
und enthalten jedenfalls nicht mehr (« — a?) im Nenner. Hier- 


nach ist 
lim [(a’ — a)? (a’ + u)? Yysr] = limg(e) = q(o) 
a =a e—=0 
und die Gleichung 6b) geht in die Gleichung 4c) über. 
Bezeichnen wir nunmehr mit © das Volumen aller Molekeln, also 


Nr, mit v das Volumen des Körpers, so ist im Falle a) der Factor 
rt/W= ®/v, im Falle b) jedoch wird 


T _ © 

wurde 

Wir haben also für das mittlere Virial aller Molekeln auf einander: im 

Falle a) 

8 &) Vin — 3 
4 

im Falle b) 


3 u ' ' DIL p) u 
Lv Nina. (a — a)?(a + a)? yo — 4er 5) S,. 


up) 


10 Eu 
= de'z[alo) — 4] 8. 


8b) Vin 


Hierin sind & = Ns, S;—= Ns die Summen sämmtlicher Ober- 
flächen der Bewegungsgebiete, bezw. der freien Umgebungen der ein- 
zelnen Molekeln, N giebt die Anzahl aller Molekeln. 

Zweitens kommt in Betracht das Virial V;„, herrührend von den 
Zusammenstössen der Molekeln. Dieses ist von Null verschieden nur 
im Falle a), im Falle b) existirt es nicht. Es ist zuerst von H. A. 
“ Lorentz berechnet worden!). Ich habe jedoch noch Folgendes zu 
bemerken. Die Berechnung von Lorentz beruht auf der Annahme, 
dass die Molekeln beim Zusammenprallen gar keine Formveränderung 
erfahren, der Druck, der während des Stosses entsteht, wird also als 
constant angesehen, da der Stoss nur einen Moment dauern soll. Das 
wird wohl den thatsächlichen Verhältnissen nicht entsprechen, da der 
Druck von O0 bis zu einem grösseren Betrage mit der Deformation zu- 
nimmt und von diesem Betrage bis 0 wieder abnimmt. Die Annahme 
ist auch nicht nöthig, da man auch mit dem variabeln Druck rechnen 


!)H. A. Lorentz, Wied. Ann. 12, 8. 127 ff. 1881. 


gut Le m  ezwı zır er Dres iz Beuızır rz wwzer. weil 
Derte Le gLiL TLTTEr all. ZEW rt sten zei von Zosammen- 


Drug 2 kei bee Thm et, egrsen Mazsas au tteatgen Sera io Sem Ticeren 
Burınn ner ein en) !pazıe man A. Zi: em Zsımmen- 
Brom DIET EiT a0 0a Laien Krittz eristeker. Zsss Sale or Jjie 


Leine ıır TL_en Dis tülz Zeanten weise 32:2 s229n vor 


BL Jen 
wen Manuel WileslL wesen Erd — lese Jetrit ins 
urlee 2. Ar. nen von Maıwe.. —. 20 532 man Js Virial 


..0.- 7 
meet Runge. "= aucıL in Fale a Surtzwassen. Iteses Viria, kann 
u. Lee_e ZIELT LLT 2.: L/obiematisch bezeichnen: es karn vor- 
mL %r %7a.12.% aber nicht notbwendig da za sein. die Er- 
Muri na enwaizeien, Vieseicht hat sich die von Lorentz an- 
"= leze'g.ng sun Maxweil auf dieses Problematische des 
„te Le" "tLeeg alte Lezozen. Wir nehmen aber. um voliständig zu 
en en rer ee. or.cres Virial vorlanden sei, und berechnen es zwar 
2° Zen .z.zy der I,orentz’achen Entwickelungen, aber unter 
Ze .n0....2.22 Ges Umstandes, dass die Molekeln bei dem Zusammen- 
eu er. Seisetiren und der Druck, den sie auf einander ausüben, 
Terre. „et. Da Stors und (segenstoss einander gleich sind, mithin 
2.° 27 Zzeernzen der (oordinaten ın Frage kommen, haben wir für das 


“2.1 2.3. einer Molekel in einem Moment 
1 

4 AI Vin eo . 
fi yY 


f .* “er Druck der beiden Molekeln gegen einander im betrachteten 
M...en®. 7 der Abstand ihrer Mittelpunkte. Beide Grössen variiren 
w..:e2.4 der Stossdauer. Den Zusammenhang zwischen ihren Varia- 
ones hat H. Ilertz in einer seiner bewunderungswürdigen Arbeiten 
arzerrand). Wir betrachten den ersten Theil des Zusammenstosses 
‚a1. Jer Berührung bis zur stärksten Zusammendrückung und nennen 
z she Annsherung der beiden Mittelpunkte der Molekeln vom Beginn 
4je=a Zusammmensto-ses bis zum ins Auge gefassten Moment. Die 
M:.ekeln »ehen wir als vollkommen elastische Körper an, ihre De- 
frrmationen sollen durchschnittlich selbst gegen ihre eigenen Di- 
mensionen 4% nur gering sein. Wir haben zunächst = 2% —$. Nach 
H. Hertz ist. sodann p = kyS'®, wuselbst k, eine Constante bedeutet, 
die von den Klasticitätsverhältnissen und der Form der Oberfläche der 


Molekeln abhängt, somit wird 
n 1. f 
3 h, J | FT ı (2 G - &) I; 6%, 


Hiervon bilden wir den Werth während der Dauer des Stosses. Diese 


') H. Hertz, Journ. für reine und angew. Mathem. 93, 8. 156 ff. Zur 
Vergleichung diene (die Demerkunz. (lass die Grösse, die dort = heisst, hier 


mit | bezeichnet ist. 


Ar -: 


were ®ır lleiee en. 2. erLi.sL. ir 


s Es 
Ire = —ı E -- 4459, .) I 


Bri...n jet been zu bemersen. das:, falle, I” die re.ative Ge- 
unw.züizker in Bieltung des Zu-ammerstosses ist. wir auch noch 
sau 7 — - ET" m. wose.bat mi die Masse einer Moiekel angiebt; 


v.ı.. wird 


2 I = — „nmIT’ « - 0 a" ne) | 
2 


Nerzer wir die Molekeln als kugeliörmig und gleich gross an. so ist 


2 > 173 
k, — m ka, -—— 3 al 2’ 
!i_= a darch die Kirchhoff’schen Elasticitätsconstanten vermittelst 
zer Geichunzg u —= 2(1 -- ©) Kıl + 26) bestimmt ist. Für 
2.sser, Fail ıst also 
Tu 


-:#* Correctionsglied bängt hiernach ab von der Masse der Molekeln, 
.zv#r relativen Geschwindigkeit in der Richtung des Stosses, ihrer 
(rise und ihrer Elasticität.. Für starre Körper ist & == (0, für 
*.s-tische „annähernd '2’, des reciproken Werthes des Elasticitäts- 
zurduis”. 

[as zo berechnete };, ist das (rrsanımtvirial während der Dauer 
“«r Berührung der beiden Molekeln, also die Summe aller Viriale 
wiurend aller Momente dieser Berührung. Es ist von Interesse, auch 
aa“ mittlere Virial während der Berührungsdauer. kennen zu lernen. 
F.s ist nach einer der früheren Formeln zunächst gleich 

Tri 1 r D r 

lla) Fan = — +Kh 1 (zu, — 580 7)- 
Ersetzen wir hierin 7’ durch seinen Werth, so geht dieser Ausdruck 
über in 


1lb Yn=-— -° 1,3591la — — 
er ( x * 5) 


also zufolge des Betrages von $, und &, 


—, . rt": - Ys 
llc) Vin = — 04710 m u (« — 0,5897 1) )- 
(2) \ h, 
Is 


Endlich will ich noch bemerken, dass das Maximum des Virials ist 
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1) WER m 


kg [: 5 muU’N%] /5 mU’N% 
{CE} 


Sehen wir von dem Falle unendlicher Rigidität ab, in welchem 
überhaupt nur von einem Gesammtvirial gesprochen werden kann, so 
finden wir, dass das momentane Virial auch Null werden kann, wenn 
20==$ ist. Allgemein kann das nicht stattfinden, die Molekeln müssten 
sich dann platt zusammendrücken und beisammen bleiben. 

Das mittlere Virial aller zusammenstossenden Molekeln berechnen 
wir aus dem unter 10g) angegebenen Ausdruck für das Gesammtvirial 
einer Molekel während der Stossdauer, indem wir dabei zur Bildung 
des Mittels eine Zeitdauer gewählt denken, welche ein beliebiges Viel- 
fache der Stossdauer ist. 

Wie man derartige Mittelwerthe auf Grund kinetischer Be- 
trachtungen ermittelt, wird erst später erhellen, hier gebe ich nur 
das Resultat, welches in seinem ersten Theile mit dem von Lorentz 
ermittelten !) übereinstimmt. Es ist 


8tmu3 - mu\% 8nuR 
N?2u2 — zm K 


Va/ 30 
oder auch 
1) nee) ee] 
2 ist eine Zahl, ungefähr gleich 2. 

Wir haben die Berechnung so geführt, als ob die Molekeln selbst 
zusammenstossen. Wenn der Zusammenstoss nur in der Weise erfolgt, 
dass die Molekeln sich bis zu einem gewissen Abstande nähern, indem 
jede Molekel eine Wirkungssphäre hat, in die eine andere Molekel nicht 
einzudringen vermag, so bedeutet & den Radius dieser Wirkungssphäre, 
der späterhin mit 0 bezeichnet werden wird. 

Noch auf eines ist aufmerksam zu machen. Die Berechnung der 
Viriale F/ und P/; ist so geführt, als ob alle Molekeln rings von an- 
deren Molekeln gleicher Art umgeben sind. Für die Molekeln an 
der Oberfläche findet das nicht statt. Denken wir uns aber den 
Körper von einer Hülle gleicher Substanz eingeschlossen, so können 
wir alle früheren Formeln beibehalten, falls wir noch ein Virial in Ab- 
zug bringen, herrührend von der Wirkung dieser Hülle auf den Körper. 
Dieses Virial ist also als äusseres zu behandeln. Da nun der Erfolg 
der Hülle darin besteht, dass sie die Molekeln der Oberfläche in ihrer 
Substanz durchschnittlich bis zur Hälfte ihrer Bewegungsgebiete ein- 
dringen lässt, sie selbst aber für das Virial nicht in Frage kommt, so 
haben wir in den Ausdrücken unter 8a) und 8b) für V} von den 
Grössen S, bezw. S; die Grössen N, ru? bezw. N za? in Abzug zu 


!) Wiedemann’s Ann., Bd. 12, S. 127 ff. 


13 &) Y; = — - 5 2 N? (u2) "s 
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MW ln sc ie. Um sodann auch das Stossvirial V’; zu corrigiren, 
Te;ızıez wir. Zass. abgesehen von dem Correctionsgliede, dieses Virial 


Img se.bst N, die Anzahl der an der Oberfläche vorhandenen 


Fer zuzäzen Kratt der Molekularbewegung im Körper multi- 
‘2 Sem Verhältnisse des Volumens aller Molekeln zu dem 


Telozen ie zazzen Körpers ist. Wir haben also in Abzug zu bringen 


»raz \ :,: j2c”, woselbst N” die Anzahl der im Volumen t” ent- 
Ike: Miceien angiebt und rt” das Volumen einer den Körper 
Tzz::-e22er seiict von einer Dicke ist, welche dem Radius des 
Sawerııgsgeiieies einer Mulekel gleichkommt. X” v” können wir 
—= | r seızer. ferner ist d” — Na. somit N” = NSa/v und die 
| meriızsgr see wird (I max: w:)(Sa 12r?). Hiernach haben wir 


Er ar =- w do rl — JS, — Iı2 a?) 
ers. 

- —_— > T . ’ 3,7... 5) a r ' 
Tele er er z)E — Irre’) 
tr: 


na Fr af + (Pe re] ( - 5°). 
- ‚= 5, N? | 1 (ee) z® 1 19 


Nozıezr i:: zur die Berechnung der inneren Viriale der einzelnen 
Noir zen abrig. 


Ferkelıe Schwanz ı von der gleichmässigen Dichte ö zusammengesetzt 
»-_ Ir Zisser Falle ıst das innere Virial, vn, einer Molekel in ganz 
is zim zer Weise abzuieiten wie unter 1. das innere Virial eines 
zızze2 a=7= :orticür.ich vertheilter Substanz bestehenden Körpers. 
Wir Zi ex 2.22 zIgäck:t 


5 3 
Ir: —°5- (run — z0(0)0 
Se 4 
| 2% PR, cr 9 (r) 
s||0 Fe 
€ 3 i cvrev pr? 
| Fre Fa u er zen). 
— Ile Ile: 
| ; € y r? 
l'arız !eieui-n DC unit zwei Funcetionen, welche den früheren 
I' zıa fe ertere: al n en it 


Du m —ır 3 37-1 dl gıa)de 


Zustandsgleichung bei molekularer Constitution. 63 


worin @ die Potentialfunction für die Wirkung der Massenelemente 
einer Molekel auf einander angiebt, und 6,”, 6," so gewählt sind, dass 
für sie die Integrale verschwinden. r ist das Volumen, 6 die Ober- 
fläche der Molekel, v, v’ sind nach aussen gezogene Normalen an den 
Flächenelementen d6, d6’ von 6, u? ist = &? + n? + £2/2. Nehmen 
wir noch an, dass die Wirkungen in einer Molekel dem Principe der 
Gleichheit zwischen Action und Reaction gehorchen, so können wir 
unter &, n, & die Coordinaten eines Punktes der Oberfläche 6 ver- 
stehen, bezogen auf ein Coordinatensystem, dessen Ursprung im Schwer- 
punkte der Molekel enthalten ist. Die beiden Doppelflächenintegrale 
dürfen nicht fortgelassen werden, weil im Verhältnisse zu den Di- 
mensionen einer Molekel die Wirkungsweite der Atomkräfte nicht un- 
endlich klein ist. Doch kann das zweite Doppelflächenintegral des- 
halb vernachlässigt werden, weil wir die durchschnittliche Form der 
Molekel als kugelförmig ansehen dürfen, wodurch O#/0v = 0 wird. 
Es bleibt also nur das erste Doppelflächenintegral, dessen Werth aber 
leicht zu bestimmen ist. Setzen wir wieder 


oT Zus d, 07 = 008 F, 

so ist # der Winkel, den die Linie r, von d6’ nach do gezogen, mit 
der nach aussen zu d6 gerichteten Normale einschliesst, und ebenso 
®#' der Winkel, den die Linie r, von dG nach do’ gezogen, mit der 
nach aussen gerichteten Normale zu d0’ bildet. Nehmen wir die Ge- 
stalt der Molekeln als durchschnittlich kugelförmig an, und bezeichnen 
mit @ den Winkel, den die beiden Radien & der Kugel nach do und 
d6’ im Kugelpunkte einschliessen, so ist 


cos# = sin > — c0s®#, r? — 402 sin? n 
also wird 
oror Pr) 1 
nut Yun — .__ ' 
Jeff ssse-ffeeffoon 
[01 [04 Ö J 


= 120%, 


woselbst 9, den Mittelwerth von ® auf der Oberfläche der Molekel, 
genommen von irgend einem Punkte dieser Oberfläche, also 


8’) I = ar 


0 


bedeutet. Hiernach wird 
16b) vo = 7 &(4a90)r — 20[8 (0) — 8) 


Indem wir alle Molekeln als durchschnittlich gleichgestaltet an- 
nehmen und unter © und \, Volumen und Oberfläche aller Molekeln 
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zu»ammengenommen verstehen, wird das mittlere innere Virial des 
Körpers, herrührend von den Wirkungen der einzelnen Molekeln auf 
aich selbat, 


17) F® —- 3rdryl)d — - 782[9(0) — ®]N. 


Selbutverständlich haben wir für das in gleicher Weise bestimmte 
innere Potential der Molekeln bis auf eine ('onstante 


18) u - 27) — u 26:|9 (0) — 9) 2, 


somit bis auf eine Constante 


— N 3 — 
19) 1 7 en. 


b) Die Atome einer Molekel seien in Bewegung begriffen. Wir 
setzen von dieser Bewegung voraus, dass sie entweder ganz ungeordnet 
geschieht oder zwar periodisch vor sich geht, aber jedenfalls wie die 
der Molekeln stationär ist. Von Kräften, die zwischen verschiedenen 
Atomen in verschiedener Weise wirken, sehen wir ab, vielmehr 
berücksichtigen wir nur Kräfte der angenommenen Art. Unter diesen 


Umständen können wir v ganz in derselben Weise berechnen wie 
. Zerlegen wir also v in zwei Theile r;. und r;„, so haben 
wir für m und t%,. die nämlichen Ausdrücke wie für T,. und T,.. 
nur mit entsprechender Umdeutung der Buchstaben. Indessen be 
kommen wir in dieser Weise noch nicht den vollen Betrag für das 
innere Viria, einer Molekel, vie.mehr müssen wir noch einen Theil 
eo Kinsulögern. we.iher sich auf ür einzeinen Atome selbst bezieht. 
Dieser Ze. ist nach den Ermitts.zzzen unter a) abzuleiten. 
Wir % 22er ziernart. akıe Weiteres riederschreiben: 


) "= NS srl 7223611400 Pen 


Die Sııne = temeit sıl &27 ae Atızmc in derMolekei T, 6: 
sind V..imer mt Hhertuste ame £II5 U, 9%, sind Fonetioner :e 


7 


nämlieaen -— Fr 2 mu 7 oO Sonnın Ioien wir 


21) oo =--tir) 0 — "X, 
- u 

m Falle die x. nn. er NILLOL Te 0. ie: Lr z 

-, vo. _ | | 3 
9) (m = - — "Tun m. lol. em. N. 

. 5 ee ) 

iin Falle (ıe a a .. ml)“ Sochsteher T..o 6. 
', Yu. So So 0 hler.en..n ledeutump jü- ix 


feine wie te = 0° - »- für die Moxker. 
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Endlich ist 

ve 8xm p® 9 wi| m’ w % a 
>) Um = nu l+2z VB ih | 
u? ist das mittlere Quadrat der Atombewegung, n die Anzahl der 
Atome in der Molekel. Wo die Atomkräfte nichts anderes bieten, als 
was sich auch in den Molekularkräften äussert, wird man für die An- 


wendung die Theile v und d;m zusammenfassen und durch den unter 


a) angegebenen Ausdruck für v ersetzen. Was das Virial der Stoss- 
kräfte anbetrifft, so giebt dieses für alle Molekeln zuaammengenommen, 
abgesehen vom Correctionsgliede 

T__ 8m’ B3n® 

.— 3Nt 

Dürfen wir, wie das übrigens meist geschieht, das mittlere Quadrat der 
Atombewegung dem mittleren Quadrat der Molekularbewegung pro- 
portional setzen, so haben wir 


N?uw'?2. 


24) "Nm u Te 

Darin ist % eine endliche Zahl; ß/& kann eine sehr kleine Zahl 
geben, aber dafür ist wieder unter Umständen v/NTr eine sehr grosse 
Zahl. Das Stossvirial der Atome kann also gegen dasjenige der 
Molekeln sehr wohl in Betracht kommen, es kann sogar dieses über- 
treffen, weil die Atome durch die Zahl der Zusammenstösse mehr 
als ersetzen mögen, was ihnen an Masse abgeht. Hiernach dürften wir 
das Virial der Zusammenstösse der Atome, falls solche überhaupt statt- 
finden, nicht vernachlässigen, wenn wir die Berechnung auf die Atom- 
bewegungen stützen könnten. 

Damit sind die Rechnungen für das innere Virial erledigt. Es 
ist auch leicht zu zeigen, dass, wenn wir von der Conception getrennter 
Molekeln zu der continuirlich vertheilter Substanz zurückgehen, unsere 
letztentwickelten Formeln in die Formeln unter 1) sich transformiren. 
Es ist dann nänlih = Weoe=e=d,y()=#(), „= #%,, 
% = S$,, und die beiden Gleichungen 17) und 14a) ergeben: 


V, = 3702 9%(0) 9 -, 702 (N,za)[$(0) — 8.) 


Darin ist 9, = 0, N,ra? — S —= der Überfläche des Körpers, und 
da dann %(0) —= P(o), $(0) = Q(o) und ® — v ist, geht V über in 
den unter le) gegebenen Werth. Ein Virial für die Stosskräfte be- 
steht in diesem Falle ohnedies nicht. Je kleiner die Molekeln im Ver- 
hältnisse zu dem von ihnen unausgefüllt gelassenen Raume ihres Be- 
wegungsgebietes sind, desto bedeutender kann die Differenz zwischen 
y» und vn hervortreten, während es sonst, bis auf das von der 
Oberfläche abhängige Glied, ganz verschwindet. 
Weinstein, Thermodynamik. 5 
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Was das äussere Vırıal anbetrifft, so betrachten wir von ihm nur 
zwei Theile. Erstens wirke auf die Oberfläche des Körpers ein gleich- 
mnässiger normaler Druck, dessen Stärke bezogen auf Flächeneinheit p 
sei und der als positiv gerechnet werden soll, wenn er zur Oberfläche 
bin gerichtet ist. 

Sind die Cosinus seiner Richtung cus(p, X), cos(p, %), cos(p, 2). 
so betragen die ('omponenten für ein Flächenelement dS 

pcos(p,a)dS.  pcos(p, W)dS, pcos(p, z)dS, 

und die Componenten des Gesammtdruckes, von welchem der Körper 
beeinflusst wird, sind hiernach 

j| pes(p ds, van Das, || peoso, Jas, 

S S 
p sollte aber die Richtung der nach innen gehenden Normale haben; 
bezeichnen wir die nach aussen gerichtete Normale mit n, so sind 
hiernach diese Componenten 


A=—[([vcos(.ndas, B= — |jpeos en, „as, 

9') Ss 
= — || peos(n, Z)aS. 

Ist aber V irgend eine stetige Function, so hat man nach einem 


bekannten analytischen Satze, der einen Specialfall des Green’schen 
Satzes bildet, 


| | : . dr — | Kros(n, a)dS, 


A Ir = [[Veosc was 


(Tr lfrnue nas 


Hiernach wird 
a nenn ||Ieyan e=—ff[EE ar 
.. KE £ 


Daraus erisiebt sich‘ 

Die Wirkunz eines die Oberfläche eines Körpers normal an- 
gretien.dien Drucks o Katın auch durch die Wirkung von Kräften dar- 
geste.? werden, weotecdie ge Ze Masse beintlussen und jede Volumen- 


einheit mir den Kr.tivmsuip tenten 


angreifen. 
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Beachtet man ferner, dass diese Kraftoomponenten Differential- 
quotienten einer und derselben Grösse p nach den drei Coordinaten- 
axen sind und dass man in diesem Falle von der betreffenden Kraft 
selbst sagt, sie hätte ein Poteutial, welches eben diese Grösse ist, deren 
Differentialquotienten die Componenten geben, so kann man den vor- 
stehenden Satz auch so aussprechen: 

Die Wirkung eines die Oberfläche eines Körpers normal an- 
greifenden Druckes kann durch die Wirkung einer alle Theile des 
Körpers selbst angreifenden Kraft dargestellt werden, welche ein 
Potential hat, das eben durch den Druck dargestellt wird. 

Es ist bekannt, welche wichtigen Ergebnisse Maxwell auf einem 
anderen Gebiete, in der Elektricitätslehre, von derartigen Substitutionen 
von Flächenkräften durch Raumkräfte und umgekehrt gezogen hat. 
Hier ergiebt sich aus den vorstehenden Betrachtungen nunmehr für 
das Virial der Druckkraft 


a1 0» op 0p 
= 5|[(272 +» +25, av, 
v 
also nach partieller Integration 
V= 3 |\rtasaz + ydadxz + zdıdy) — > [[[pas. 
Ss v 


Das Flächenintegral ist aber, wenn » überall denselben Werth hat, 
zunächst gleich 


n p | [ecos(n, x) + ycos(n, y) + zcos(n, z)]dS, 
2 
also zufolge der vorstehend citirten analytischen Sätze unter 2) 


— 2: F |=5»0 
—y„P |” 21 ® 


Das Raumintegral /// pdv aber ist gleich Null, weil im Inneren des 
Körpers nirgend einseitiger Druck herrscht, wenn es sich um ein Gas 
oder eine Flüssigkeit handelt, somit bleibt 


, 3 
v.=zpv 


wie Clausius zuerst gefunden hat. Bezeichnen wir mit U; die ent- 
sprechende potentielle Energie, so ist 
jr 3 3 
25) .=zpı=, Te. 
Zweitens kann ein äusseres Virial auch durch die Einwirkung 


äusserer Umhüllungen auf den Körper entstehen. Gehen wir von der 
7% 
vo 
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Annahme continuirlich vertheilter Substanz aus. so ist dieses Virial. wie 
nach den Entwickelungen uuter 1) ulın« weiteres zu ersehen: 


" 3 s 
» ' (in 7 “ 
oP as Qd 5 


26) = 


worin P die Dichte der Umhüllungssubstanz bedeutet, N die Be- 
rührungsfläche zwischen dem Körper und dieser Substanz ist, und 
( (v) eine genau su wie ()(0) gebildete (irösse ist. nämlich: 


N, A 


10") kl) = + |« B | a? F' (a) da. 
a ; 

F’ ist das Potential für die Wirkung zwischen Umhüllung und Körper, 
ö.', 6, sind Grössen, für welche das Integral (0) verschwindet. 

Wenn der Körper und die umhüllende Substanz aus getrennten 
Molekeln bestehen, ist, falls die Mulekeln zusammenstossen: 
27) ı, = -+ 3 _ olaly(w) — ya] Nzu', 

4 W, 

woselbst 11) das der Molekel in der umhüllenden Substanz freistehende 
Bewegungsgebiet bedeutet und «, der mittlere Radius dieses Gebiete: 
ist. 4'(0) und 4, sind Functionen der gleichen Art wie qg(v) und y,. 
nur bezieht sich die in diesen enthaltene Potentialfunction auf die 
Wirkung zwischen den Molekeln der Umhüllung und des Körper:. 
Für continuirliche Körper ist r— W,, u = 0, q’(0) = @'(o) und 


N nat = S’ —= der Berührungstläche zwischen Körper und Um- 
hüllung. Dazu kommt noch das Stosevirial, welches annäbernd gleich: 
. 3 
2) N— _ Bamu au ef 1; (ar w) 
3v 
ist. Stossen die Molekeln des Körner. mit denen der Umhällung nicht 
zusammen, so haben wir }’. — 0 und 


V- +7 zöPp - Wr [a — a)?(aı + a) Yanı 
29) 


— Gun) a Nra,2 
G1 


leitung dieser Gleichungen ergiebt sich unmittelbar aus den 
ea vor Aufstellung der Gleichungen 14) und 15). 

nicht überall hervorgehoben, aber es versteht sich ganz 

dass abgesehen von den Stosskräften, wir stets haben 

Iohes der Viriale } und der entsprechenden Energieen U 


mögen, nur dass bei den inneren Energieen noch eine 
ommt. 
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Wir stellen nunmehr die Ergebnisse der vorstehenden Rechnungen 
übersichtlich zusammen, indem wir sie nach den verschiedenen Hypo- 
thesen ordnen. Voraus schicken wir die Erklärung aller benutzten 
Bezeichnungen. 

v,t,r', t, t' Volumen des Körpers, einer Molekel, eines Atomes, 
einer Wirkungssphäre von einer Molekel, von einem Atom; 

W, W, Bewegungsgebiet einer Molekel im Körper, in der Um- 


hüllung; 

w', W', freies Gebiet um eine Molekel im Körper, in der Um- 
hüllung; 

a, a, a’, a1; S, Si, S’, 5] Radien und Oberflächen zu W, W,, 
W', W'; 


S, 6 Oberfläche des Körpers, einer Molekel; 

S’ Berührungsfläche zwischen Körper und Umbhüllung; 

$, %’ Gesammtoberfläche aller Molekeln bezw. aller Atome; 

S; Gesammtoberfläche aller Bewegungsgebiete; 

S; Gesammtoberfläche aller freien Gebiete; 

m, &, U Masse, Radius, Coöfficient für Elasticität einer Molekel: 

m’, ß, «' Masse, Radius, Coöfficient für Elasticität eines Atoms; 

oe, P, ö Dichte des Körpers, der Umhüllung, einer Molekel des 
Körpers; 

N, N,, N’ Anzahl der Molekeln im Volumen v, der Oberfläche S, 
der Oberfläche S’; 

rn Anzahl der Atome in der Molekel; 

u? mittleres Quadrat der Molekulargeschwindigkeit; 

«2 mittleres Quadrat der Atomgeschwindigkeit; 

F, F' Potentialfunctionen der Kräfte zwischen Elementen des 
continuirlichen Körpers, des Körpers und der Umhüllung; 

f, P Potentialfunctionen der Kräfte zwischen Elementen zweier 


Molekeln, einer Molekel. 
| 8 , 
Pn=—|mr@an, 9 = — | Pas, 
der dr 
V)=+ \«s| 02 F” (a) da, 


1 


r i 


di’ dy 

v0) = — [eswan 20) = — | pda, 
di” fF 

Yen) = [0290 da, 9) — [van 


r 
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\ 
42a: 


u Ballon 0 Ballon 


(r von einem Punkte von 5 bezw. G gerechnet). 


1 wo. 4 er) , 
aloe nen af 


(r von einem Punkte von s’ gerechnet). 
Die letzten vier Functionen können auch durch einfache Integrale 
entsprechend den voraufgehenden dargestellt werden, nämlich durch 
2a 24 


1 1 
fs = sa |raar, d, = u |re war: 
M) ö 
a +4 j a+ A 
1 , L y(r 
a’ -- a a —a 
oder 
1 1 
ı = 2 | ryq(2ar)dr, 9, —=2 Ira@anar; 
u ö 
(a — «')> 
Js —: au’ Ass; Yr = (a + a)4ad Yır: 
woselbst 
1 1 _ 
2 |rı@- Fnan ef 
a’ --@ a—a 
au a+a 
ist. 


Y, 7, I’ sind das mittlere Virial, die mittlere potentielle Energie, 
die mittlere kinetische Einergie des Körpers. 

£ ist eine Zahl in der Nähe von 2. 

Ferner machen wir die llypothese, dass die mittlere lebendige 
Kraft der Gesammtbewegung, sowie die der Bewegung der Molekeln 
bezw. der Atome innerhalb des Körpers der absoluten Temperatur, die 
wir ?# nenuen, proportional sei, also 
1 
A 

Um die Gleichungen bequemer darstellen zu können, führen wir 
noch folgende Abkürzungen ein: 

K=2ne/P() MN=a0:00) W=zePQ'(o); 
k = 270? 1% (u). h —= x0:[9 (u) — 9%]. 

k', h' sollen für die Atome dieselbe Bedeutung haben wie k, h für 

die Molekeln, nur dass es sich um andere Functionen ® und ® handelt: 


‚ PER 1 "3 __ 19 
d T, zn = IL nm u?. 
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h 


[> 


= nö90 7, a0) — 4] 
= zeo?[gato) — a]; 


T ‚ 
h; —=nöP w, [g’ (0) — Ya] 


W_, ’ 
= aoP „.- [4 (0) — 4a]; 
W, 


Rh, = nÖö0 - [(a’ — a)? (a + a) yr — Ger] nn 


W' [/a — a\? , «+ a\? , 
— 2 — mn — nn ’ « 
= ı 0 Ww IC p) a ) Ysa p) a’ ) Asa | ‘) 


T a 
ha = naöP W, [(a’ = aı)? (a’, + 4)? Yaa' — Ya a) — 
1 a; 


_ Wf[/(dı — a\? , a, + a\? „ 
= nzoP r, (5) Ya — () Gs, w|; 


4 u ’ 
zk-b, 3 
2 


2 2 (2uR\% 3 z 2WR"\% 
lee) 
ya 3 ß 


Nt=-6 Nırr=®:; 

Nrt=9 Nıt=60; 
ıNna—S, 4Nnua”— S,; 
N, za? = ($,), N, ra? = (S,), 
N'xa = [S) Nna? = [S,]. 


Nun lassen wir die einzelnen Formeln folgen. 
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A) Zusammenstösse zwischen den Molekeln und Atomen finden 


nicht statt, bezw. die dabei entstehenden Kräfte sind keine anderen, 
als die auch aus der Entfernung wirken, wenn sie auch im Zusammen- 
stosse besonders intensiv auftreten (anscheinend Ansicht von Maxwell). 


1) Die Körper werden als aus continuirlicher Substanz bestehend 


angesehen: 


R9 => (v: + Kv — HS + H's): 


2) Die Körper bestehen aus getrennten Molekeln und getrennten 


Atomen: 


1 


n9=5 (pr +r@—ınN 


2 
+5 hl + ze): 
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B) Es finden Zusammenstösse zwischen den Molekeln und zwischen 
den Atomen statt, wobei lruckkrüfte entstehen, welche von den Fern- 
kräften verschieden sind. Die neu hinzuzufügenden Glieder sind: 


3 (S’ —S 
2) 1-8, \ (+ Te) 
wenn nur die Molekeln Stösse erleiden; 

_ 20 n) (S’ — RIL 
b) B= - (+: 9) (1 +! —) 


#7 90 n g5: 
9 (\ I +c"8 ). 
wenn auch die Atome gegen einander stossen; 


1 ? a 


c)  — + "$°), 


wenn nur die Atome Stösse erleiden. 

Wir haben dann 

1) Wenn die Körper so behandelt werden, als ob sie aus con- 
tinuirlicher Substanz bestehen: 


) me=5 (po + Ke—,US+5 48) + A, 
3 a I. 

um !» RO; (pw +Ke—;HS+zHS)+B, 
3; 001 1, 

c) R®=5 (re + Ki—gHS+ZMS) + C 


2) Wenn die Körper als aus einzelnen Molekeln und Atomen be- 
stehend angesehen werden: 


1 , 1 1 
a) R, 9= (pr ROSS + She S]+ ZH, (51) 24, 
| 1, 
IV) 9) 2, 9 = (pe RO — u + Zn [SS] +zR,[8)) + B. 


. Ban | , 1 
co)&A,P —:(, c+ KO—ıh N + Als» —(Se)] +takı [s)) +C. 


U bedeutet hier das Volumen eines Körpers, der die Masseneinheit 
an Substanzmenge hat. das specifische Volumen; das Reciproke 
von t ist die Dichte @ des Körpers im gewöhnlichen Sinne genommen. 
Dem entsprechend sind alle Grössen in den Formeln gewählt. 

Die Gleichungen stehen zur Auswahl, nach Art der Körper wird 
bald die eine, bald Jdie andere die geeiznetere sein. Von vornherein 
lässt sich kaum etwas hierüber saren, die Erfahrung muss dartlıun. 
welche den Vorzug verdient. Auch ist es klar, dass manche Glieder 
in ihnen fortzelassen werden können. Meine Absicht war, aus an- 
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erkannten llypothesen alles möglichst vollständig zu entwickeln. Viel- 
leicht ist mir noch das eine oder das andere entgangen, was an der 
Hand der hier dargelegten Rechnungsarten sich später wird nachtragen 
lassen. 

Noch bemerke ich, dass man statt der Glieder k® — #3 hY auch 
die aus den Gleichungen 20) bis 22) für Atome berechneten setzen 
kann. 

Die Gleichungen für die potentielle Energie sind den Zustands- 
gleichungen analog und wir haben allgemein 


... 9 
VY) U— u — 3 (R® — F), 


woselbst F' eine der Grössen A, B, C ist. Nennen wir die mittlere 
innere potentielle Energie U’; und beachten, dass U auch die äussere 
potentielle Energie p v enthält, so haben wir 


- 9 
y,) UT +pe=tT”+ 3 (R® — F). 


Die ganze innere Energie, die wir mit U bezeichnen, besteht nun aus 
der inneren potentiellen und kinetischen Energie. Beide wiederum 
sind Summen der betreffenden Energieen der Molekeln und Energieen 
der Atome. Nun lehrt die Erfahrung, dass, wiewohl bei allen Zu- 
sammenstössen der Molekeln auch die Atome beeinflusst werden müssen, 
doch die mittlere Energie der Molekularbewegung nicht fühlbar alterirt 
wird. Clausius hat hieraus geschlossen, dass die kinetische Energie 
der Atombewegung sich mit der der Molekularbewegung ins Gleich- 
gewicht setzt und hiernach beide Energieen der absoluten Temperatur 
proportional angenommen. Wenn wir ferner annebmen, dass die 
potentielle Energie der Atome, auch soweit sie in der der Molekeln 
nicht schon enthalten ist, sich in derselben Weise ausdrücken lässt wie 
die dieser Molekeln, hätten.wir also, um eine Gleichung für die ganze 
innere Energie zu erlangen, in der letzten Formel rechts noch hinzu- 
zufügen 3 RR,® + 3 RK, 9, woselbst das zweite Glied sich auf die 
Energie der Atome bezieht. Setzen wir sodann 5R, +5R, = 5K*, 
wo I?* eine neue Constante ist, so wird 


r O9 
D) T=-W— pr + „M®—;F 


R“ ıst zwar als eine Constaute bezeichnet, doch ist es fast zweifellos, 
dass diese Grösse im Allgemeinen nicht wirklich constant ist, denn 
aus gewissen Erfahrungen, die wir noch kennen lernen werden, 
müssen wir schliessen, dass das Verhältniss der Atomenergie zur 
Molekularenergie immer nur bei begrenzten Zustandsänderungen sich 
constant erhält. 

Die Discussion der einzelnen Ergebnisse kann erst in Angriff ge- 
nommen werden, nachdem die Bedeutung der Gleichungen durch Ein- 
führung von Zahlenwerthen klargestellt ist, was später geschehen soll. 
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Gleichungen und Darstellungen der 
Thermodynamik. 


16. Homogene Körper. Die specifischen, latenten, Dehnungs- 
und Spannungs- Wärmen. 


Ein überall gleichbeschaffener Körper mache einen Vorgang durch, 
bei welchem einem, mit ihm bis auf einen unendlich geringen Unter- 
schied gleich temperirten Wärmereservoir die Wärmemenge dQ ent- 
zogen wird. Die Aenderung der inneren Energie des Körpers sei dT, 
die von ihm gegen irgend welche äussere Kräfte geleistete Arbeit d W. 
Das Wärmereservoir erleide weiter keine Aenderung.e Nach dem 
Principe der Erhaltung der Energie muss die ganze Energieänderung 
für den Körper und das Wärmereservoir, einschliesslich der äusseren 
Arbeit, Null sein, also, da die Energieänderung für das Wärmereser- 
voir nur in der Abgabe der Wärme d( bestehen sollte, muss sein 

— Ja +dU+dW=0. 

Nach dem Carnot-Clausius’schen Entropie-Princip muss ferner, 
so lange der Vorgang noch nicht abgeschlossen ist, 4S-+dS’>0 sein, 
falls d S die Entropieänderung der Körpers, dS’ die des Wärmereser- 
voirs ist. Ist der Vorgang abgeschlossen und der Körper im Gleich- 
gewicht, so haben wir für jede weitere (alsdann erzwungene) Verände- 

ng dS + daS’ 0, und wenn der Vorgang umkehrbar ist, wird 

+ 48’ = 0. Das letztere nehmen wir an. Bezeichnet nun $ 

Iute thermodynamisch definirte Temperatur des Körpers, so ist 
Temperatur des Wärmereservoirs, und da die Entropie- 
nes Beservoirs nur dadurch bewirkt ist, dass die Wärme 

i ist, haben wir 
daS’ — — ag somit }) 
dv 
__ deQ 
daS = Fr 


Ktungsweise entspricht der von Plauck in seinem ge- 
MEN. 


a 
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Nunmehr wird also 


1) JAQ=dU+dW, 
Aı) 2) as. 


Das sind die thermodynamischen Grundgleichungen für reversible Vor- 
gänge in einem homogenen Körper, den wir nunmehr isolirt denken 
können, da alle Grössen auf diesen Körper Bezug haben. Selbst- 
verständlich muss ® im ganzen Körper überall denselben Werth haben, 
sonst könnte kein Gleichgewicht bestehen. 

Wir beziehen alle Grössen auf Masseneinheit; ist die Masse des 
Körpers M, so sind die Grössen nur mit AZ zu multipliciren. 

Die Aenderung «U der inneren Energie kann in Aenderungen von 
Bewegungsenergie der Theilchen des Systems, und in solchen der 
Energie der Wirkungen zwischen den Theilchen bestehen, die Arbeits- 
leistung d W in Arbeiten gegen irgend welche äusseren Hindernisse 
(äussere Kräfte, Druck u. s. f.). 

Da wir dem Körper beliebig Wärme zuführen oder entziehen 
können, und da wir auch den Körper beliebig Arbeit leisten lassen 
können, so sind dQ und dW keine Differentiale im Sinne der Ana- 
lysis, weshalb auch manche Schriftsteller, so insbesondere auch Planck, 
Scheu tragen, für sie die üblichen Differentialzeichen anzuwenden. Da- 
gegen sind dU’ und dS wohl solche Differentiale, namentlich letztere 
Grösse, nach dem Garnot-Clausius’schen Satze.. Sind daher 
91. 4 Ass «+ 4n irgend welche von einander unabhängige Variabele, 
durch deren Aenderungen die Aenderungen von T’ und S bedingt 
werden, so haben wir: 


|3) dQ und d W keine Differentiale, 


cs 
oh 


I) N - 
md ( 


und es wird: 


EU 
jo JI) = >) Fr + dW, 
Ay) es 
In V—=# >) . dq. 


Wir betrachten zunächst den einfachen Fall, dass der Zustand des 
Körpers in jedem Moment durch den senkrecht zu seiner Oberfläche 
überall mit gleicher Stärke wirkenden Druck p, durch die Tempe- 
ratur 9 und das Volumen ® beschrieben werden kann, zwischen welchen 
Grössen eine Beziehung, die Zustandsgleichung, stattfinden soll, so dass 
immer je eine dieser Grössen durch die beiden anderen ausgedrückt 
werden kann. 
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Die q sind dann zwei derGrössen p, v, ®, entweder p, v oder », # 
oder v, ®. 

Es bestehe die vom Körper geleistete äussere Arbeit darin, dass 
er sich gegen den Druck p ausdelnt. p ist wie früher auf eine Flächen- 
einheit bezogen, der Druck auf ein Flächenelement do ist also pdo. 
Da der Druck normal zu dd wirken soll, so bewegt sich d6 bei der 
Ausdehnun:r des Körpers gegen die Richtung dieses Druckes. Ist dn 
der Weg, auf dem sich das Element 46 bewegt, so ist die vom Körper 
geleistete Arbeit nach den Principien der Mechanik (Kraft mal Weg in 
Richtung der Kraft) pdodn. Aber dodn ist das Volumen d’r des 
kleinen Cylinders, den d6 beschreibt, also wird die Arbeit gleich pd’r, 
und für die ganze Arbeit des Körpers erhalten wir p&d’v, genommen 
rings um den ganzen Körper herum. Streng genommen werden nun 
die Cylinder d’v nur an ihrer Basis sich an einander schliessen, wo sie 
von der Oberfläche 6 ausgehen; wo sie enden, werden sie dagegen aus 
einander gehen, wenn die d6 sich nicht während ihrer Bewegung 
dehnen. Ein Theil der Arbeit geht also zuverlässig auf Dehnung der 
Fläcbenelemente, da sonst der Körper bei der Ausdehnung an der 
Oberfläche rissig würde. Dieser Theil ist aber sehr klein gegen die 
übrige Arbeit. Betrachten wir die Elemente dd auch nach der Deh- 
nung als zusammenhängend, so giebt &d’v nichts auderes als die 
Volumenzunahme des ganzen Körpers; ist diese dv, so wird hiernach 


C) dW = pdı. 


Dieselben Betrachtungen gelten natürlich auch für Zusammenziehung. 
Da p nicht von v allein abhängig ist, sondern auch von ®, so zeigt 
auch die Gleichung C), dass d W kein Differential im Sinne der Ana- 
lysis ist. 

Der vorstebende Ausdruck für d W bleibt auch richtig, wenn der 
Druck während der Arbeit sich ändert, falls dieses nur stetig und 
nicht explosiv erfolgt, denn dann kann es sich nur um Vernachlässi- 
gung unendlich kleiner Grössen zweiter Ordnung handeln. 

Die weitere Betrachtung richtet sich nach den Varisbelen, die wir 
wählen. Da wir deren drei Paare haben, so giebt auch jede der 
Gleichungen A je drei Gleichungen. Wir nehmen an, dass der Körper 
seine Zustandsänderung isolirt von irgend welcben anderen Systemen 
durchmacht, U und S sind also seine innere Energie und Entropie, 
und da der Zustand durch », v, ® definirt ist, müssen auch U und S 
durch p, ©, # bestimmt sein. Indem man sich aber mit Hülfe der 
Zustandsgleichung eine der Variabeln eliminirt denkt, werden U und S 
Functionen immer von zwei Variabeln p, 2; 9, ?; ©, © sein. 

Einem allgemein in der Thermodynamik eingeführten Brauch zu- 
folge bezeichnen wir den Differentialquotienten einer Function nach 
einer Variabeln, während eine andere Variabele constant bleiben soll, 
dadurch, dass wir den Diflferentialyuotienten in Klammern setzen und 
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unten an der rechten Klammer diejenige Variabele als Index setzen, welche 
bei der Differentiation constant bleiben soll. Ferner ist zu beachten, 
dass, ehe die Differentiation ausgeführt wird, jedenfalls die nicht in 
Betracht kommende dritte Variabele eliminirt sein muss. Es kann 
also der Differentialquotient beispielsweise von U nach # ganz ver- 
schiedene Werthe haben, je nachdem # und p oder ® und v als unab- 
hängige Variabele betrachtet werden, also vu oder p eliminirt wird. 
Will man, oder (was leider die Regel bildet, da wir die Functionen U 
und S meist gar nicht kennen und auch die Zustandsgleichungen un- 
sicher sind) kann man die Elimination nicht bewerkstelligen, so muss 
die Differentiation für die verbliebene abhängige Variabele nach den 
Regeln der Differentialrechnung vervollständigt werden. So wäre also 
beispielsweise, wenn v® und ® als unabhängige Variabele benutzt 
werden, im U aber p nicht durch v und ® ausgedrückt werden kann, 


oU\ _ (OU (e) o» 
3), ()t G as audi 


Dieses vorausgeschickt, ergiebt zunächst die Entropiegleichung 
unter A,) oder A,) die drei Gleichungen: 


640-0 [0 +), 
Don 00 [Cr + ar] 


10) a0 = # (>) ap + (Fe), ! 


Zur Abkürzung setze ich: 


cs ) 
11) () = Cr 12) (2), = CH; 


08 os 
E) !13) (55) = 1) (7), yo; 
0 u 
—)=9,, 9 —)\ = ; 
15) 2), Y 16) (2 .), Yp 


17) dAQ = cd® + code, 
D;) 118) AU = 0,d# + yadp, 
19) AU = y,dp + av. 

Man nennt die Grössen c,, C, die specifischen Wärmen 
des Körpers, und zwar bei constantem Volumen, bezw. con- 
stantem Drucke. Die Grösse cz heisst die latente Wärme der 
Ausdehnung; die Grösse %9 nenne ich die latente Wärme 
der Spannung (beide letzteren bei constanter Temperatur 
daher latent), die Grösse 9%, die Dehnungswärmen bei con- 


und erhalte: 


.-.. -_ Le 
: - zmuo Tl ı- I. 
- . ur un Al -nunn mn la mn 
. -.r . vom „_ Ti 
on =. teen il ılr kom iroalııen 
ur . oo. .. . | mal me) De i-0202: 
ır „or Le Bil- Mu III me voo :.ı _0 
- a tm Zi ME Won 24 2. 
i - .. Li En ud 
et. 8 I - Ta 2 sy ie Meisı len 
lum, - u IL... Ur 2.2 1- "mumur Inner 
Var - =. “TU Tan _l mm mi _i :ı:ı ? 
El Wera. m here jelel mem wei ? uni Dr 
Gllıal;'s, ni. ie .  _ tn 


“ 
[u _j [} 
ha la ... 


IKT. 5 


I — 


oder 


” " DE Ze ı 
das heisst 
aber 9 und . -... ur ev: en Dumm-_iıe 
hangrige Varla’ ..: —— — Fü 


.)ı 
4 ',) 


In zanz siers-.-1 "0-0 U LLD- 
und 1.4) die (Keichüuzz 


21) = - 


oder: 
=1,) un = 0! 


Differenziren wir fern. : ı° Fu oo. 


el’) \ 
29.) $ 


(Fr 


enanier unab- 


„ach p. so wird 
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oder: 

10 1 08 10m _ 1 0% 

u mare Fon te 
also: 

CYp eoyv\ _ 09 06% 

22,) (Zr re) — op Yo cv’ 
oder, da, wie wir später sehen werden, die rechte Seite dieser Glei- 

., 9, 
chung gleich T ist, 

OYp Te) _ 

224) ae zer —1. 


Weitere Beziehungen erhalten wir durch die Ueberlegung, dass in 
den drei Gleichungen unter D,) links immer die nämliche Grösse d Q 
steht, also die rechten Seiten Identitäten ergeben müssen, wenn in 
allen die gleichen Variabeln eingesetzt werden. Nun haben wir zur 
Transformation der Differentiale in einander: 


0% 


2) de =7,d + 
F) (24) tan 4 


25) dp = 


Ich bleibe zunächst bei diesen Gleichungen stehen, um aus ihnen 
einige wichtige Beziehungen abzuleiten, deren wir uns oft zu bedienen 
haben werden. Wenn in der ersten Gleichung die Aenderungen von 
9 sich gerade compensiren, indem die verschiedenen Theile dieser 
Aenderungen sich gegenseitig aufheben, so wird d® —=0 und 9 = 


const, somit: 
(@ 2) 
dp Gv/p 


dv (®) ’ 
cp)s 


dp _ 2) 
dv Er ey 
also wird: 


0% 
ee 


Analog leiten wir ab: 


aber ın diesem Falle ist: 
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ea rer er BR 
a (el, 

ac gt , 
(el, 


Ist ferner in der ersten Gleichung unter F) de = 0, alo vr = 
const, so wird: 


p_ı 
ad em" 
(5 v 
aber dann ist: 
dp _(c» 
(6): 
somit: 
9 =) PER ER 
29 (3), (er 
ep’. 
und analog: 
30) 


ev ( (e) " 
cr/s 


Von den Differentialquotienten, die uns in diesen Gleichungen ent- 

gegentreten, heisst (3) der wahre thermische Ausdehnungs- 
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coöfficient, (5) der wahre thermische Spannungscoäffi- 
v 


eient, (GE) nosstir genommen, der isothermische Compressions- 


ooäffioient. Diese drei Grüssen sind messbar, die anderen drei sind 
\ rg 
icht zu umgehenden Abschweifung kehren wir zu 
Gleichungen zurück. Wir sollen also alle 
mer auf die nämlichen Differentiale be- 
fentiale in einer Gleichung willkürlich, in 
e mit bestimmt sind, und jede Gleichung 
muss jedes Paar von Variabeln immer zu 
"0 dass wir insgesammt 12 Beziehungen er- 
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halten müssen. Wie man sie ableitet, will ich nur an einem Satze von 
vier solchen Beziebungen darthun. Legen wir die erste Gleichung 
unter D,) zu Grunde, so haben wir in der zweiten und dritten dp 
durch die Differentiale d9 und dr auszudrücken. Damit gehen diese 
beiden Gleichungen über in 


2 0: 
W= (er + ys 3) dd +95 do, 


0; ö 
W=y SE dd + (9 + pr ==) dv. 


Diese müssen unter einander und mit der ersten Gleichung Glied 
für Glied identisch sein. Das giebt: 


0 
= trzgwuf 


Da die Ableitung aller anderen Gleichungen in derselben Weise 
stattfindet, genügt es, die zwölf Gleichungen schematisch zusammen- 
zustellen: 


Variabele 


$,v | 9,» | y,v 

) N 

weutnl,o=uto „ot 
Ip N) DE, 
G) e3—= Ye), rn ı #7 % 7 
LE) dv ' 2% 


% 


Ir 
Yy„=Ys + en Ip 


_. PO, —y —_ 
entry Hahrtrn% 


Offenbar fallen mehrere dieser 12 Gleichungen zusammen; so ist die 
zweite Gleichung in der zweiten Spalte identisch mit der zweiten in 
der ersten wegen Gleichung 31), ebenso sind identisch die zweite in 
der dritten Spalte mit der dritten in der ersten wegen Gleichung 29), 
die dritte in der dritten Spalte mit der dritten in der zweiten wegen 
Gleichung 30). Es bleiben also nur acht übrig, die vier Gleichungen 
in der ersten Spalte, und je die erste und letzte in der zweiten und 
dritten Spalte. Multiplicirt man ferner die erste Gleichung der dritten 
Spalte mit 


und zieht das Product von der ersten Gleichung der ]zweiten Spalte 
ab, so resultirt die dritte Gleichung dieser Spalte. Multiplicirt man 
Weinstein, Thermodynamik. 6 
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weiter die letzte Gleichung der dritten Spalte mit 


cp 1 
ce c»# 
cp 


und subtrahirt von der ersten der ersten Spalte, so ergiebt sich die 
dritte Gleichung dieser Spalte. Hiernach fällt die dritte Spalte ganz 


fort. Ebenso giebt die letzte Gleichung der zweiten Spalte, maulti- 
plicirt mit 


er _ 1 
op Er 
cv 


und abgezogen von der letzten der ersten Spalte die zweite Gleichung 
der ersten Spalte. Ausser den vier Gleichungen der ersten Spalte 
bleibt also nur noch die erste ee der zweiten Spalte. Ersetzen 


wir aber in dieser 2: 5 durch — 37 58 > = (zufolge 26), 29), 31), so geht 
sie über in 
Vaneo Mer, 
nn Go pv0®% 
Aber wegen der zweiten Gleichung der zweiten Spalte ist ” — . 
$ 
. cy 
somit (= — YI SZ 29 


und das ist die erste Gleichung der ersten Spalte. Also bleiben nur 
die vier Gleichungen der ersten Spalte als von einander unabhängig 
bestehen, alle anderen können aus diesen in Verbindung mit den 
Gleichungen unter 26) bis 30) abgeleitet werden. Nichtsdestoweniger 
ist es von Vortheil, alle beizubehalten, da bald die eine, bald die andere 
für die Anwendung bequemer ist. 

Aus (sründen, die leicht zu übersehen sind, wählen wir von den 
12 Gleichungen als Hauptzleichungen die erste und zweite Gleichung 
der zweiten Spalte, und die zweite und dritte Gleichung der dritten 
Spalte. und schreiben diese Gleichung besonders hin: 


cv 
32) „= ' (9a 
co» 
, c®y 
9) vr u We . ’ 
ce! 
| , 4 7 
. 8 j _ eG —, 
[4 P 
Ag MAN 
3)! _ 
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Hiervon ist besonders die erste Gleichung sehr berühmt geworden, 
da sie bereits von Julius Robert Mayer, wenn auch in anderer 
Gestalt, angewendet worden ist. Die folgenden bestimmen die % durch 
die entsprechenden c. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich auch Beziehungen zwischen 
den c und % selbst. Aus 34) und 35) folgt: 


also wegen 28): 


und da zufolge 32): 


CH 0% 
ist, wird 
36) Cy . 79 — Cy — Cy 
03 Yv c$ 
Ferner ist zufolge 35): 
0V 
v3 Yu = I» op 
Daher mit 34) multiplicirt, giebt wegen 31): 
37) Ws Zr) __® Te, 
YpYr 2277 


Weiter finden wir durch Multiplication der Gleichung 33) mit 
35) zufolge der Gleichungen 27) und 29) zunächst: 


oe 0° 
Y» Y3 — pt9H op' 
also wegen der Gleichung 34): 
38) PR=—yat. 
v 
Aus dieser und den übrigen folgt noch 
39) » _ _FP$ Pe, 


Cy Yı 
Endlich ergeben die Gleichungen 32) und 35) in Verbindung mit 
27) und 29): 


= w___CP 
Y9 u 09 
und wegen 34) und 29): 
40) om —w___78, 
Cy Y 


6* 
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Zu neuen Beziehungen gelangen wir, wenn wir nunmehr auch 
den Satz von der Erhaltung der Energie in gleicher Weise behandeln. 
Da U eine Function von p, v, 9 ist, haben wir 


4) IQ = 5) dd + (. +»]| dv, 
H) Ja2) 70=|(5), +p; |. » + (2 +? —] a». 


43) SQ = ), dp + (9 +»| de. 


Da dQ denselben Werth hat wie in den Gleichungen unter F,), 
so folgt zunächst: 


44) GT a (), tr = Inn 
cU c 
2) )46) (+? =) MM (= -), Heads 
CU 
48) 7), Iyn 49) En P—= Ip 


Das sind neue Definitionsgleichungen für die Grösse c und Y durch 
Energie und Druck. 

Setzt man in der ersten Gleichung unter H) das dv — 0, also 
vu = const., so ergiebt sich: 


OU 
50) (5), = %), (55 5), m 


also ist c, diejenige Wärmemenge, deren man bedarf, um die Tempe- 
ratur der Masseneinheit bei constantem Volumen um eine Temperatur- 
einheit zu erhöhen. Ebenso finden wir aus der zweiten Gleichung 
unter H) für ein constantes p: 


5) (2), 3l&),+?55|=% 


C» ist hiernach die Wärmemenge, welche erforderlich ist, um die Tem- 
peratur der Masseneinheit bei constantem Drucke um eine Temperatur- 
einheit zu erhöhen. 

Sodann wieder aus der ersten für # — const.: 


| dW\ __ 1 ][jet“ _ 
> I ae u 


das heisst, c3 ist die Wärmemenge, welche erforderlich ist, um eine 
Masseneinheit bei coustanter Temperatur um eine Volumeneinheit aus- 
zudehnen. 


Die anderen drei Grössen sind: 
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5 Gr 
sa (22) — 
55) (7 ‚Pu 


also, die Wärmemenge, welche nöthig ist, um den Druck bei constanter 
Temperatur, das Volumen bei constantem Druck, den Druck bei con- 
stantem Volumen um eine Einheit des Volumens bezw. des Druckes zu 
vermehren. 

Hierdurch sind die für diese Grössen gewählten Namen als speci- 
fische Wärme bei constantem Volumen bezw. constantem Drucke, als 
latente Wärme der Ausdehnung bezw. Spannung, als Dehnungswärme 
bei constantem Drucke und Spannungswärme bei constantem Volumen 
gerechtfertigt, und zeigt sich der Weg, auf dem diese Grössen experi- 
mentell zu ermitteln sind. 

Zugleich ergiebt sich, dass man die vier wichtigen Beziehungen 
zwischen den c und % unter G) so in Worte kleiden kann, dass sie fast 
selbstverständlich erscheinen, nämlich: 


Beziehung 32. Der Ueberschuss der specifischen Wärme 
bei constantem Drucke über der specifischen Wärme bei 
constantem Volumen ist gleich der latenten Wärme der Aus- 
dehnung, multiplicirt mit der Ausdehnung für je eine Tem- 
peratureinheit bei constantem Drucke. 

In der That, bei einer Erwärmung bei constantem Volumen tritt 
keine äussere Arbeit ein, wohl aber bei einer solchen bei constantem 
Drucke in Folge der Ausdehnung, im letzteren Falle braucht man also 
mehr Wärme wie im ersteren, welche latent bleibt, indem sie nur die 
Ausdehnung bewirkt, also äussere Arbeit verrichtet, und deshalb um so 
grösser sein muss, je stärker die Ausdehnung für je eine Temperatur- 
einheit ist. 

Beziehung 33. Die Dehnungswärme bei constantem 
Drucke ist gleich der specifischen Wärme bei constantem 
Drucke, multiplieirt mit der Temperaturerhöhung für je 
eine Volumeneinheit Raumänderung. 

Beziehung 34. Die Spannungswärme bei constantem 
Volumen ist gleich der specifischen Wärme bei constantem 
Volumen, multiplicirt mit der Temperaturerhöhung für je 
eine Spannungsänderung um eine Spannungseinheit. 

Beziehung 35. Die latente Wärme der Spannung ist 
gleich der latenten Wärme der Dehnung, multiplicirt mit 
der Volumenänderung für je eine Spannungsänderung um 
eine Spannungseinheit. 
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Da U eine bestimmte Function von ®, v, oder 9, p oder p, v ist, 
so bekommen wir zunächst genau correspondirend den Gleichungen 
20), 21), 22) drei neue Gleichungen: 


‚ Cu __,0cyH Cp 
5) Ymizande 
cc ov c?v Oy3 op Ov c2V 
' _ı ___ _ _—._: _ _y.—.. — 
5) I Pape 750 555n ?üsoy 
n „Cr _ 50% 
67) re Op 3 


oder in etwas geordneterer Schreibweise, und weil in der zweiten Glei- 
chung p und ® unabhängige Variabele sind: 


Ccg  Oc\ __0P 
>) /\78 -2)=; 
Oys ÖCy ovV 
K) 156) JS — 55 
or _CH\ _ 
(1 


Die linken Seiten dieser Gleichungen stimmen bis auf die Factoren 
(J, &) mit den linken Seiten der Gleichungen 20,), 213), 22,), also 
ergiebt sich: 


Ö 
58) Jo — 9 SE 


9 0? 
rr! 


cc» ce» 
on) 


Die letzte dieser drei Gleichungen kann als mit der zweiten identisch 
nachgewiesen werden. 
Wir können sie schreiben: 


L,) 59) Jys = — 


c” 
8 ep 
J, art un =#, 
cv 
also 
0% er 1 
Ha, trend gT 
d wegen 35): 
v 
Jys = #75 


* Gleichung 59). 
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Die beiden ersten Gleichungen sind von äusserster Wichtigkeit, 
denn sie geben sofort die Werthe von cs und 99. Die erste derselben 
heisst die Thomson’sche Gleichung, sie bestimmt die latente 
Wärme der Ausdehnung durch die Temperatur und den Spannungs- 
co@fficienten. Die zweite Gleichung entspricht ihr völlig. 

Indem wir die nunmehr ermittelten Werthe von cg und 99 weiter 
benutzen, erhalten wir: 


Aus Gleichung 32): 


0 0p» 6v 
Ferner aus Gleichung 35) zunächst: 
0 op __Cvcp oFcH __ 0% 
Br Fa 9 op "ip ne rang 
L») \ also 
ey 
Yp 9 = ev’ 
das heisst: j 
HH _. CD 


wie auch aus 60) und 34) abzuleiten ist. 

Weitere Gleichungen, in denen eine oder höchstens zwei der c 
und Y vorkommen, lassen sich nicht angeben. 

Nun hätten wir aus dem Gleichungssysteme H) die dem Systeme 
G) analogen Gleichungen abzuleiten; das kann selbstverständlich nichts 
geben, was nicht schon in den bisherigen Gleichungen enthalten wäre. 
Wir fanden das eine System, indem wir in dem System G) für diec und y 
ihre durch J) festgesetzten Werthe eintragen. Die Gleichungen sind 
aber dadurch von Interesse, dass sie nur Differentialquotienten von T, 
der inneren Energie, enthalten und zwischen diesen Beziehungen fest- 
setzen. Sie sind: 


6” (8), (5 N A 
=), 

(5), an ee cp’ 
(ee et 


Sind zwei der Differentialquotienten gegeben, so lassen sich alle 
anderen hieraus berechnen, doch müssen es selbstverständlich Differen- 
tialquotienten sein, welche entweder in verschiedenen Gleichungen 


M) 
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vorkommen oder in einer Gleichung mit noch einem anderen Differen- 
tialquotienten vorhanden sind; unzulässig sind also die Paare: 


cr), X\c9#), 
cU (< U‘ 
(5): ec» e 
cl el 
IE 


Das heisst: Von den 7 und c dürfen nicht zwei mit gleichem Index. also 
bei Constanz der gleichen Grösse gegeben sein. Beachtet man aber 
die beiden Gleichungen 58), 59) für die latenten Wärmen, so folgt: 


Es lassen sich stets alle Differentialquotienten der En- 
tropie und der Energie, sowie alle Wärmen c und 9 aus 
Druck, Temperatur und Volumen, und der zwischen ihnen 
bekannten Beziehung berechnen, wenn auch nur zwei der 
Differentialquotienten oder der Wärmen c, % gegeben sind, 
nur dürfen es nicht die latenten Wärmen und die durch sie 
bestimmten Differentialquotienten sein. 


Sofort müssen wir aber zu diesem Satze eine Einschränkung 
machen. Setzen wir den Werth von cs aus Gleichung 58) und den 
daraus abzuleitenden Differentialquotienten : 

fo 9 _ cp 02 p 
at "5 
in die Gleichung 55’) ein, so findet sich: 
C&ü c?p 
67 _—- + —- 
) J cv c»y9:’ 
analog ist aus 56) und 59): 
ec c2v 
68 J-=-—-9 _._. 
) cp v c®#: 

Sind also auch c, und c, selbst nicht bekannt, so sind es 
doch ihre partiellen Differentialquotienten nach v bezw. p, 
also sind sie auch selbst bekannt bis auf unbestimmte 
Functionen der Temperatur. 


Damit ist die Theorie der in Betracht kommenden Wärmen und 
der damit zusammenhängenden Differentialquotienten der Entropie 
und der Energie erledigt. 

ı" nergie und thermodynamische Potentiale. 


rang der inneren Energie haben wir die 
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y jew av= rag —aw, 
 \69,) av—=J9a4S — dW. 


“ Die letzte Gleichung ist namentlich interessant, sie giebt die Energie- 
änderung durch die Aenderung der Entropie und der äusseren Arbeit. 
Da @dU und d S, wie bemerkt, analytische vollständige Differentiale sind, 
so setzen sich die unvollständigen Differentiale 9 dS und 41V stets zu 
einem vollständigen Differential zusammen. Ist ® constant während 
des Vorganges, der Vorgang also ein isothermischer, so giebt auch 
9dS ein vollständiges Differential, folglich muss dann auch d Wein 
vollständiges Differential sein. 


IsothermischeVorgänge sind nur möglich, wenn dabei 
die Aenderung der äusseren Arbeit Null oder ein vollstän- 
diges Differential ergiebt. 


In dem hier behandelten Falle sollte d W = pdv sein, dieses ist 
allgemein kein vollständiges Differential, da aber für eine constante 
Temperatur p mit Hülfe der Zustandsgleichung sich allein als Func- 
tion von v darstellen lässt, und f(v)dv ein vollständiges Differential 
ist, so lässt dieser Fall auch isothermische Vorgänge zu. 

Umgekehrt kann man sagen: Da erfahrungsmässig isother- 
mische Vorgänge unter Arbeitsleistung gegen gleichmässigen 
Druck existiren, so ist zu schliessen, dass es eine Zustands- 
gleichung zwischen Druck, Temperatur und Volumen giebt. 


Für isothermische Vorgänge ist also: 
69,) dU=d(JBS — W). 


Da wir S und W beliebig um Constanten vermehren können, ohne den 
Ausdruck rechts zu ändern, so ist U für diesen Fall: 


70) U=J9S—-W+a+ BP, 
wo & und ß willkürliche Constanten bedeuten. 
Ferner haben wir für die Aenderung der äusseren Arbeit die 


_ beiden Ausdrücke: 
oT aw= dag — ar, 
"AIrı) aw=J8aSs-— ar, 


— U(JIS — UT) — JSab. 


Setzen wir | 
PP F=U-—-J®S, 
so wird 
0) 7) dW= —dF— JSdd. 
Bei einem isothermischen Vorgange ist 49 — 0, somit für diesen Fall 
72) dW=—dF, 


dF ist ein vollständiges Differential. Von Kräften, welche so beschaffen 
sind, dass die von ihnen geleistete Arbeit durch das Integral eines 


— . Pr 
- . - - - - —_— - BI - 7 um =... .— = - _..” _ 
” on .. Fi & 
or. - ‘ L 2 . . - 
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int, nu gehen obige 
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oU (#8) 
Eu (78 ih 


(), -1(% (d = - _ 
»)-- 


cF 
76) 5), =—ı». 


oder: 


Die erste Gleichung giebt die Entropie, die zweite den Druck als nega- 
tiven Differentialquotienten des thermodynamischen Potentials F. 
Nehmen wir ferner p und ® als unabhängige Variabele, so ist 


ve), +), 
-[Eö) Hilo + [9 Hr &]er 


oU 0v os 

5), (68), 7° 2 = 

eu » (= 2) — (2), 

>— JO 

55) „r? | 

Da p und 9 unabhängige Variabele sind, haben wir p (5) 
Up 
= ), und analog 9 (5 —) = (3 (5) ‚ ferner ist p (&), 
s 


-(” ee), — v, und endlich 9 er 5) — (© 3) — S, somit wird 
D)/» CV9 Jr 


somit 


U — JS +pV,=—JS, 


— W- JS ps =-+v. 


Setzen wir 
RB U- JS +pv—=9, 


so ergiebt sich also: 


zwei Gleichungen, welche die Entropie und das Volumen durch par- 
tielle Differentialquotienten einer Function ® darstellen. 
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® ist eine Function genau der nämlichen Art wie F, man nennt 
sie deshalb ebenfalls thermodynamisches Potential. Da die Entropie 
sowohl durch F' als durch ® ausdrückbar ist, und zwar immer durch 
den Differentialquotienten nach der Temperatur, im ersten Falle aber 
für constantes Volumen, im zweiten für constanten Druck, so kann 
man F als thermodynamisches Potential für constantes 
Volumen, ® als thermodvynamisches Potential für constan- 
ten Druck bezeichnen, und es ist 

Ss o=F-+pe. 

Man wäre versucht, es nun auch noch mit dem dritten paar 

Variabeln, p, v, zu versuchen, neue entscheidende Formeln kommen 


aber nicht zum Vorschein. 
Nunmehr haben wir noch, nach 74) und 75): 


T,) u=F--2(55): 
und nach Q) und 77): 


o® 
v0 8(55) pn 
somit nach 78): 
/o® o® 
T ı=0-2(5 — a) 
a) 0%), p op)/s 


Beachtet man, dass p und v vermittelst 76) und 78) durch die Func- 
tionen F und ® bestimnit sind, dass vermittelst der Zustandsgleichung 
® als Function von p und v dargestellt werden kann, so ergiebt sich, 
dass alle in der Thermodynamik in Frage kommenden Grössen durch 
die thermodynamischen Potentiale sich ausdrücken lassen. Ich gehe 
jedoch hierauf an dieser Stelle nicht weiter ein (s. Abschnitt 19). 


18. Vorgänge besonderer Art (adiabatische und andere). 


In besonderem Falle sei erstens der Körper während der Aen- 
derung, die sein Zustand erfährt, von einer Hülle umgeben, durch die 
Wärme weder aus ihm in die Umgebung, noch in ihn aus der Um- 
gebung dringen kann. Der Vorgang soll also ein adiabatischer sein. 

Wir haben dann: 


1) UV —=0, 
also für reversible Vorgänge: 
2”, US N. 


Adtabatische reversible Vorgänge sind also stets auch 
isentropisch. Die Entropie eines Körpers bleibt also un- 
geändert, wenn die reversible Verwandlung, die der Körper 
durehmacht, wit keinem Wärmeaustausch verbunden ist, 
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Weiter ist dann stets (unabhängig von der Umkehrbarkeit) : 


3, ) dU+dW=0, 
also 
3,) dU= — dW. 


In adiabatischen Vorgängen geschieht die äussere 
Arbeitsleistung auf Kosten der inneren Energie, und die 
Zunahme der Energie auf Kosten äusserer Arbeitsleistung. 

Zugleich sieht man, dass d W ein vollständiges Differential sein 
muss, da dU ein solches ist. Geschieht die Arbeitsleistung durch 
Ueberwindung eines Druckes p, so dass d W = pdv ist, so muss also 
p eine Function von v allein sein. Da nun ® variabel sein kann, so 
folgt hieraus, es muss noch eine Gleichung zwischen p, v, # geben, mit 
Hülfe deren ® eliminirt werden kann. 

Wir haben nun zufolge den Gleichungen unter D,;) im Abschnitt 16 


4') (dB) = — cs (dv), 
5') (dB) = — ysldp), 
6‘) (dp) = — ya). 


Zunächst zeigen diese Gleichungen, dass in adiabatischen Vor- 
gängen stets Temperatur, Druck und Volumen sich zugleich ündern 
müssen, denn wäre eines der Differentiale Null, so müssten alle Null 
sein, es fände also überhaupt nichts statt. 

Ferner folgt aus den Gleichungen unter L,) in Abschnitt 16 und 
den obigen Gleichungen 4) bis 5): 


7 hr 
8) Jo=+% - Fr 
9') tee 


wozu noch die gewöhnlichen Gleichungen für c; und 93 kommen. 
Mit Hülfe eines adiabatischen Vorganges lassen sich 
also alle Wärmen c und 7 ermitteln, wobei die total geschriebe- 
nen, in runde Klammern gesetzten Differentiale sich auf Aende- 
rungen während dieses adiabatischen Vorganges beziehen, also bei- 
spielsweise u 5 
eine Temperatureinheit bedeutet, während diese Temperaturänderung 
nicht durch Wärmezufuhr, sondern durch den Vorgang im Körper 


die Ausdehnung für Aenderung der Temperatur um 


selbst bewirkt wird, eine Ausdehnung, die von der normalen cv 


0% 


ss zur Bestimmung des Verhältnisses der 
chen Wurmen Anwendauz finder. Endlich ist noch 

„ie (ap) 
75 (49) 


Nun 1, nenn = san). 


chung zwischen y. t und ®; eliminirt man 
y n Zustandsgleichung eine der Variabeln, 
tulmuıd  aw gerultirt eine neue Gleichung zwischen den beiden 
Sunuhbeln, die adiabatische Zustandsgleichung, die 
‚gleichung besteht. 

vteunn handele es sich um einen Vorgang ohne Aenderung 
von age. um einen isenergischen oder isodynamischen, 
Inh 6. danm ist: 


si a=dW. 


Im unse Warme wird in der äusseren Arbeitaleistung ver- 
kandeh Det line Arbeit pde. so wäre hiernach: 


we auhındn 


Ey Idy— ypde. 
hun ben hungg 


in cınem solchen Vi 


ıge sich jedenfalls Temperatur, 
umen alle drei zugleich ändern müssen, wenn nicht zu- 


untl 


Inearkonnel 
tn wen velbst 0 ist (wie bei idealen Gasen). Die Wärmen c, 7 
un 


hatten wor au den Gleichungen für €5. 79, und den aus Ds) folgenden: 


ı 

ei eldei m ldB] 4 cnlde), 
1 

I ylelmeld®| + Yoldp), 
ı 

ini J pldel m zuldpl + zu[de), 

uber. 1 

" Pe ER N CL2 | 


[a8] 
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das heisst: 

20') Ja) as) | 55 ar 
21‘) Im=ri, ae r 8} 
22‘) Ip = (? 2 —# er 


Also auch ein isodynamischer Vorgang ist geeignet, die Wärmen 
c und Y zu ermitteln. Zu beachten ist aber, dass die in eckige 
Klammern gesetzten geraden Differentiale die Aenderungen der be- 
treffenden Grössen nur in diesem besonderen, isodynamischen Vorgange 
bedeuten. Endlich haben wir: 


— 1 pdv 
23) 5-7 9 ’ 


wonach also für diesen Fall 2 eine integrable Grösse, das heisst 


5 eine Function von ®v sein muss. Selbstverständlich giebt es auch 


hier eine besondere Zustandsgleichung, die isodynamische Zu- 
standsgleichung. Der dritte Fall wäre 
dW=0, 

wenn also im Vorgange äussere Arbeit nicht geleistet wird. Wir 
hätten dann: 
24’) J4Q = dU. 
Die ganze zugeführte Wärme wird zur Vermehrung der inneren Energie 
verwendet. Einen solchen Vorgang können wir einen anergischen 
nennen, er ist entweder apiestisch oder isometrisch. Ist der 
Vorgang reversibel, so wird 

IU 
25' JdS= 9 


Da nun dS ein vollständiges Differential ist, so muss in diesem Falle 


nicht allein dU ein solches sein (was es stets ist), sondern auch 
Die weitere Betrachtung erfordert die Zerlegung in Unterfälle. 
Handelt es sich wieder nur um Arbeitsleistungen gegen einen äusseren 


Druck, so dass dW = pdv ist, so wäre hiernach 
pydrvr—=(, 


also entweder p — 0, der Vorgang apiestisch, oder dv = 0, der Vor- 
gang isometrisch. 
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Im ersten Unterfalle » = 0 befände sich der Körper in einem 
absolut leeren Raume, auf seiner Oberfläche lastete gar kein Druck, 
dann wäre auch dp = 0 und, wenn wir apiestische Aenderungen 
durch Accente symbolisiren, zufolge der Gleichungen F) in Ab- 
schnitt 16: 

ey 


dd — 39 dv, 
26) _: 
[ ® ö 
also: 
[6 s),+ (5,68% 
27‘) en 5), day, 
„ __fEUN Ev ,. 
du’ — (= Brtiz 


Da in diesem Falle die Zustandsgleichung nur eine Function von 9 
und # ist, ergiebt sich aus diesen Gleichungen, dass dU’ = f(9)d®' 
ist, worin /(®) nur von ® abhängt, folglich ist in der That inte- 
grabel und der Vorgang möglich. dS’ ist darum auch nur eine Func- 
tion von 9, und demnach sind die Energieänderung und die Entropie- 
änderung nur abhängig von der Anfangs- und Endtemperatur. 

Für diesen Fall ist auch: 
28’) F=6, 
sind also die beiden thermodynamischen Potentiale gleich und können 
ebenfalls als Functionen nur von ® dargestellt werden. Ich komme 
auf diesen Fall und seine Modificationen später zurück. 

Im zweiten Unterfall würde 

dv=0 

sein, der Körper wäre absolut unausdehnbar oder befände sich in un- 
ausdehnbarer Hülle eingeschlossen, der Vorgang wäre isometrisch. 
Dann ist, indem isometrische Aenderungen in gewundene Klammern 


gesetzt werden: 
() 


29) an (er) 148} + (2), td) ade 


lau! — _ ( aa\ , 


und da auch: 
cv 
c® 
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somit 


y v 
op 
= — a9) = = +75 149) 
cp 
wird, geben die zweite und dritte Gleichung für dU auch: 


en =[C9,- ED, ä]en 
av) = 55 (a8). 


Beachtet man die Dehnionngleichungen für die c und Y unter J) 
ın Abschnitt 16, so findet sich also: 


du) = Je, {d$}, 


0 
fat) = (« + Y5 55) de, 


30’) 


31’) 
lau) = Jy DEREN 
ur Y Zune 
und 
, d? 
ds! — et, 
| 
32’) as = wH+Y 22) en, 
op 1d®) 


Die einzige Grösse, die noch übrig bleibt, ist 9. Hat man d®—=0, 
so handelt es sich also viertens um isothermische Vorgänge. 
Wie wir schon wissen, ist dann die äussere Arbeit bestimmt durch ein 
vollständiges Differential des thermodynamischen Potentiales F, nämlich 
indem isothermische Aenderungen durch Ueberstreichen gekennzeichnet 
werden, ist 
33’) daW=—JUF. 


Ferner haben wir: 


. — J(y,dp + Yndov) 
und darın ist 
RR 0% 
nm a ee A Ahr Fr _ cp 
0, also = — de =+ dv, 
Op 


ya Vıertws Capitel. 


BUILT 
in m. I.. — | 1,7 Y 
ng in = I» A - +) dv, 


ctua eristrechend 


IS —_ Ur de 
., fr der 
35’) IS N 
cp 
_ ee 7 Far 
US — N r 
Da allgemein 
cp 
Iı > 7 ry 
so ist 
36’) J ds = 4 dv, 
Ö . . 
also muss jedenfalls v sich so ändern, dass . ? dv ein vollständiges 


08 
Differential ist. 
Da ferner ® constant ist, nimmt die für das Gleichgewicht gel- 
tend« Beziehung 


JiS — an a _pdv —=0 


fär isothermische Vorgänge die Form an: 
JdU9S— DT) — pdv=O0 
‚der 
37", AF+tpde=0, 
wie wir schon wissen. 
Aendert sich auch der Druck nicht, handelt es sich also um eınen 


isothermisch-isopiestischen Vorgang, so wird pdv = d(pv), somit die 
Gleichgewichtebedingung 


KF—ypr) "') = 0 
oder 
38’) I® —ı. 
Dar thermudynamische Potential ® hat für isothermisch - isopiestische 
Vorginge im erreichten Gleichgewicht einen Grenzwerth. 
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Denken wir uns, dass das System ohne Aenderung von Druck und 
Temperatur aus dem Zustande, in dem es sich befindet, in einen 
anderen mit den Bedingungen, denen es unterworfen ist, verträgliehen 
Zustand übergeht, so ist also die dabei eintretende virtuelle Variation 
des thermodynamischen Potentials ® 


39’) 069 =0; dI9=6d—=0. 


189. Erweiterung auf noue Variabeln. 


Wenn die Arbeit gegen einen gleichmässigen Druck geleistet 
wird, können wir die Hauptgleichungen darstellen durch das System 


79) da U=J4Q — dW, 
80) AW = pdv, 

81) dAQ = HdS, also auch 
82) dU=JdUS — pde. 


Nun sind die Variabeln, welche durch den Zustand des Körpers 
bestimmt werden, p, v, 9, U, S, F, ®, Druck, Volumen, Temperatur, 
Energie, Entropie und die beiden Potentiale. Zwischen diesen müssen 
fünf endliche Beziehungen bestehen, so dass immer nur zwei von ihnen 
willkürlich sind. Bis jetzt haben wir als willkürliche Variabele immer 
nur zwei derjenigen betrachtet, welche in der eigentlichen Zustands- 
gleichung enthalten sind. Aber nichts hindert, die anderen vier 
Grössen U, S, F und ® ebenfalls hierzu zu benutzen. Wir hätten 
hiernach zu den Variabelnpaaren 


P,v, pP, d; d, ® 


A;) 


noch die 

»,0; 28; »F; 9,9 9,7 98 9,F, 9,9; 
vU;, v8; vF; v®,;, US, UF, U®d, SF; SP; F,®. 
Von diesen Variabelnpaaren sind drei in den obigen Gleichungen von 
vornherein enthalten, also anscheinend von besonderer Bedeutung, 


nämlich ®, S; v, U, TU, S. Nehmen wir erst das Paar v, S, so bietet 
sich sofort die Gleichung 82) dar. Da nun allgemein 


83) av=(), a5 + (2 .), 


ist, so setzen wir zufolge 82): 


ou 
I — | — 
83) J (2 3) 


eoU 
84) pP = — (5), 


das heisst, die Temperatur ist gleich der Zunahme der 
7* 


Ü)) 


2053732 
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Energie für eine Zunahme der Entropie um eine Einheit bei 
constantem Volumen, der Druck ist gleich der Abnahme der 
Energie für die Zunahme des specifischen Volumens um eine 
Einheit bei constanter Entropie. Ferner haben wir 


85) diW=pydi—— (&), dv, 


u ev 
[eo a9 =9as= en as. 
, 


Das zweite Paar sei v und U. Wir haben erst 


_ dU + pdv 
Jas= —g—, 
also wird wegen 
dSs= ” a), + „er 


90) JiQ=du+ 


Das dritte Paar sollte U und S sein, Aus 82) folgt 
JBdSs —dU 
—— m} 
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Die anderen Variabelnpaare kommen in den thermodynamischen 
Gleichungen nicht vor, ihre Benutzung ergiebt darum auch nicht s0 
einfache Beziehungen. 


Führen wir aber in die thermodynamischen Gleichungen zunächst 
die freie Energie F' ein, so bieten sich weitere Variabelnpaare zur 
Anwendung dar. Wir haben wegen 71;) in Abschnitt 17 


aF = — JSd9 — pdv. 
Das nächste Paar, das sich darbietet, ist alsdann 9, v, dieses haben 


wir zwar schon verwendet, doch stellen wir des Folgenden wegen die 
Gleichungen zusammen. Es ist 


„F 
%, JS=— (3) und u=rF—#(25 _—_ 9 KG 
OF | 
1) 
u? 00/5 
m) dW—=— (&) do, 


98) 49 —— da (5 | 


Die ersten beiden Gleichungen sind dieselben wie die 75), 76) in 
Abschnitt 17. 


Das Variabelnpaar 9, F ergiebt 
dvz=— aF + 7Sa8 
p 
also nach bisheriger Schlussweise 


1 0v 1 
U,) 99) » — (5), 3 oder p .— om 00 u | 
. oF)s3 


somit 


103) 


105) dV— + 


106) id = — Bu | 


a] 


Analoge Gleichungen kann man ableiten, wenn das therm 
dynamische Potentiel © eingeführt wird. 
ich pdv = d(pv) — vdp setzt, wird 
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oder zufolge R) im Abschnitt 16 
dd = — JSdAB + rdp. 


Die Variabelnpaare, die jetzt zur Verfügung stehen, sind p, 9; 
®, 8 und ®, p, und es ist: 


9, p-Variabele. 


o® o® 
107) JS= (5 ge), U—-®— (5), — » (3), 
108) v—=+ (5 
U,) “ 
109) dW = pd [ >) „|; 


110) JIQ— — Bd (5 | 


Die Gleichungen 107) und 108) sind dieselben wie die Gleichungen 
77) und 78) in Abschnitt 17. 


9, D-Variabele. 


1 
111) 7 &) ; 
O®D)/s 
(58) (38) 
_ \08 Ja or.» _.D_ 
112) JS= @ und U=® + (22) @ , 
o®D/s o®P)s c®/s 
U,) 
113) dW = pd | -;— -— |, 
(e 
G ), 
(#), 
114) Jagq—#a| \° 
(22), 
», P-Variabele. 
(0 
U,) {115) JS= 1 dU=® BA + a): 
TR 
, (6). 


As Verrer (.apne, 


| u Be 
| m — 
r 
®, 
.» _ 
. Lo. I. 
” 
ur 
m a + 
©. 
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also unmittelbar den Werth von pv, d.h., die Differenz der Potentiale ® 
und F’ ist gleich der Arbeit, welche der Körper leistet, wenn er unter 
constantem Druck von unendlicher Kleinheit zu seinem Volumen v 
anwächst. 

Giebt es Körper, für welche 9 als Function vom Product pv sich 
bestimmt, so ist für diese auch 9 durch ® — F' zu berechnen, oder 
wie wir auch umgekehrt sagen können, P — F' ist für solche Körper 
eine Function nur von der Temperatur. 

Das ist von Wichtigkeit, weil wir in der That Körper kennen, für 
welche dieses mit sehr grosser Annäherung zutrifft, die Gase und 
Dämpfe. Thermodynamisch aber giebt dieses Variabelnpaar nichts. 

Ueberhaupt können die Variabelnpaare, welche nur in end- 
lichen Beziehungen zu einander stehen, wie F' und T, F und S, 
® und UT, ® und S, F und P, keine thermodynamische Gleichungen 
ergeben, weil sie eben nicht auf Veränderungen begründet sind, 
sondern bestehende Zustände betreffen. Lediglich endliche Glei- 
chungen für gewisse Grössen kann man aus ihnen ableiten, wie die 
obige für pv oder wie die folgenden: 

FE Zus 
F+ $BS=TU, u.sf, 


die alle in den Definitionsgleichungen für F' und ® enthalten sind. 
Durch die Functionen F und ® lassen sich auch die specifischen 
Wärmen ausdrücken. Es ist 


% (@F 
19 "nT (Fr); 
9 (02 
120) CC = — — (FF) . 
F J \c9), 


Schliesslich ist noch zu bemerken, dass, wenn das gerade vor- 
liegende Problem es verlangt, auch irgend welche andere Varisbeln- 
paare eingeführt werden können, als die hier behandelten. Bezeichnen 
wir ein beliebiges Variabelnpaar durch z, y, so haben wir: 


S r 


121) JA IW= dx +7 < „ay 
132) IW—p (— de +! 2 day), 
vi. Bi y 
128) I (2 de+ = dy), 
CV 
) adU= (e—r;n)de + (mr dy. 


nn, wenn 


ll 


ll 


2 Seciumpe esogen sich nur auf 
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die thermodynamischen Gleichungen. Aus der zweiten Gleichung 
würde beispielsweise folgen, wenn die sämmtlichen x wirklich von 
einander unabhängig sind, 


oU os ev 
129) I, 7? 0 3x’ a], 2, 2. N, 
was n Gleichungen ergiebt, aus denen dann weiter resultirt: 
0U OU 
130 020m Ömom 


Im Wesentlichen bleibt also alles ungeändert, nur die Zahl der 
Gleichungen vermehrt sich entsprechend der Zahl der unabhängigen 
Variabeln. Sind die x nicht alle von einander unabhängig, sondern 
durch Gleichungen von der Form 


fi (v1, Ion In) = 0, a (21, tg: “.. En) = 0, ...- 
fi (21, Lg) »0 Ln) =— 0 


verbunden, so hat man zuvörderst mit Hülfe der Beziehungen 


Bam + at tan, 
or, 0x 

fr e% O fa —_ 
on dx I +73 dx, +. Br" din = 0, 
7 fi, ef 
da, dz, + m, dxXg -1- ... An dan —0 


$ der Grössen dx,, dXy, ..., dxn zu berechnen und deren Werthe in die 
thermodynamischen Gleichungen einzusetzen. 

F und ® sind ebenfalls als Functionen der %,, X, -:„, In &NZU- 
sehen. 


20. Graphische Darstellungen in der Thermodynamik. 


Neben den analytischen Methoden in der Thermodynamik werden 
auch geometrische Versinnbildlichungen zur Anwendung gebracht. Wir 
verdanken ihre genaue Ausbildung insbesondere dem schon so oft ge- 
nannten amerikanischen Forscher Gibbs. 

Da wir jede der in Frage kommenden Grössen durch zwei Grössen 
sussudrücken vermögen, so haben wir es immer mit Gleichungen zwi- 
schen drei Grössen zu thun. Die allgemeinste Versinnbildlichung findet 
also durch Flächen statt. Wir nennen diese Flächen allgemein 
thermodynamische Flächen und specialisiren sie durch Hinzu- 
fügung der Grössen, auf die sie sich beziehen, z. B. thermodynamische 


'ar . „zurz.. - iermsca - Tempers:- -Ler 
«nar Geser Kaur- zw 

Pr "ze Im er pici cr men 
B 2 me oc gu m giebt er zen 
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Fläche=pv®. Diese Fläche ist also die Zustandsfläche. Denken 
wir uns ihre Gleichung in der Form #® = f(p, v), und setzen die 
reciproken Werthe des Spannungscoöfficienten und des Ausdehnungs- 
coöfficienten gleich & und ß, so sind die Richtungscosinus A, u, v 
der Normale für jeden Punkt », v, ®: 


A —- Zn , =—— ==: ß =—m, —_ __ 1, 
Mrara HT yırare "rar 


also umgekehrt 


oder 

Cp\ __ eos(n, 9) Gv\ __cos(n, 9) 
(58), cos(n, p) ' (G5 v» _cos(n, v)' 
wo n die Normale an der Stelle »v® ist. Bezeichnen wir die Neigungs- 
winkel der Tangentialebene an der Stelle 999 gegen die Horizontal- 
richtung in den Verticalebenen P ® und v9 (also die Winkel, welche 
die Schnittlinien der Tangentialebenen mit den Ebenen p®, v9 gegen 
die p9-Axe bezw. v-Axe bilden) mit @ und %, so ist hiernach 


Spannungscoöfficient — cot@, Ausdehnungscoöfficient — cot, 
und die Gleichungen 58), 59) und 61) in Abschnitt 16 ergeben noch: 


d 


= cotp, "2° = — coty; 


J@—a) _ 
g—-= cotp coty. 


Die anderen Flächen sind die eigentlich thermodynamischen 
Flächen, sie sind alle dadurch ausgezeichnet, dass sie durch eine be- 
stimmte Differentialgleichung charakterisirt sind, nämlich die thermo- 
dynamische Energiegleichung 


du— JdaS — pdv, 


da wir die Differentiale beliebig in andere Differentiale umsetzen 
können. 
Betrachten wir sogleich diejenige Fläche, deren Coordinaten- 
- “ifferentiale in der obigen Gleichung selbst enthalten sind, also 


‘Fläche —=vST. Nach dem Gleichungssysteme U,) in Abschnitt 19 


Ih Tore zum 


Harn um y J ran ZA TR IDEE su ergibt sich 
IF = 41. 3=— 48 


hun 0A Sesuperstzr eewamıez am: au die Iangenten der 
Yayınyawınka: der Vangent.artana 21 Ser Vctzmen-Eatropie-Energie- 
Kama yayın dia Kutropie- tazw. Vo:rzezase (bes auf die Zeichen!). 


Viarha °cWHF. Dar Syrem U,, in Abschnitt 19 zeigt, dass 
dar Ar auf die Zeichen) für die Entropie und den Druck die näm- 
hahan Besichungen gelten wie oben für Temperatur und Druck, es sind 
nur Vamperstur init Entropie, Energie mit freier Energie (Potential F‘) 


va vartaunchen. 


Kiache „MD. Wieder gelten die nämlichen Beziehungen für 
Ma Mutropin und dan Volumen, zu vertauschen sind Temperatur mit 
unteopin, Druck mit Volumen. 

ar (dia anderen llächen Analoges abzuleiten, will ich unterlassen, 
ılnn Vorntahnnde int schon das Wichtigste. Es lehrt, dass den Flächen 
ned ent, 0,0, F;, p, ©, ® gans besondere Bedeutung zu- 
kennt, 

Nush eine andere Methode der geometrischen Darstellung ist 
wlleh und mohr viel angewendet. Bei dieser Darstellung bedient men 
ninh ler Iihene, Man muss dann von den drei Variabeln immer eine 
muntant halten und atellt die Beziehung zwischen den beiden 
amlmen \arinbeln durch eine Curve dar. Giebt man den aus- 
uumultinlenen Variabeln andere und andere Werthe, so erhält man 
wlan nad andern Curren. So kann man ein ganzes System von 
nina oniatmmiren, deren jede einem Werth der dritten Variabeln 
wiegt nnd lie hiernach insgesammt auch die Werthe der dritten 
\arıahalı umtanen. Je nachdem €,p.9, U,S, F,® constant er- 
halten wand, hat man Systeme isametrischer, isopiestischer,, isotbermi- 
el. ateigiacher amd italvnamischer genannt), isentrepsscher und 
Niratettiien Vo lvoniisaten sind zwei der anderen Varmbein, so 
» No oamwettinsde Verkälaisse, 8 oder #Uuz£ Hiernach 
halunına YNmt2 don... Don Tin. F®, m denen Curven- 
alme Do. ı ».. .Y,»$ men. de für irgend cine 

anno vamn ax Jorsisrte inter om Jade saure Ebene 
WONG N ER LT Kr GRänse GB Kärwerz, und 


in Der ai ana (arer penis anne Ireseser aumen be- 
a BR BE DE U Be an. 2m Ze (SUMLZERHE iss: Pımk-es 
Nenn Tas Dem IneeE Kurs gerad 
nn. 
N . - Salirtara x Xczuer men Vır- 
von ER s nn [ITeERTEEER Wer 
‘ . n z mann 1] i mi Er ZUBEHTL. 
Yon x i ‚uzalag. >e De 
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Variabele, für deren einzelne constante Werthe die Curven gezeichnet 
sind, heisse 2, jeder Curve xy entspricht ein Werth e, wir können 
kurz sagen, jeder Curve gehört eine Nummer 2, oder £, u. 8. f. an. 
Sind nun die Werthe, welche die Zustandsänderung bedingen, 


Ip Yır Zı5 Far Ya a; 83, Ya, Dar +++, Im Ynı Ans 


so sucht man auf der Curve mit der Nummer &, den Punkt mit den 
Coordinaten x,, %,, auf der mit der Nummer 2, den Punkt mit den 
Coordinaten x, %s, -.., auf der mit der Nummerz,„ den Punkt mit den 
Coordinaten x„, Yn. Verbindet man die so auf den einzelnen Curven 
erhaltenen Punkte, so repräsentirt die neue Curve den Gang der 
Zustandsänderung des Körpers, wir sagen kurz den Weg des 
Körpers. 

Da, wenn die xy einmal festgestellt sind, 2 jede der fünf übrigen 
Variabeln sein darf, so kann man auf demselben Blatte fünf Curven- 
systeme der xy verzeichnen; jedes System entspricht einer der fünf 
übrigen Variabeln, und seine Curven sind nach den Werthen dieser 
Varisbeln zu numeriren, und in jedem Systeme kann der Weg des 
Körpers verzeichnet werden. Wir haben also auf jedem Blatte ein 
Coordinatennetz, aber fünf Curvensysteme. Das Blatt bezeichnen wir 
nach dem Coordinatennetze, z. B. pv-Blatt, vS-Blatt u. s. f., die 
Curvensysteme nach der Variabeln, die jeder Curve die Nummer ver- 
leiht, x. B. 8-System, p-System, S-System u. s. f. (d. h. isothermisches, 
isopiestisches, isentropisches u. s. f. System). Wie jedem Coordinaten- 
netze, also jedem Blatte, d. h. jedem Paare der Variabeln, fünf Curven- 
systeme szugehören, so gehören zu jeder Variabeln 15 Blätter. Alle 
isothermischen Curven also sind auf 15 Blättern verzeichnet, ebenso 
alle isodynamischen u. s. f. 

Wir wollen auch hier einige der Curvensysteme betrachten, jedoch 
nur, um hervorragende Eigenschaften derselben zu ermitteln, ihre Be- 
deutung und ihr Werth wird wie der der thermodynamischen Flächen 
später in der Anwendung erst erhellen. 

Das Volumen-Druck-Blatt. Isothermisches System der 
Zustandsgleichung. Die Variabeln sind hier v, p, die Curven sind 
nach Werthen der ® numerirt, das ganze System repräsentirt die 
Zustandsgleichung des Körpers. Das Coordinatennetz ist ein Druck- 
Volumennetz. Die erste Curve ist die für den absoluten Nullpunkt 
der Temperatur, nach oben hin ist die Zahl der Curven nicht begrenzt, 
da wir für die Temperatur keine Grenze kennen. Da wir ferner keinen 
Körper kennen, der das Volumen Null hat, so müssen alle diese Curven 
auf einer Seite der »-Axe liegen, keine Curve kann die Druckaxe 
schneiden. Drucke Null können wir allerdings mit sehr grosser An- 
näherung hervorbringen, negative Drucke aber haben nur unter ge- 
wissen besonderen Umständen einen Sinn, lassen wir diese ausser Acht, 
so liegen hiernach alle Curven in einem Quadranten. Die Tangente 
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der Winkel ihrer Tangenten mit der Druckaxe bestimmen die iso- 
thermischen Compressionscoöfficienten. Will man die Ausdehnungs- 
coöfficienten entnehmen, so sucht man auf zwei aufeinander folgenden 
Curven die zu demselben p gehörigen v, die Differenz dieser v dividirt 
durch die Differenz der Nummern der beiden Curven giebt diesen 
Coöfficienten. Aehnlich erhält man den Spannungscoöfficienten, indem 
man auf den auf einander folgenden Curven die p zu demselben v er- 
mittelt und ihre Differenz wieder durch die Differenz der Curven- 
nunmern dividirt. Hieraus wieder erhält man mit Hülfe der bereits 
bekannten Gleichungen c9, %3 und cy — ty. 

Wenn wir die Zustandsänderung des Körpers durch Aenderung 
von p, v und ® darstellen, so erhalten wir also dem Vorigen zu Folge 
eine Curve, welche im Allgemeinen das System schneiden wird. Jeder 
Punkt dieser Curve ist wieder definirt durch Coordinaten p, v; daraus 
folgt, dass die äussere Arbeit auf dem Wege der Zustandsänderung, also 


W= [»av, 


gleich ist dem Flächenstücke des Blattes, welches zwischen dem Wege, 
der Volumenaxe und den von den Enden des Weges auf diese Volumen- 
axe gefällten Lothen liegt. Ist der Weg in sich geschlossen, so ist die 
äussere Arbeit hiernach gleich dem Flächenstücke, welches von dem 
Wege eingefasst wird. Diese einfache Darstellung der Arbeit im iso- 
thermischen p v-Systeme ist von grossem Interesse und findet die weit- 
gehendste Anwendung, sie ist schon sehr lange bekannt. 

Bezeichnen wir den Anfangswerth der Energie mit $S,, den End- 
werth mit S,, so ist die während eines Vorganges aufgenommene 
Wärmemenge 


S, 5 
as 


Wir können hiernach aus demselben p v-Blatte auch die aufgenommene 
Wärmemenge ableiten. Man zieht die isentropische Linie p, v für den 
Anfang des Vorganges und ebenso die für das Ende; das Flächenstück, 
welches zwischen dem Wege, den beiden isentropischen Linien und 
derjenigen isothermischen Linie p” liegt, welche zu 9 = 0 gehört, 
stellt die ganze vom Körper während des Vorganges aufgenommene 
Wärme dar, dabei ist aber statt der Ordinate p jedesmal das zugehörige 


(8 ,) zu setzen. 


Ich habe diese Verhältnisse in der Fig. 2 für einen erdachten 
Fall versinnbildlicht. Die Coordinatenaxen sind durch 9, ® bezeichnet. 
Die Curven pr tragen die Nummern , =0, 9, =1, 9 =3, 
9% —=3, 9, —=4u = f, sollen also gelten für die Temperatur 0°, 1°, 
2°, 3%, 4° u.s.f. AB ist der Weg des Körpers, A C giebt den Anfangs- 
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druck 99, BD den Enddruck p,, EF irgend einen Zwischendruck p, 
OC ist das Anfangsvolumen vo, OD das Endvolumen v,, OF ein 
Zwischenvolumen dv. BS, ist die Anfangsisentrope, BS, die End- 
isentrope. Die Arbeit auf dem Wege AB ist gleich der Fläche ABCD, 
die aufgenommene Wärme gleich dem krummlinigen Viereck ABS; 8}, 
wobei die Ordinate zu irgend einem Punkte immer gleich der zu 


diesem Punkte gehörigen Grösse & = zu setzen ist [Beispistewsise 


in E gleich ist (° 5) für 8, 9, e)- 

Da [au=[J848— (pdv, zo giebt die Differenz der 
beiden Flächenstücke, von denen die eine die Wärme, die andere die 
Arbeit darstellt, und die so zu berechnen sind wie angegeben, die 
‚Aenderung der Energie Fig. 2. 
auf dem Wege. Diese v 
Aenderung ist also in 
unserem Beispiele Fläche 

ABSS, — Fläche 
ABCD. Mit dem iso- 
thermischen und isen- 
tropischen Systeme des 
pv-Blattes haben wir 
also schon alle Beziehun- 
gen erhalten, die an- 
deren drei Systeme 
wollen wir übergehen. 

Ob ein Flächenstück 
als positiv oder als ne- 
gativ zu rechnen ist, 
hängt von der Fest- 
setzung ab. 

Wirrechnen Flächen- 
stücke als positiv, wenn 
ihre Umgrenzung von links nach rechts umfahren wird, als negativ, 
wenn das Umgekehrte stattfindet. Also der Integrationsweg soll 
immer von links nach rechts laufen, wenn es sich um vom Körper 
geleistete Arbeit oder aufgenommene Wärme handelt, umgekehrt 
von rechts nach links, wenn der Körper die Arbeit erleidet oder die 
Wärme abgiebt. 


Temperatur-Entropieblatt, isopiestisches System. Wie 
früher denken wir uns in ein Netzwerk, dessen eine Axe aber jetzt die 
Temperatur, dessen andere Axe die Entropie darstellt, das Temperatur- 
Entropieourvensystem für isopiestische Verhältnisse gezeichnet, die 
Curven gehören also zu Pu, Pı, Pr, «-. Sie beginnen mit dem kleinsten 

Weinstein, Thermodynamik. 8 
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welchen hei Arm betreffenden Körper möglich ist, also meist mit 
oa . oh INS Unendliche fort. Da es einen absoluten 
aiprt- Ar tur, wie wir annehmen müssen, giebt. so treffen 

| "ter sind Asymptoten zu ihr. Ferner sieht man, 
um m uumulfegängenen Falle, dass die während eines Vor- 
mm? Wärme gleich ist dem Flächeninhalte der Figur, 
tw ılienen Vorgang darstellenden Wege, der S-Axe und 
tn dem Anfangs- und Endpunkte des Weges auf diese 
ie Wuatvnet win, und für jeden geschlossenen Weg gleich ist dem 
ge Wrzte eingefansten Flächenstück. Will man die Arbeit er- 
tagt ar are RN durch Anfangs- und Endpunkt die isometrischen 
wma N Die Arbeit ist dann gleich dem Flächenstäcke zwischen 
iv Nogeı Minaonı Inoınotrischen Curven und derjenigen isopiestischen 
EN, weleln wu » —= O0 gehört. Die Ordinaten ® sind dabei 


rw. Bu 
wre AT x 
vie A 


x 


dv' 
dern tw enugehörigen (r ‚jg) @u ersetzen. 
un Kuwnglennderung bekommen wir wieder durch Differenz der 
Yantung Ameniehnelen llächen. 


ty 0 Ss h . . . 
DEI (, 8), aben, so ist die specifische Wärme bei con- 


yantiym Mitiok gleich der Tangente des Neigungswinkels der Curve 
wie un Nummer » an der betreffenden Stelle ®, S gegen die Tempe- 
atytaan, inultiplieirt mit der Temperatur. 
/utulinen wir in demselben Blatte auch die isometrischen Curven 
 &% 0 
ur geninnen "ir " Darstellung für 9 = (68), als Tangente der 
Kutaung der I S-Gurve für die Nummer v an der betreffenden Stelle 
B Nogeyen din T'emperaturaxe, multiplicirt mit der Temperatur. 
\nliumen-Entropieblatt. Die isothermischen Curven geben 
f Y 2 
u alte Taopientischen fi durch die jeweilige Tangente der Neigung der 
irn, N für D bezw. » gegen die Volumenaxe. 
£utulgee der Gleichungen U,) des Abschnitts 16 haben wir 


any cv Ss 


.r _ 
WW — (7) —_ (el 
’ —),0- 0=(Z ‚as 


Iimach ist (abgesehen vom constanten Factor J) die Tempe- 
wat gleich dem Energieunterschiede an zwei Punkten in Richten 
le Autropieaxe. dividirt durch den Abstand dieser Punkte in gleicher 
Huchitunge, und es ist der Druck gleich dem negativen Energieunter- 
alla eweier Punkte in Richtung der Volumenaxe, dividirt durch den 
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Abstand der Punkte in der gleichen Richtung. Die Arbeit ist das 
Product des letztgenannten Betrages mit dem Abstande in der Volumen- 
axe, die Wärme das Product der erstgenannten Grösse mit dem Ab- 
stande in der Entropieaxe. Hieraus geht noch hervor: Zeichnet man 
in demselben Blatte die isenergischen (isodynamischen) Curven, so 
schneiden sich alle zur Volumenaxe Parallelen in Stücke, welche dem 
Drucke, und alle zur Entropieaxe Parallelen in Stücke, welche der 
Temperatur umgekehrt proportional sind. Ferner ist die Arbeit längs 
eines Weges gleich dem Drucke, multiplicirt mit der Projection des 
Weges auf die Volumenaxe, und die Wärme gleich der Temperatur, 
multiplieirt mit der Projection des Weges auf die Entropieaxe. Dass 
man diese beiden Grössen auch durch Flächenstücke darstellen kann, 
ist selbstverständlich. 

Dem Vorstehenden genau entsprechende Betrachtungen lassen 
sich für das Volumen-Temperaturblatt und das Druck-Temperaturblatt 
anstellen, wenn man in ihnen die Energie durch das Potential F' bezw. 
das Potential ® ersetzt, in beiden Fällen vertritt die Temperatur die 
Stelle der Entropie, im zweiten auch noch der Druck die des Volumens. 
Das mag genügen, um die Wege klarzulegen, welche bei solchen geo- 
metrischen Versinnbildlichungen zu verfolgen sind. 


21. Zusammengesetzte Systeme. 


Wenn ein System aus mehreren Systemen zusammengesetzt ist, 
beziehen sich die Fundamentalgleichungen der Thermodynamik auf alle 
Systeme insgesammt. Demnach scheint es, als ob man dann nicht 
genügend Gleichungen hätte, um den Zustand der einzelnen Theile für 
sich zu studiren. Indessen finden dann immer Bedingungen statt, 
welche neue Gleichungen ergeben. 

Eine der gewöhnlichsten Bedingungen ist die, dass die Masse des 
ganzen Systems ungeändert bleiben soll, indem, wenn ein Theil an 
Masse zunimmt, andere Theile an Masse entsprechend abnehmen. 
Diese Bedingung kann sich dahin erweitern, dass nicht allein die Ge- 
sammtmasse erhalten bleiben soll, sondern auch die Massen gewisser 
mechanisch oder chemisch definirter Aggregate keine Veränderung er- 
fahren sollen, so beispielsweise, wenn ein System aus chemisch diffe- 
renten Substanzen besteht und der Vorgang chemische Umsetzungen 
zwischen ihnen, und nur zwischen ihnen, betrifft, bleiben jedenfalls die 
Massen der in diesen Substanzen vorhandenen Elemente jede für sich 
erhalten. Hier haben wir zunächst nur einige allgemeine Betrachtungen 
anzustellen. 

Es sei die Masse des ganzen Systems AM, die Massen der einzelnen, 
bestimmt zu definirenden, homogenen Theile seien M,, Ma, .. ., Un, 
so dass 

8* 
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$M = Zmöcr, 
IM = Zmöan, 
1) Pe 
$M = Emdn, 

wodurch die Variationen der M bestimmt sind. Die ö& können aber 
nicht alle unabhängig von einander sein, denn da wir nGrössen M, 
aber nur Grössen m haben, lassen sich die m aus den vorigen linearen 
Gleichungen unter 10) nicht bestimmen, wenn nicht zwischen den & 
die erforderliche Zahl (n — ) Relationen stattfinden. 

Man kann die Verhältnisse auch noch von einem anderen Gesichts- 
punkte betrachten. Ist zu irgend einem Momente während des Vor- 
ganges die Masse m, in der Masse M, mit der Menge {4 ,, in der M;' 
mit der Menge Aıs,..., in der M„ mit der Menge tı„ enthalten, gelten 
entsprechende Festsetzungen für die anderen Massen m, so haben 
wir auch 
m = + Mat + in Zn 
mn tat + um Zhan 


12) 
m = + wa ++ bin = Ein 
somit 
oda +Öma + + an = Zi 
0= dpa + dus + + dan = Fön, 


0— pi + Öma + + dan = Zn 
Zugleich haben wir 


heut mıt tn 
Beh tmat tun 


IM, —_tintbnt + Min 
me 10) entspricht. 


ng von Bedingungsgleichungen aus der 
ung mit der Art des Vorganges rührt 
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sa > nr Inn zuinipe heisst such jeder Bestandtheil JY des 

mem m "ia mer Some Tier Name scheint nicht glücklich 
=. wu wr nur wm Der Tioasen eines Vorganges sprechen, aber 

«= we Tinei der im hesonders betrefiende Vorgang, 

< zr Name zeit umperechtertigt scheinen, 

> mm srmemnenmen üramäügieschumgen betrifft, so giebt 


vl d=IcRn —- IMdlW. 


ar &rwenüung des zweiten Satzes der Thermo- 
mern 2 wanantaz ünss wenn Gleichgewicht bestehen soll, dieses 
. x am ız jedem Theile für sich Gleichgewicht vor- 
air as Für jeden Theil für sich alle Gleichungen, 
won wu wrummn marpemtlich ist also 


au +4W 
9 


Jas= 


_ duU+dW 

as. 
_dU+dW 

s=7, 


SO NMIS—NMdS + Sci, 
sun win . - 
x HU + dW „ 
won NMONZTÄHLEAI, 


jeht aber darin, in den Gleichungen 

Dilerentiale 

so zerfällt sie in so 
tiale da waren, 
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von ihnen geht man sogar aus. Es fragt sich, wie sich das mit den 
anderen Beziehungen verhält. Am wichtigsten scheint es, zu ent- 
scheiden, wie sich das mit der Zustandsgleichung verhält; hat ein 
Körper für alle drei Aggregatzustände (fest, flüssig, gasförmig) eine 
Zustandsgleichung ? giebt es also eine Gleichung, die einen Körper, je 
nach den Werthen der 9,v,®% als fest, flüssig oder gasförmig darstellt? 
Wir wissen das nicht, wir können es wohl vermuthen, dürfen es aber 
nicht behaupten. Nur so viel ist erkannt worden, dass beim Ueber- 
gange vom Gaszustande in den flüssigen Zustand die Zustandsgleichung 
zunächst erhalten bleibt; wie weit sie aber nachher noch gilt, ob es 
nicht etwa stets zwei Gleichungen sind, die sich nur in den Grenz- 
werthen begegnen, das ist uns noch verborgen. Noch viel weniger ist 
uns von dem Verhalten der Zustandsgleichung beim Uebergange aus 
dem flüssigen in den festen Zustand bekannt, hier kennen wir nicht 
einmal irgend eine Gleichung, die dabei erhalten bleibt. 


Die graphischen Darstellungen lassen sich daher auf Grund 
von Formeln nur für Gase und Flüssigkeiten zusammenfassen, wobei 
für letztere die Curven- bezw. Flächenfortsetzungen nur wenig über 
die Uebergangsstelle hinaus bekannt sind. 


Was die Darstellungen der anderen Variabelngruppen für zu- 
sammengesetzte Körper betrifft, so können wir sie für jeden Theil, und 
zwar durch die unmittelbar gegebenen Werthe, bewirken. Kennt man 
aber die Darstellungen für die Componenten des zusammengesetzten 
Systems, so kann man daraus die Darstellung für das System selbst 
ableiten. Da nämlich, wie aus den Gleichungen A) erhellt, Volumen, 
Energie, Entropie, also auch Potentiale des Aggregates sich aus den 
entsprechenden Grössen der Componenten nach dem Schwerpunktssatze 
berechnen, so findet man offenbar für jede Gruppe von drei Variabeln 
Punkte der darstellenden Fläche für das Aggregat, wenn man auf den 
entsprechenden Flächen der Componenten jeden Punkt mit der Masse 
der Componente behaftet denkt und nun den Schwerpunkt dieser 
Punkte ermittelt, seine Coordinaten sind die Coordinaten des Punktes 
der darstellenden Fläche für das Aggregat. Besteht z.B. das Aggregat 
aus vier Componenten mit den Massen M,, Ma, M;, M,, sind für diese 
vier Componenten die thermodynamischen Flächen v SU bekannt, so 
greifen wir auf jeder dieser Flächen einen Punkt heraus (die heraus- 
. gegriffenen Punkte müssen sich natürlich entsprechen) und denken uns 
in ihm die Masse M, bezw. M, bezw. M, bezw. M, concentrirt. Da 

die Coordinaten sind: 


%ı, 8, U; U, Sp: U;; ds, 83, U5; %, D U,, 
Aa Pioardinaten des Schwerpunktes dieser vier Punkte 


+ Mu + Mv + Mt 
LM. +M + M, 
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s_ #38 rs + IS + MS, 
MM +MIM 
._MU+ Mo + MOL + ME, 


M. — I, + N; + U, 
- EZ zernie Ze entsprechenden Werthe der Variabeln für 
as irseex. ass x Ser Schwerpunkt jener vier Punkte ein Punkt 
ler Zen grzemıermer Fiiche des Aggregate. So kann man diese 
"ame zen ze Trommme üer Flächen der Componenten Punkt tür 
IS wmererme mom zusam möthigenfalls von den graphischen 
Mer oe =- msesuncanurrortn Gebrauch macht. 
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Zustandsgleichung und Kinetik der idealen Gase. 


22. Die Zustandsgleichung idesler Gase. 


Unter idealen Gasen versteht man Gase, zwischen deren 
Molekeln keinerlei Beziehungen stattfinden, ausser dass sie etwa bei 
dem Hin- und Herbewegen gegen einander stossen könnten. Da es 
dann auch keinen Sinn hat, Potentialfunctionen anzunehmen, so fallen 
in den Zustandsgleichungen alle Glieder fort, welche p nicht enthalten 
und sich nicht auf die Wirkung der Umhäüllung beziehen oder auf die 
Zusammenstösse zwischen den Molekeln und Atomen sowie auf die 
Wirkungen zwischen den Atomen im Molekel. 

Sehen wir zunächst von den Wirkungen der Umhüllung und der 
Atome sowie von den Zusammenstössen ab, und bezeichnen für diesen 
Fall $R, mit R, so bleibt in allen Fällen 
ı) pv=R®. 

Die Gleichung heisst die Boyle-(Mariotte-)Gay-Lussac’sche 
Zustandsgleichung der idealen Gase, und sie ist die erste, die man als 
solohe kennen gelernt hat, nachdem man sie für isothermische Vor- 
gänge lange unter der ihr zuerst von Boyle (1660 bis 1668), dann 

von Mariotte (1676) allein gegebenen Form 

2) pv —= Const 
zur Anwendung gebracht hatte. Die Vervollständigung durch Er- 
der Constante durch ein der Temperatur proportionales Glied 
won Gay-Lussaco her. Zu der Zeit nun, da Gay-Lussac 
digung gab, war von der absoluten Temperatur noch 
Rede, man kannte nur die conventionell definirte Tempe- 
mg hat auch die vorstehende Gleichung bei ihm 

 tnsugehen ist. 
w eines Gases mittelst eines beliebigen 
als solche mit t. Sind nun %, fı 
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zwei so bestimmte Temperaturen eines Gases, d,, d, die zugehörigen 
Volumina bei gleichem Druck, so besteht das Wesentliche der Gay- 
Lussac’schen Entdeckung darin, dass 
a_|1 +aet, 
» 1I+0% 
ist, woselbst & eine Constante ist und für alle Gase fast denselben 
Werth hat, wenn dieselbe Temperaturscala der Temperaturmessung zu 
Grunde gelegt wird. Wir hätten hiernach 

pn _ıIteb_ 9, 

?% I+ab © 
Wird ein Thermometer nach Celsius zur Messung benutzt, so 
ist nach Gay-Lussac und Anderen 

1 


3) 


4 


5) “= 
somit in der Celsius-Temperaturscala 
0) 9=273 +1 


Das heisst, die absolute Temperatur, gemessen in Cel- 
siusgraden, ist gleich der am Celsiusthermometer ab- 
gelesenen Temperatur, vermehrt um 273, man hätte also zu 
der Temperatur in Centigraden nur 273 zu addiren, um die absolute 
Temperatur in Centigraden zu erhalten. Zweitens ergiebt sich: der 
Nullpunkt der absoluten Temperatur liegt bei — 273 des Celsius- 
thermometers, Körper, welche eine Temperatur von — 273 Centigraden 
aufweisen, sind also auf den Nullpunkt der thermokinetisch definirten 
Temperatur gelangt; deren Molekel führen keine Wärmebewegung 
mehr aus. 

Hiernach scheint die Frage der thermokinetischen Temperatur- 
scala und des absoluten Nullpunktes der Wärme gelöst. Allein es ist 
zu beachten, dass erstens die Grösse & keineswegs bei allen Gasen ge- 
nau den gleichen Werth hat, Erfahrungen, die nunmehr in hinreichender 
Fülle zur Verfügung stehen, thun zweifellos dar, dass diese Grösse je 
nach der Natur des Gases andere und andere Werthe besitzt. Offenbar 
bedeutet @ das Verhältniss, in welchem sich ein Gas für eine Tempe- 
raturerhöhung um 1° ausdehnt, esistder Ausdehnungscoöfficient, 
Dieser aber ist beispielsweise bei dem gewöhnlichen Drucke einer 
Atmosphäre (760 mm Barometerstand bei 0° C. im Meeresspiegel und 
unter 45° geogr. Breite) für 

0,003661 
» » » 0,008671 
* * .  0,003710 
. 0,003720 
0,003903. 
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Der Coöfficient & ist auch nicht einmal für ein und dasselbe Gas 
eine Constante, er hängt sowohl vom Druck, unter dem das Gas steht, 
als auch von der Temperatur ab. Kurz, wir kennen kein Gas, für 
welches & einen bestimmten unveränderlichen Zahlenwerth besässe, 
und damit verliert die Gleichung 


1 
I= rt 


ihren physikalischen Werth. Man kann von ihr angenähert Gebrauch 
machen, aber es ist nicht zulässig, aus ihr physikalische Schlüsse zu 
ziehen, namentlich auch nicht einen solchen Schluss wie den, dass der 
absolute Nullpunkt der fühlbaren Wärme eines Körpers bei — 273° C. 
liegt. 

Es kommt noch eines dazu; selbst bei idealen Gasen wird es nicht 
angängig sein, von den Wirkungen innerhalb der Molekeln, zwischen 
den Atomen, abzusehen, denn wir wüssten sonst kaum, wie diese Gase 
chemisch zusammengehalten werden, sie müssten sich in ein Gemisch 
von Einzelatomen auflösen. Nun können wir uns wohl Gase vor- 
stellen, welche aus einzelnen Atomen bestehen, es wäre auch zweck- 
mässig, sie insbesondere ideale Gase zu nennen und für diese Gase 
würde auch, von Stössen zwischen den Atomen abgesehen, die vor- 
stehende Beziehung einen Sinn haben. Praktische Bedeutung hat das 
aber nicht, weil solche ideale Gase nicht bekannt sind. Gäbe es ein 
solches Gas, so wäre es vorzüglich geeignet, um durch seine Aus- 
dehnung absolute Temperaturen nach der thermokinetischen Definition 
zu messen. 

In der Zustandsgleichung bedeutete v® das Volumen der Massen- 
einheit des betreffenden Gases, das specifische Volumen. Haben zwei 
Gase gleichen Druck und gleiche Temperatur, so verhalten sich ihre 
specifischen Volumina wie ihre Constanten R. Ist hiernach die Con- 
stante des einen Gases R, die des anderen R', sind die Volumina ®, 
bezw. v’, so wird 

' 
7) R=-RU—R®, 
' v ® 
r nennen wir die specifische Dichte des zweiten Gases, bezogen auf 


die Dichte des ersten Gases bei gleichem Drucke und gleicher Tempe- 
ratur, setzen wir 


8) dt, 
e 
so wird 
R 
9 '—=-— 
) R d 


und indem wir unter (R) überhaupt eine Constante, die für alle Gase 
denselben Werth hat, und unter d die specifische Dichte eines Gases 
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verstehen, wird 


10) pv = (R) D. 

d 
(R) ist der Werth der Constante für ein Gas, in dessen Dichte als Ein- 
heit die Dichten der anderen Gase bei gleichem Drucke und gleicher 
Temperatur ausgedrückt werden. 

Die Gleichung lässt sich noch anders ausdrücken, wenn man den 
Begriff des Molekulargewichtes einführt. Bekanntlich geschehen alle 
chemischen Reactionen nach bestimmten Gewichtsverhältnissen, und 
wenn sich Elemente in verschiedenen Gewichtsverhältnissen mit ein- 
ander verbinden, wie beispielsweise Sauerstoff und Wasserstoff in zwei 
Gewichtsverhältnissen zu Wasser und zu Wasserstoffsuperoxyd, so 
stehen diese Verhältnisse zu einander immer in dem Verhältnisse 
rationaler, meist einfacher Zahlen. 

Man spricht darum bei den Elementen von ihren Verbindungs- 
gewichten, die für sie charakteristisch und in allen Verbindungen, 
die sie mit einander eingehen, selbst oder mit rationalen Zahlen multi- 
plicirt, maassgebend sind. Um zu bestimmten Beträgen für sie zu ge- 
langen, bemisst man diese Gewichte nach dem Verbindungsgewicht mit 
einem Element, wofür man ın der Regel Wasserstoff nimmt, und 
nennt insbesondere das kleinste Gewicht eines Elementes, welches 
sich mit einer Masseneinheit dieses Hauptelementes (Wasserstoff) ver- 
bindet, dessen eigentliches Verbindungsgewicht; alle anderen Ver- 
bindungsgewichte des Elementes sind also rationale Vielfache dieses 
einen Verbindungsgewichtes. Was für die Elemente gilt, besteht gleicher 
Weise für die zusammengesetzten Körper; deren Verbindungsgewicht ist 
die Summe der Verbindungsgewichte aller in ihnen vertretenen Elemente, 
jedes von diesen so oft gerechnet, als es in ihnen enthalten ist, z. B. 
Wasserstoff in Wasser, welches die Formel H,O hat, zweimal, und alle 
anderen Verbindungsgewichte sind wieder rationale Vielfache dieses 
Verbindungsgewichtes. 

Nun hat die Erfahrung gelehrt, dass Körper im gasförmigen Zu- 
stande sich nicht allein nach bestimmten Gewichtsverhältnissen, 
sondern auch nach bestimmten Volumenverhältnissen verbinden, 
wobei — weil das Volumen eines Gases stark von Temperatur und 
Druck abhängt — anzunehmen ist, bei gleicher Temperatur und 
gleichem Drucke. Man kann also nicht allein von Verbindungs- 
gewichten der Gase, sondern auch von Verbindungsvolumina sprechen, 
und da dem Obigen zufolge die in gleichen Volumina (bei gleichem 
Drucke und gleicher Temperatur) enthaltene Anzahl von Verbindungs- 
gewichten der verschiedenen Körper in rationalen Verhältnissen zu 
einander stehen, kann man umgekehrt die Verbindungsgewichte, die 
ja für jedes Element einer Zahl rational proportional sind, so definiren, 
dass jene Verhältnisse für alle Gase gleich werden, etwa gleich 1. 
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Die so definirten Verbindungsgewichte nennt man die Molekular- 
gewichte der Körper. Und nun lautet der Ausdruck der vorstehend 
angegebenen Erfahrung: 

Im gasförmigen Zustande enthalten (unter gleichem 
Drucke und gleicher Temperatur) gleiche Volumina aller Körper 
gleich viele Molekulargewichte (Gesetz von Avogadro), oder: 

Die Massen gleicher Volumina gasförmiger Körper 
stehen zu einander im Verhältniss der Molekulargewichte. 

Da diese Massen auch im Verhältnisse der Dichten zu einander 
stehen, so folgt noch: 

Die Dichten der Körper im gasförmigen Zustande bei 
gleicher Temperatur und gleichem Drucke stehen zu ein- 
ander im Verhältnisse ihrer Molekulargewichte. 

Man kann hiernach bei Gasen immer Molekulargewicht und Dichte 
mit einander vertauschen. 

Dabei ist zu beachten, dass das Molekulargewicht einer 
Verbindung selbst so gross ist wie die Summe der Molekular- 
gewichte der in der Verbindung vertretenen Elemente. 

Wählt man die Dichte eines Gases, z. B. von Wasserstoff, als 
Maass der Dichte aller anderen Gase und ebenso das Molekulargewicht 
dieses Gases als Maass der Molekulargewichte aller anderen Gase, so 
sind die Molekulargewichte dieselben Vielfachen des Molekulargewichtes 
dieses einen Gases, wie die Dichten von der Dichte dieses einen Gases. 
Sei die Dichte dieses einen Gases If, das Molekulargewicht m,. Sind 
‚dann die Dichten aller anderen Gase 


a, dJ, dag dA, G3 d, .eo 097 „J, 
so sind die Molekulargewichte 
G| Mor (dig My (Ag Mo, oo 07 LER Ng. 


Also ist allgemein die Dichte d eines Körpers im gasförmigen Zustand 
bei bestimmtem Drucke und bestimmter Temperatur und das Molekular- 
gewicht m 


11) d=ad, nm=am, 
somit auch 
m 
12) d=41— 
My 
und gemäss 11) 
(R) m, 
13 =. — 
pt I m 


m . . 
— eine für alle Gase gleiche Constante, nennen 


AI 


wir diese R, so wird 


Hierin ist aber (R) 
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R 
14,) PY— v, 
und _ 

RA 
15) (R) = m 


Setzen wir noch 
16) muv=—=», 
so heisst v das Molekularvolumen und ist bei gleichem Drucke und 
gleicher Temperatur für alle Gase gleich. Wir haben aber 
14,) pv == R®, , 
worin der Avogadro’sche Satz also einbegriffen ist. 

Die Gleichungen gelten für jedes beliebige Gas; wenden wir sie 
auf dasjenige Gas an, dessen Dichte / und dessen Molekulargewicht 
m, sein sollte, und bezeichnen das specifische Volumen dieses Gases 
bei dem Drucke p und der Temperatur ® durch v,, so wird für 
dieses Gas 


— 


R 
Pi = iM. d. 
Daraus können wir R berechnen, nämlich: 
a __PW%m 
17,) R= — 


Welches Gas wir als dieses ausgezeichnete Gas wählen, ist gleich- 
gültig. Benutzt man hierfür, wie dieses meist geschieht, Wasserstoff, 
so ist also v, das specifische Volumen des Wasserstoffs beim Drucke p 
und der Temperatur 9. Für m, kann man eine beliebige Zahl an- 
setzen. Gewisse Erscheinungen in der Chemie haben dazu geführt, 
m, — 2 anzusetzen, weil dann die kleinste Menge Wasserstoff, 
welche sich mit irgend einem Elemente verbinden kann, das Atom- 
gewicht des Wasserstoffs, mit dem man die Atomgewichte aller an- 
deren Elemente misst, gleich 1 wird. Die physikalische Bedeutung 
dieser Annahme werden wir später kennen lernen. Es wird aber 

17,) R= an . 

Wir müssen nun von einem bestimmten Drucke und einer bestimmten 
Temperatur ausgehen. Es ist üblich, hinsichtlich des Druckes von dem 
normalen Drucke einer Atmosphäre, hinsichtlich der Temperatur von 
der Temperatur des unter diesem normalen Drucke schmelzenden Eises 
auszugehen, also von 9 — 273, wenn die Temperatur nach Centi- 
graden des Celsiusthermometers gemessen wird. Bezeichnen wir noch 
den normalen Druck einer Atmosphäre mit P, so wäre 

-__2Pv 

Ne 
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Für den normalen Druck einer Atmosphäre hat man denjenigen fest- 
gesetzt, welchen der Druck einer Quecksilbersäule von 1 gem Quer- 
schnitt, 76 cm Höhe und 0° Temperatur der Celsiusscala unter 45° 
geographischer Breite im Meeresspiegel auf ihre Unterlage in Folge 
der Schwerkraft ausübt. Für jede andere geographische Breite 9, 
jede andere Meereshöhe H, ist der durch eine Quecksilbersäule von 
der Länge h in Centimeter und der Temperatur 273 + {° dargestellte 
Druck p gleich 

pP h H 
woselbst ß, den thermischen Ausdehnungsco£fficienten des Quecksilbers 
bedeutet. 

Setzt man P— 1, so misst man alle Drucke in Einheiten des 
oben definirten normalen Atmosphärendruckes; macht man auch noch 
vo —= 1, so misst man alle Dichten durch die Dichte des Wasserstoffs 
bei diesem normalen Drucke und der Temperatur deg schmelzenden 
Eises.. Für diesen Fall ist 


— 2 
17,) R = 575 = 0.007326, 
19) (R) = 0,003663. 


Will man sich aber der in der Physik üblichen absoluten Ein- 
heiten bedienen, also alles auf die Einheiten Gramm, Centimeter, 
Secunde zurückführen, so ist zunächst P zu berechnen. Der Definition 
zufolge haben wir 
20) P=176 Öo Iase; 
darin ist ö, die Dichte des Quecksilbers bei 0° und gleich der Masse 
von lccm Quecksilber bei 0°, nämlich 

6, = 13,5956 Gramm, 


945° ist die beschleunigende Kraft der Schwere unter 45° geographischer 
Breite in Meereshöhe und gleich 


cm 
21) J45° = 980,5966 sec? . 
Hiernach wird 
22) P= 1013217 —I—. 
cm sec 


v, ist das Reciproke des Gewichtes in Gramm eines Cubikcentimeters 
Wasserstoff bei diesem Drucke P und bei 0°. Dieses Gewicht beträgt 
0.000089551 Gramm, also ist 


v% = 11166,82 ccm. 
Hiernach wird 


u | 
23) R — 82889600 Gramm (einder‘, Molekulargewicht 


Secunde Temperatur 


128 Fünftes Capitel. 


und nach 15) 
2 
24) (R) — 3702,88 (Gramm) 1 


Centimeter (Secunde)? Temperatur 


Je nachdem man sich der Zahlenwerthe 18), 19) oder 23), 24) für 
die Constanten K&, (R) bedient, hat man p in Einheiten des Normal- 
druckes, ® in Einheiten des specifischen Volumens des Wasserstofls bei 
diesem Normaldrucke und der Temperatur 0° der Celsiusscala oder p 
in den Einheiten 

Gramm 
Centimeter (Secunde)?’ 


v in Einheiten (Centimeter)? auszudrücken. 


23. Ableitung der Boyle-Gay-Lussac’schen Gleichung aus 
der kinetischen Gastheorie. 


Nachdem in dieser Weise die Zustandsgleichung idealer Gase auch 
zahlenmässig fixirt ist, wollen wir noch darthun, in welcher Weise sie 
auf Grund allein kinetischer Theorieen abgeleitet wird. Man geht 
dabei aus von einer Erklärung für die Druckwirkung der Gase. Die 
Molekeln der Gase sollten sich völlig ungeordnet mit allen möglichen 
Geschwindigkeiten nach allen möglichen Richtungen bewegen. Für 
jeden noch so kleinen, aber messbaren Zeitabschnitt sollten die durch- 
schnittlichen Bewegungen in allen irgend messbaren Theilen eines 
Gases die nämlichen sein und an keiner Stelle des Gases sollten 
etwaige Veränderungen der Bewegung einander nach Regeln folgen, 
vielmehr sollten diese Veränderungen gänzlich unberechenbar sein, 
also lediglich nach den Gesetzen des Zufalles einander folgen, die eben 
keine Abhängigkeit von der Zeit enthalten. Also kurz: Unabhängig- 
keit von Zeit und Raum selbst für beliebige Zeitabschnitte und be- 
liebige Raumtheile sollte das Charakteristische für die durchschnittliche 
Bewegung der Molekeln idealer Gase sein. Weitere Annahmen be- 
ziehen sich darauf, dass man die Molekeln wie mathematische Punkte 
behandeln darf, demnach nur fortschreitende Bewegung zu berück- 
sichtigen hat. Endlich sollen die Molekeln keine, weder anziehende, 
noch abstossende Wirkung auf einander ausüben, stossen sie auf ein- 
ander oder gegen irgend ein Hinderniss, so sollen sie wie elastische 
Kugeln zurückprallen. 

Wenn nun ein Gas in einem Gefässe eingeschlossen ist, so fahren 
seine Molekeln in dem Gefässraume durch einander. Dabei stossen sie 
auch auf einander, da jedoch um jede der Molekeln herum im Durch- 
schnitt völlige Gleichmässigkeit herrscht, so üben diese Stösse im 
Durchschnitt keine andere Wirkung, als dass für jede Molekel Ge- 
schwindigkeit und Richtung der Bewegung fortwährend wechseln, jede 
Molekel verhält sich innerhalb einer gewissen .Zeit, die klein genug 
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sein kann, wie in einem Moment alle Molekeln im Gefässe zusammen. 
An der Gefässwandung dagegen müssen besondere Erscheinungen auf- 
treten. Diese Wandung soll absolut starr sein und auf die Molekeln 
selbst keine Wirkung ausüben, wenn also Molekeln dagegenfliegen, 
so prallen sie mit unveränderter Geschwindigkeit und unter dem 
Winkel, unter welchem sie gegen die Wandung auffliegen, zurück. 
Denken wir uns die Bewegung der Molekeln an jeder Wandstelle zer- 
legt in einen Theil, der senkrecht, und einen, der tangential zur Wand 
gerichtet ist, so kann nur der erstere in Frage kommen und die Wand 
erleidet hiernach Stösse, welche sie, wenn sie beweglich wäre, an jeder 
. Stelle in Richtung ihrer Normale nach aussen treiben würden. Ist sie 
eben nicht beweglich, so bedingen diese Stösse den Druck des Gases 
auf die Wand. Wir haben hiernach, um den Druck des Gases zu 
ermitteln, die bewegende Kraft zu berechnen, welche die Gastheilchen 
durch die Stösse auf die Wand ausüben. Dabei können wir der obigen 
Angabe zufolge von den Stössen der Molekeln auf einander völlig ab- 
sehen; wird eine Molekel durch solche Stösse gehindert, an die Wand 
zu gelangen, so hat sie eine andere Molekel, die sonst nicht in Frage 
kommen würde, gegen die Wand geschleudert, oder dieses ist von den 
anderen Molekeln geschehen. Da im Gase in jedem Moment alle mög- 
lichen Bewegungsrichtungen vertreten sind, so wird jede Stelle der 
Wand von allen möglichen Seiten getroffen. Ist ® der Winkel, den 
die Bewegungsrichtung einer Molekel mit der Normale der Wandung 
an dieser Stelle einschliesst, u die Masse dieser Molekel und % die 
Geschwindigkeit, mit der sie an die Wand gelangt, so verliert sie beim 
Aufschlagen gegen die Wand die Geschwindigkeit Ycos®# und erhält 
die Geschwindigkeit Y cos ® in entgegengesetzter Richtung. Daher ist 
die verlorene bewegende Kraft u Y cos®# und die gewonnene — uY cws®, 
die Differenz beider, also 2u Ycos®, giebt die an der Wand ausgeübte 
bewegende Kraft der Molekel. Fährt nun diese Molekel innerhalb der 
Zeit T vmal zur Wand hin und zurück, so stösst sie in dieser Zeit 


— mal gegen die Wand und ertheilt dieser in der Zeit T die bewegende 


Kraft vuycos®. Das gilt für alle Molekeln, deren Bewegungsrichtung 
den Winkel ® mit der Wandnormale bildet und deren Geschwindig- 
keit U ist. 

Die Molekeln nun, deren Bahnen um Winkel zwischen 9 und 
9 + dd gegen die Wand geneigt sind, liegen in einem Raume, der 
von zwei mit der Normale coaxialen Kegelflächen mit den Oeffnungen 
9 und # + d® begrenzt ist. Denken wir uns um den Treffpunkt an 
der Wand mit dem beliebigen Radius & eine Halbkugelfläche gelegt, 
so schneiden diese Kegelflächen auf dieser Halbkugel eine Zone aus 
mit der mittleren Weite 2&sin® und mit der Breite d®. Ist also 
die Anzahl der in der Halbkugel vorhandenen Molekeln von der Ge- 
schwindigkeit Y% gleich u,, so wird die Anzahl der im bezeichneten 

Weinstein, Thermodynamik. ee) 
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Raume zwischen den Kegelflächen enthaltenen Molekeln gleicher Ge- 
schwindigkeit 


= zussindde 
uU ip sinY#d®. 
3 1003 


Und die bewegende Kraft wird vuu,Ysin®cos#d®. Diese Kraft 
wirkt auf eine einzige Stelle, einen Punkt; wollen wir sie für ein 
Flächenelement d6 der Wand haben, so ist zunächst mit d6 zu multi- 
pliciren, und weil dann alle Bahnen in einem Cylinder liegen, welcher 
zu d6 um den Winkel ® geneigt ist und die Länge A hat, woselbst 
h einen mittleren Werth für die grösste Elongation einer Molekel in 
ihrer Bahn von der Wand bedeutet, ausserdem noch mit Acos® (eigent- 
h 
lich mit cos® f da), somit wird die bewegende Kraft 
0 


hvauyYsindcos?#dd do. 


Die Neigung 9 durchläuft alle Werthe von O0 bis Z ‚ die Integration 


d6. Darin ist noch hv = ry, also 


nach © ergiebt hiernach et 


2 
der obige Werth ms . 
dass die Geschwindigkeit nicht aller Molekeln gleich % ist. Sind die 
Grenzwerthe für diese Geschwindigkeit %, und %,, so ist also noch mit 
d% zu multipliciren und zwischen den Grenzen %, und %, zu integriren. 
Nennen wir noch « die Anzahl aller Molekeln in der Halbkugel, so 


Nunmehr ist nur noch zu beachten, 


giebt — — das Verhältniss der Anzahl Molekel von der Geschwindigkeit 
Es 
% zu der aller Molekeln überhaupt, a | — Y2du den mittleren Werth 


» 


von e diesen bezeichnen wir mit $2 und bekommen so für die bewegende 


nei 


Kraft 4 76. Endlich ist noch über do zu integriren, das giebt 


einfach F ‚falls mit F das Flächenstück bezeichnet wird, für welches 
der Druck berechnet werden soll. Da die Kugeln über allen Punkten 
von F' stehen, giebt « F die Anzahl aller Molekeln in dem Volumen F'«. 
Nichts hindert & gleich 1 anzusetzen; machen wir auch F — |], so be- 
deutet «_F die Anzahl aller Molekeln in der Volumeneinheit. Ist also 
die Anzahl überhaupt aller Molekeln des Gases N, das Volumen t‘, so 


N .. . 
wird u = z Ferner ist r ganz beliebig, wir können es gleich 1 
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setzen, es handelt sich dann um die Anzahl der Stösse in der Zeit- 

einheit. Der Druck wird aber, bezogen auf Flächeneinheit: 
__1Nuw 

1) 3 90 


NW 


Nu ist die Masse des Gases, also is die mittlere lebendige 


Kraft. Machen wir die Hypothese, dass die mittlere lebendige Kraft 
einer Molekel proportional ist der absoluten Temperatur 9, so wird 


vp auf Masseneinheit bezogen; indem hiernach = N (5 A) —=RP 


gesetzt wird, erhält man 
pv—=R®, 
und das ist die Boyle-Gay-Lussac’sche Gleichung. 

Zu allgemeineren Formeln gelangt man noch durch folgenden, 
etwas eleganteren Beweis, der in seinen Grundzügen von Maxwell 
herrührt!). Wir stellen uns innerhalb des Gases ein zur x-Axe senk- 
rechtes Flächenelement dydz vor. Die Componenten der Geschwindig- 
keit einer Molekel, welche gegen dieses Flächenelement fährt, seien 
&,n,$&. Alle Theilchen, welche sich in einem über diesem Elemente 
stehenden Parallelepiped befinden, dessen Länge gleich der resultirenden 
Geschwindigkeit ) und dessen Neigung zum Flächenelement gleich der 
Neigung der Bahn ist, werden in der Zeiteinheit durch die Fläche dydz 
fahren. Das Gleiche gilt von den Molekeln auf der anderen Seite von 
dydz. Nun sei uf(&, n, &$)dEdnd% die Anzahl aller derjenigen 
Molekeln in einer Volumeneinheit (% die Anzahl der Molekeln in einer 
Volumeneinheit überhaupt), deren Geschwindigkeitscomponenten zwi- 
schen &,n,&und& +d&,n + dn,5+ d$liegen. Sind diese Geschwindig- 
keitscomponenten, was wir bei idealen Gasen annehmen müssen, von 
einander unabhängig, so zerfällt die Function in das Product dreier 
Functionen von &, N, $, und es ist f(&, 2,8) = 9ı(8) Ps (n) 95 (6). 
Dieses sei zunächst nebenbei bemerkt. Die Zahl der hervorgehobenen 
Molekeln im betrachteten Parallelepiped wird hiernach, da das Volumen 
dieses Parallelepipeds $dydz ist, 


uf n,D)Edbdndfdyde. 
Ganz analog erhalten wir: 

w=ufendndddndidzda, 

ww =uflend)bd&dndkdady. 
Und diese Grössen geben die Zahl Molekeln mit Geschwindigkeiten 
zwischen &,n,&und& +d&,n-+ dn,& + d&, welche in der Zeit- 
einheit nach einer Seite hin durch die Fläche dy dz, bezw. dz dz, 
bezw. dx dy fliegen. Die bewegenden Kräfte der Molekeln in Richtung 


2) 


!) Siehe O. E. Meyer, Kinetische Theorie der Gase, 2. Aufl.: Zusätze, 
Seite 4 ff. 


9% 
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ihrer Componenten sind #$&, un, w£&, wo u wie früher die Masse einer 
Molekel bedeutet. Es werden also nach einer Seite hin in der Zeit- 
einheit die bewegenden Kräfte transportirt: 


X, = wu = unfl,n SE dEdndfdydz,.: 
X=wun =uunfbn Döndddndgdydz, 
= wu = uuflni)äidädndßdydz, 
durch dy dz parallel z, 
Y, = wu = uuf(nDdn&dEdndddzda, 
y,=wun=uf/ßbndmdgandidzedu,:--: 3) 
Y=wus = uf Ydnidagdandkdzde, 
durch dz dx parallel y, 
2 = uuE = uuflbn, DE db dndkdran, 
= wun=unf(En,S)ind&dndgdedy, 
2 = wu un find) dbdndkdrdy, 
durch dx dy parallel 2. 

Diese bewegenden Kräfte gehen von einer Seite nach der betreffenden 
Richtung hin verloren. Von der anderen Seite kommen dieselben be- 
wegenden Kräfte als Gewinn, absolut ändert sich nichts, aber da die 
bewegenden Kräfte nach entgegengesetzten Richtungen durch die 
Flächen ziehen, ist ihre absolute Summe der ganze Austausch von 
bewegender Kraft durch die Fläche hindurch. Dieser Austausch ist 
es, welcher, wenn die Fläche einer starren Wand angehört, den Druck 
gegen dieselbe misst. Wir haben also nur die Ausdrücke für die 


X, u. f. f. für alle möglichen positiven und negativen Werthe zu 
integriren. Zufolge der Bedeutung der Function f ist aber 


re sanat=r 
und 


({rpu d£dndd=0, 


woselbst 9, y eines der &, n, & sein soll, somit haben wir 


[ren oeatanıt= 
Iren om asanat= m 
(ren oeaanıt=& 
Nire 1,OEnd&dnd= 0, 
Iren. Onsatanag= 0, 


h 
j 


Iren Hesasanag= 0. 


4) 
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Ferner ist in idealen Gasen jeder Werth von & ebenso oft vertreten 
wie jeder Werth von 7 oder von £, daher ist, wenn % die ganze 
Geschwindigkeit angiebt: | 


E+m+B=sB=sn= 30 = 
und somit wird, indem wir beispielsweise die 2-Axe als Normale der 
Wandung betrachten und den Druck auf Flächeneinheit beziehen: 


_ upy?2 
er 


was mit der früheren Formel übereinstimmt. 

Die Gleichungen unter 2) bis 4) haben eine viel weitergehende 
Bedeutung als die bisher erhaltenen, worauf später einzugehen ist. Es 
giebt noch sehr viele andere Ableitungen für den Gasdruck, die erste 
und einfachste ist eigentlich bereits von Bernouilli im vorvergangenen 
Jahrhundert gegeben worden (1738). Andere rühren von Joule (1850), 
König (1856), Clausius (1857) u. s. f. her. 

Man kann der Druckformel noch eine etwas andere Gestalt geben, 
%2 ist der mittlere Werth von %2. Dieser ist im Allgemeinen nicht 
identisch mit (%)2, d. h. dem Quadrat der mittleren absolut gerechneten 
Geschwindigkeit. Bei idealen Gasen setzt man indessen zunächst beide 
Werthe gleich, schreibt also 


= (Wi. 
Mit welcher Annäherung man das thun darf, werden wir später 
sehen. Ferner ist u u die Masse in der Volumeneinheit, also die Gas- 


dichte, nennen wir diese E (= ,) so wird also 
37 _- 
5 —zt. 
ı E 


Diese Gleichung ermöglicht die Berechnung von Y. Es ist also % die 
mittlere absolute Molekulargeschwindigkeit proportional der Quadrat- 
wurzel aus dem Drucke, unter dem das Gas steht, und umgekehrt pro- 
portional der Quadratwurzel aus der Dichte. Mit wachsendem Drucke 
bei gleicher Dichte wächst die Molekularbewegung, mit wachsender 
Dichte bei gleichem Drucke nimmt sie ab. Unter gleichen Umständen 
ist sie bei dichten Gasen geringer als bei dünnen. Nehmen wir 9 
gleich dem Normaldrucke einer Atmosphäre und stellen p in absoluten 
Einheiten dar, so ist @ die Masse von einem Cubikcentimeter Gas in 
Gramm. Mit dem Zahlenwerth, der für p bereits angegeben ist, er- 
hält man 


V3p = 1743,46 
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_ und damit bei 0° C.!) für % bei 


Kohlensäure . . . » .....39327 cm/sec. 
Sauerstoff . . 2 2. 0. ..46117 
Stickstoff . . . 2... 49222 
Wasserstoff . . . . .... 184237 


J 
J 


9 


Die Zahlen sind, wie man sieht, sehr bedeutend, sie sind selbst bei 
dichten Gasen, wie Stickstoff, grösser als die Verbreitungsgeschwindig- 
keit des Schalles.. Eine Luftmolekel bewegt sich bei 0° und unter 
Atmosphärendruck mit der durchschnittlichen Geschwindigkeit von fast 
490 m in der Secunde, eine Wasserstoffmolekel sogar mit der von fast 
2 km, bei grösseren Drucken und höheren Temperaturen sind die Ge- 
schwindigkeiten noch viel grösser. Wir werden bald sehen, zu welchen 
merkwürdigen Schlüssen dieses schon geführt hat. 


24. Vertheilung der Geschwindigkeiten in einem idealen Gase, 
Maxwell’sches Gesetz. 


Zur weiteren Behandlung, insbesondere der Ableitung der rich- 
tigen Werthe für die durchschnittliche Geschwindigkeit bedarf es 
offenbar der Kenntniss der Function /. Es sind viele mathematische 
Entwickelungen ausgearbeitet worden, diese Function streng zu be- 
stimmen, noch scheinen jedoch die Acten hierüber nicht geschlossen zu 
sein, denn fast gegen jede Ableitung lassen sich noch die einen oder 
anderen Bedenken erheben. Die erste Bestimmung rührt von Max- 
well her und datirt bereits aus dem Jahre 18602), die vollständigsten 
Ermittelungen dürften die von O. E. Meyer?) und namentlich von 
Boltzmann*) sein. Unter so bewandten Umständen und weil ich nicht 
die Absicht habe, eine genaue kinetische Gastheorie zu schreiben, wird 
es genügen, für den von Maxwell gefundenen und bisher an sich 
nicht angezweifelten Ausdruck zunächst eine plausible Ableitung zu 
geben, die ich persönlich jedoch auch für ganz streng halte. 

Wir betrachten nur eine Molekel, und zwar soll dieselbe nur eine 
fortschreitende Bewegung haben. Während einer gewissen Zeit r fliegt 
diese regellos hin und her und indem sie mit anderen Molekeln zu- 
sammenstösst, ändert sie fortwährend Richtung und Geschwindigkeit; 
t wählen wir so gross, dass sie innerhalb dieser Zeit alle möglichen 
Richtungen und alle möglichen Geschwindigkeiten hat, jede der Rich- 


») Die Dichten sind aus Landolt und Börnstein, Physikalisch- 
chemische Tabellen, S. 115 ff., entnommen. 

®) Scient. papers, Vol. 1, p. 377 ff. 

®) Die kinetische Tlieorie der Gase, 2. Aufl. Mathematische Zusätze, 
S. 17 ff. 

%) Vorlesungen über Gastheorie 1896. 
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tungen und jede der Geschwindigkeiten kann sie öfter annehmen, wie 
oft, das hängt ganz vom Zustande des Gases ab, gewisse Geschwindig- 
keiten können öfter vorkommen als andere. Wir setzen aber voraus, 
dass sich aus allen diesen Geschwindigkeiten ein Mittelwerth ableiten 
lässt, selbst für jede Componente der Geschwindigkeiten sollen sich 
Mittelwerthe angeben lassen. Sind diese Componenten $, 7, $, so 
werden ihre Mittelwerthe E, n,& sein. Die Differenzen nun & — £, 
n — N, & — £ können alle möglichen Werthe zwischen gewissen 
Grenzen aufweisen und beliebig positiv oder negativ sein. Aus dem 
Mangel einer jeden Ordnung folgt zunächst, dass jedem positiven 
Werthe ein negativer entsprechen muss und umgekehrt jedem nega- 
tiven ein positiver. Da ferner alle möglichen Richtungen beliebig ver- 
‘treten sein sollen, sind die Differenzen &£—&n—n,&— & unab- 
hängig von einander. Nun bedeutet /($&, n, &) der Definition nach, 
die für f gegeben ist, nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit, dass 
eine Molekel die Geschwindigkeitscomponenten &, n, & hat, also ist 
IE —&En—-9m&— 8) die Wahrscheinlichkeit, dass diese Molekel 
Geschwindigkeitscomponenten hat, deren Abweichungen von den Mittel- 
werthen gleich sind: & — &,n7 — n,& — $. Die Abweichungen sind 
aber unabhängig von einander, es folgt somit 
) SEnDasdndi = yL) ym) PyÜ) 
und B _ _ _ _ 
2) En ni -9=yE -Hynm—- W$yE—I. 
Dieses gilt für jeden Moment. Fassen wir die Molekel in allen ein- 
zelnen Momenten auf, indem wir die Geschwindigkeiten mit 

38 FE &; En N» 69, or. ; Eu Nu, Eu 
bezeichnen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Molekel innerhalb 
der Zeit 7 gerade diese Geschwindigkeiten hat, nach den Regeln der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, da es sich um unabhängige Ereignisse 
handelt: 
3) PH) PM) Pr) PlE) PM) Pk) - -- PlEr) Plnu) Pi) 


und die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichungen von den mittleren 
Geschwindigkeitscomponenten 
8 = E, nı — n, &ı 5; & 5 N N 6 u & on 
u Tu Pi /} 5 
betragen, 
) yA-HPrM- NM) PH YE-HM- NM PGH—H.-- 
u —- HS yrm— My —d. 
Ich bezeichne für den Moment die Abweichungen von den mittleren 
Componenten der Reihe nach mit 


In Y 81; Tg; de» 33 .. .; Io Du IR 
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so dass der obige Ausdruck wird 


5) PA PH) PG) PR) Pl) Pi) - - - Pl) Piyu) Pu). 
Wenn nun zu gegebenen Werthen der mittleren Geschwindigkeiten das 
Aggregat der Unterschiede das Wahrscheinlichste sein soll, so muss 
der Ausdruck 5) mit Rücksicht auf die mittleren Geschwindigkeiten 
&,n, & zu einem Maximum gemacht werden. 

Hiernach haben wir den Differentialquotienten des Ausdrucks unter 
5) nach £, N. £ gleich Null zu setzen. Wir erhalten so, weil &. n, & 

dr dy dz 


unabhängig von einander sind und weil Fr: = 17 — 1E = —l1 ist: 
Zn + urn +...4+ aa —0, 

6) d a + d rn Le...H+ Alog pi 2 n Mu _ 0, 
d 19 ? 1) Sram 2... 2109 9 Qu ou ” A — 0, 


Nun ist aber zweierlei zu beachten; erstens müssen, weil positive 
Werthe der x, y, 3 ganz in derselben Weise vorkommen wie negative, 
die @ Functionen nicht sowohl der r, y, 3 als vielmehr der r?, y?, 32 
sein, die Differentialquotienten sind also dementsprechend zu trans- 
formiren. Zweitens sind die r nicht von einander unabhängig, ebenso 
wenig die y oder die 3, denn sind diese r, y, 3 die wirklichen Werthe, 
welche diese Grössen haben, so muss die Summe aller r Null geben, 
wie die aller y oder 3, weil sie wirkliche Abweichungen von wirklichen 
Mittelwerthen darstellen. Verstehen wir hiernach unter r eine der 
Variabeln x oder 4 oder 3, so haben wir 


apa) |, ,„ Lay) L... 


1 dr? day 
. Ir +... 
n ru); 
Alog pP (tu?) __ 
+ Iu dr — 0 
Ir —=0 


Diese Gleichungen, welche nicht bloss wahrscheinlich, sondern 
wirklich bestehen, können aber nicht anders zugleich bestehen, als 
wenn wir allgemein haben 


d log p (1?) 
N, 
dv 
wo A für alle x denselben Werth hat, ebenso für alle y und für alle ;. 


Da ausserdem zwischen r, ), 3 an sich kein Unterschied besteht, muss 
diese (Grösse überhaupt für alle r denselben Wert haben. Nun 
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könnte A immer noch von allen r in gleicher Weise abhängen, allein 
dann würde jedes x, welches doch seinerseits nur von einem der r ab- 
hängen darf, von allen r bestimmt sein, da dieses unzulässig ist, muss 
A überhaupt eine Constante bedeuten. Wir haben hiernach: 


gy(®)—=Ar + u 
gd)—=er"tm., 


Hieraus folgt unmittelbar für irgend eine Combination von Compo- 
nenten £&, n, & als Wahrscheinlichkeit ihres gesonderten Auftretens 


eh) =ett:, 
Yım)me"tt, 
yg)=eitte, 


und als Wahrscheinlichkeit für ihr gemeinschaftliches Auftreten: 
JE n, &) = er ät + E+M+su — elvr + 3u 


Diese vier Gleichungen repräsentiren das Maxwell’sche Gesetz für 
die Vertheilung der Geschwindigkeiten — wir müssen hinzufügen, für 
eine Molekel in hinlänglich langer Zeit —. Nun ist es das charakte- 
ristische an idealen Gasen, dass jede Molekel im Laufe der Zeit 
keine anderen Zustände durchmacht, als sich bei anderen Molekeln des 
Gases in einem Moment vorfinden. Alle Molekeln zusammen re- 
präsentiren sämmtliche Zustände, welche eine Molekel in einer ge- 
wissen Zeit nach einander annimmt, wenn diese Zeit nur hinläng- 
lich gross ist. Wir können deshalb, was von dem Verhalten einer 
Molekel in der Zeit gesagt ist, sofort auf das Verhalten aller Molekel 
in einem Moment übertragen, wodurch sich gar nichts ändert. Sollte 
das doch der Fall sein, so kann das nur die Constanten A, u, betreffen, 
wir hätten dann an deren Stelle Mitielwerthe für den ganzen Körper 
“ einzusetzen, oder reicht die Zahl der Molekeln nicht aus, so können 
wir auch diese in einem endlichen Zeitabschnitt auffassen. 

Ich weiss nicht, ob der obige Beweis für das Maxwell’sche Ge- 
setz schon anderweitig gegeben ist, die Vorzüge, die er vor anderen 
hat, werden bald deutlich erhellen. 

Wir wollen nun noch die Constanten A, u ermitteln. Jede Wahr- 
scheinlichkeit ist ein Bruch, alle Wahrscheinlichkeiten zusammen geben 
die Gewissheit, da nun % irgend einen Werth zwischen + © und — 
sicher haben muss, so wird, indem e* —= A gesetzt wird: 

+®© +2 +® 
8) 4? | | | er ttNdEdnd—l. 
Die drei Integrale sind alle einander gleich, wir erhalten, indem 


EY—A, oder 7 Y—1, oder & y—ı gleich einer neuen Integrations- 
variabeln a: gesetzt wird: 
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5) (fe dr) —ı 


Nach einer bekannten Formel aus der Integralrechnung ist aber 

+z 

[ex = Yz, 

somit Bu _ 
(A) "(a1 


und 


u 
Yx 


Nun ist @ als Wahrscheinlichkeit für jedes beliebige Argument ein 
echter Bruch und zugleich muss ® für wachsende Argumente ab- 
nehmen, folglich ist A' eine negative Grösse, setzen wir diese Grösse 
gleich — &?, so wird 

A= -— 
Ya 
Es ist aber noch & selbst zu bestimmen. Das kann durch den Mittel- 
werth irgend einer Potenz der Geschwindigkeit geschehen, wir wählen 
hierzu das Quadrat der Geschwindigkeit. Indem wir annehmen, !dass 
&,n, & alle Werthe zwischen — © und + © annehmen können, er- 
halten wir 

a +» +» . 
FR j | [e +2 +)e Herr DgEdnd— Mi. 

Zur Ausrechnung der Integrale führen wir Polarcoordinaten ein 

und setzen dem entsprechend 
E —= vVcos®, 
n = Vsindcoso, 
E = vsin®sino. 
Es ist dann 
et N + = y 
d&E dn dE = Ysiund dd do dy, 
und hiernach . 


+» ı 27 


3 h ] ® v — 
(=) | | | Vet sinddddody — Pi, 
El 


oder nach Ausführung der Integration für 9 und @ 
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+® 
(=) an [wer dd — 9a. 
vv 5 


Zerlegen wir %* in Yı® und beachten, dass Ye-*%Y* den Diffe- 


_ ey 
rentialquotienten von — . TH ergiebt, so wird durch partielle In- 
tegration 
vte-"v*dy __ı (Were v 3 ae u a 
282 | 28 
ö 0 0 


Das erste Glied rechter Hand giebt Null, das zweite ist nach 
analogem Verfahren 


3 9 3 —ıt yı 3 — | 
Fr] ee a Zr (ve= ") Tr 7a E ar 
0 
3 


0 0 


p. 
+ 8 PLZ 
weil wiederum das erste Glied rechter Hand Null und 
Le.) +® 
e-"®dy— 1 e-"dy — Yx 
2 2E€ 


— 08 


ist!). Zuletzt ist hiernach 


oder 


ı) Zusätzlich führe ich folgende allgemeine Formeln an, die für der- 
artige Integrationen von Wichtigkeit sind, es ist 
+&© 
ee grtrigdg—o, 


—_— q? 


Ktıgy— ki 


q u 2er) +1 ’ 
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Zusammen wird aber: 


1 x2 
dd — ae 3. Wege 


3 \ı > 
Pndan=(- —) e Y an 
2ınYy 


3 5, 
3 \3 "77 
9) g Ha man 2e Tvrag, 
3 s _ Ita 
fEnd)dEand—= a) ve dEdnd& 
3 8 ve 
zit =)" ve 2 ye sin® dd da dy. 
7 


Uebrigens ergiebt sich noch für die Wahrscheinlichkeit, dass über- 
haupt, ohne Rücksicht auf die Richtung, die Geschwindigkeit 
zwischen % und 9 + dY liegt: 


10) YW)day—=ın (5) Y2e 


woselbst für Y nur positive Werthe anzusetzen sind. 

Es ist nicht ohne Interesse, hervorzuheben, dass man für die hier 
vorkommende Wahrscheinlichkeitsfunction e-® 7°, wo q eine der Grössen 
£,n, &, ® sein kann, andere Formen angeben kann, indem man sie 
selbst durch Integrale ausdrückt, wodurch bei Ausführung von Inte- 
grationen in Bezug auf diese Function bekanntlich unter Umständen 
Erleichterungen erzielt werden können. Allgemein ist 

+» 


-d+ta!2J) — Vz, 


3% 
I — 


—»n 


also 
+» 
Yz e* — [ea 
Setzt man für a ein wi, wo?! =WV-—-1 ıst und beachtet, dass e” iui 
gleich ist cos(2uA) — isin(2uÄA), so wird 


+» 


Yaze-" — [e = [cos(2u A) — isin(2wA)]dA. 


—o 


2 


+ 
[e-# sin(2uA)dA—=0, 
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weil das Argument unter dem Integralzeichen stets positiv ist, demnach 
die Glieder zwischen — ® und 0 sich gegen die zwischen 0 und + ® 
aufheben, somit 

+o® 


Yre-“ — [e=#cos(2ua)aa 


Wir haben nur noch % = &y zu setzen, um für die Wahrscheinlich- 
keitsfunction &- ®° 7 zu erhalten: 


+. 
11) ur [e* osw@eamaa 
7 
Eine andere Form ist diese 
+® 
1 f cos(A e? q2) 
en — | ZN 47 
12) € 7 | ee AA. 


Zuletzt will ich noch nachträglich einen Satz rechtfertigen, von dem 
immer stillschweigend Gebrauch gemacht ist, ohne dass er eigentlich 
als selbstverständlich bezeichnet werden kann, nämlich dass, wenn die 
Wahrscheinlichkeit für einen Werth y gleich $ (q) ist, die für Werthe 
zwischen q und g + dy gleich @ (g)da sein soll. 

Zwischen q und y + da kann es noch eine Anzahl anderer y 
geben, ist diese Anzahl n, so können wir die verschiedenen y dar- 
stellen durch 


ld« 2dı nd«ı 
344 —— —, q —, 44 


Die Wahrscheinlichkeit, dass von allen diesen y eines (und zwar be- 
liebig welches) zutrifft, ist nach bekannten Regeln der Wahrscheinlich- 


keitsrechnung 
nd 
»(1+ n + + o(a + =) 


+ Fl 
oder wenn dy sehr klein ist, bis auf unendlich kleine Grössen zweiter 
Ordnung 


1d - 


n n 1 dp(g) 1 


+ dpa) + 75-2 
Nun ist | 
FD u=pu+ld-oW. 


also wird jene Wahrscheinlichkeit 


+ PH eW)+ eu + dg). 
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ber E(g) + a +.dg) 


A bedeutet die mittlere Wahrscheinlichkeit im 


Intervall q bis y + dog, somit ist diese Grösse auch die Wahrscheinlich- 
keit für das mittlere q in der Reihe der g, ist dieses q gleich qm, 50 
wird also die gesuchte Wahrscheinlichkeit 


(n +1) P lan) 
Ist aber a die Einheit, nach welcher die Grösse q wächst, so haben 


wirn + 1= I und jene Wahrscheinlichkeit gleich 


Pia)dy 
a 
oder indem a = 1 wird, bis auf unendlich kleine Grössen zweiter 
Ordnung 
P(g)dq, 


wie 2. b. w. 


235. Besondere Geschwindigkeiten in Gasen. Verschiedene 
Formen für das Boyle-Gay-Lussac’sche Gesetz. 


Wir wollen nun einige Folgerungen aus den erlangten Formeln: 
ziehen. 

Zunächst ist der Mittelwerth einer jeden Grösse Q, gebildet in 
Bezug auf & oder n oder & oder &. n, & oder ®, gegeben durch die 
Gleichungen: 


% = [aettas, 


I 1 
U 
— € en 
d. = — | Q,€ dn 
I nn 
) 0. _— —_ | Q.e "dk, 
I a 
Str 
— E\3 Rom de . 
0. (>) | 0, ENT dE An ds 
Jı Y A 
s.® 
0 u 12(— | Qmerätde. 


Die &,, & u. e. f. sind die Grenzen, innerhalb deren die Mittel- 
werthe zu bilden sind. Zu beachten ist dabei, dass ın den ersten vier 
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Gleichungen die negativen Werthe der Grenzen mit zu berücksichtigen 
sind, in der letzten Gleichung dagegen nicht, hier sind nur die posi- 
tiven Werthe der Grenzen in Rechnung zu stellen. 

Die Gleichungen sind von sehr grosser Wichtigkeit, wir haben 
von ihnen schon für Q@ — £2, n2, 82, &2 + n? + 82, Y? Gebrauch ge- 
macht. Dabei ist 


2) 


1 g.ı\ı 
Te) 
7 27 Ya, 29°. 
77 bedeutet die Wahrscheinlichkeit, dass eine Geschwindigkeits- 
7 


componente den Werth Null hat, diese Wahrscheinlichkeit ist umgekehrt 
proportional der Quadratwurzel aus der durchschnittlichen lebendigen 
Kraft, das ist fast selbstverständlich, denn je grösser die durch- 
schnittliche lebendige Kraft ist, desto mehr müssen grosse Ge- 
schwindigkeiten vorwiegen. Ist diese Wahrscheinlichkeit unabhängig 
vom Werth von %? gleich Null, so ist @ überhaupt für alle Geschwindig- 
keiten Null, d. h. besteht nicht einmal für unendlich kleine Be- 
wegungen irgend eine Wahrscheinlichkeit, so existirt überhaupt keine 
Wahrscheinlichkeit für irgend eine Bewegung. Indem wir weiter & 
ganz unabhängig von y?2 betrachten und die Gleichung zwischen & und 
%3 als Bestimmungsgleichung für die letztere Grösse durch & ansehen 


(# = sa) differenziren wir den Ausdruck für die Wahrscheinlich- 


keitsfunction nach &. Wir haben dann für eine Componente qg = &,n,$ 
dp _e*t 2er" 


u aa 7 


Hiernach wird @ ein Maximum für denjenigen Werth qg, von q, welcher 
der Gleichung genügt: 
2 € Yo? =|, 


denn der zweite Differentialquotient ist dann negativ. Es ist aber 
dieser Werth 


ö) == (5) 


und die zugehörige Wahrscheinlichkeit für eine Geschwindigkeit 0 


1 0,39895 __ 0,69 910 
y22% Yu Yo: Vi 
und für diese Geschwindigkeit gu 
1 _ 0924197 0,4191 
6) Ya) = -—— — 0,60654 @ (0) = ——— - 


V2ze FE Y) Yo 
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Hieraus folgt: die Wahrscheinlichkeit für eine bestimmte Mole- 
kulargeschwindigkeit wächst, wenn die Wahrscheinlichkeit für die Ge- 
schwindigkeit Null nach der betreffenden Richtung zunimmt, und zwar 
so lange, bis die letztgenannte Wahrscheinlichkeit gleich etwa dem 
0,4fachen vom Verbältnisse der Geschwindigkeit zu der herausgehobenen 
Geschwindigkeit is. Im Maximum wird die Wahrscheinlichkeit für 
diese bestimmte Geschwindigkeit gleich etwa !/, von dem Verhält- 
nisse der Geschwindigkeit 1 zu dieser Geschwindigkeit und etwa 3/, 
von der Weahrscheinlichkeit für die Geschwindigkeit 0. Von allen 
Zeichen ist dabei abgesehen. Wächst (0) weiter, so nimmt die 
Wahrscheinlichkeit für y wieder ab. Also allgemeiner und kürzer: 
Je wahrscheinlicher kleine Bewegungen, um so wahrscheinlicher be- 
stimmte Bewegungen, jedoch besteht für jede bestimmte Bewegung 
eine Grenze grösster Wahrscheinlichkeit. Oder: Beginnt in einem 
Gase eine Molekularbewegung, so steigt zunächst für jede Geschwindig- 
keit die Wahrscheinlichkeit an, nach und nach erreicht eine Ge- 
schwindigkeit nach der anderen das Maximum ihrer Wahrscheinlich- 
keit. Nun ist &, also auch 9 (0) bestimmt durch die mittlere lebendige 
Kraft; bei einer vorgeschriebenen mittleren lebendigen Kraft (also 
einer vorgeschriebenen Temperatur) giebt es eine Geschwindigkeit, 
die bei keinem anderen Werthe der lebendigen Kraft wahrscheinlicher 
ist, als bei diesem vorgeschriebenen; nach einer bestimmten Richtung 
ist diese Geschwindigkeit 


wa\ 1 — 
6) ” "= (>) = 0,57735 y u, y= &, N; £. 


Diese Geschwindigkeit mit relativ grösster Wahrscheinlichkeit ist 
ebenso charakteristisch für den betreffenden Zustand, wie die vor- 
geschriebene lebendige Kraft, bei keinem anderen Zustande kommt sie 
so oft vor wie bei diesem. Ihr Quadrat ist ein Drittel vom mittleren 
Quadrat der Geschwindigkeit. Das gilt für jede der drei Componenten. 
Daher sind diese charakteristischen Geschwindigkeits- 
componenten so beschaffen, dass ihre Quadrate das mitt- 
lere Quadrat der wirklichen Geschwindigkeit ergeben, 
oder ihre resultirende lebendige Kraft ist gleich der 
wirklichen mittleren lebendigen Kraft. 

Trägt man für verschiedene Zustände diese charakteristische Ge- 
schwindigkeit einer Componente und die zugehörige Wahrscheinlich- 
keit graphisch auf, so erhält man eine gleichseitige Hyperbel, was nicht 
erst bewiesen zu werden braucht. 

In gleicher Weise kann man die allgemeine Wahrscheinlichkeits- 
function graphisch darstellen, man erhält dann eine Curve von der 
in Fig. 3 dargestellten Gestalt, woselbst die Ordinatenaxe die Wahr- 
scheinlichkeits-, die Abcissenaxe die (Geschwindigkeitsaxe ist, der 
höchste Punkt ist der der Geschwindigkeit 0 ım betreffenden Zu- 
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stande (d. h. bei gegebener lebendiger Kraft, also gegebener Tempe- 
ratur) entsprechende Wahrscheinlichkeit, nach beiden Seiten rechts 
und links nähert sich die Curve asymptotisch der Geschwindigkeiteaxe; 
sie hat rechts und links je einen Wendepunkt, welchem diejenige 
Geschwindigkeit (positive oder negative) zugehärt, für die im be- 
treffenden Zustande eine grössere Wahrscheinlichkeit vorhanden ist, 
als in jedem anderen Zustande, also die charakteristische Geschwindig- 
keit relativ grösster Wahrscheinlichkeit.. Diese eine Curve gilt also 
Fig. 3. 


w 


Y 


für einen bestimmten Zustand, die frühere für auf einander folgende 
Zustände; erstere stellt Geschwindigkeiten und Wahrscheinlichkeit der- 
selben in dem betreffenden Zustande dar, letztere charakteristische Ge- 
schwindigkeiten und zugehörige Wahrscheinlichkeiten in verschiedenen 
Zuständen. Uebrigens ist letztere die einhüllende aller Curven der 
ersten Art und sie berührt diese in den Wendepunkten. 

Nochmals sei jedoch hervorgehoben, dass dieses alles nur für jede 
einzelne Componente gilt, nicht für die ganze Geschwindigkeit, denn 
für diese ist, wie wir wissen, das Wahrscheinlichkeitsgesetz ein anderes. 

Für die ganze Geschwindigkeit ohne jede Bezugnahme auf Richı- 
tung haben wir als Wahrscheinlichkeitsfunction 


fW=4r (=) yie-ayı 


Differenziren wir nach %, so ergiebt sich 


df _2f Fur 

dvy u ev 
Dieses wird gleich Null für denjenigen Werth Y„ von %, für welchen 
7) ev: —|, 
also _ 

1 2 h I 
8) „== (= ? — 0,81650 Y 92 


ist. Das ist diejenige Geschwindigkeit im Gase, welcher die grösste 
Wahrscheinlichkeit zukommt (denn für % = Y,„ wird der zweite 
Weinstein, Thermodynamik. 10 
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Differentialquotient von / nach % negativ), sie ist also überhaupt die 
wahrscheinlichste Geschwindigkeit im betreffenden Zustande. 
Die dreifache lebendige Kraft der wahrscheinlichsten 
Geschwindigkeit ist gleich der doppelten der wirklichen 
mittleren lebendigen Kraft. 

Differenziren wir ferner nach &, so wird 

a7 _ (3 _ 2 
Fri —f F 2EV ) 
Dieses giebt Null für 
282,2 — 3 

oder 


In jedem Zustande hat diejenige Geschwindigkeit, 
welche der Quadratwurzel aus dem mittleren Geschwindig- 
keitsquadrate gleich kommt, die grösste Wahrscheinlich- 
keit, die sie überhaupt erreichen kann, in keinem an- 
deren Zustande ist sie wahrscheinlicher und sie ist 1,2248 mal 
go gross wie die wahrscheinlichste Geschwindigkeit. Sie ist die re- 
lativ wahrscheinlichste und charakteristische ganze Ge- 
schwindigkeit. 

Die Wahrscheinlichkeit von Y, ist 


4€ 4/3 1\ı 1,0168 
Dee CE en ea ee a: 


Die von % 
6 ( 3 )' __ 0,92506. 
an y2 Y» 
Fig. 4. Die erste Wahrscheinlich- 
W keit ist gleich dem 1,0168- 


fachen des Verhältnisses der 
Geschwindigkeit 1 zu der 


Yo, die zweite gleich dem 

0,92506fachen des nämlichen 
Verhältnisses. 

Die Curven, welche diese 

Geschwindigkeiten, die ab- 

solut wahrscheinlichste und 

die relativ wahrscheinlichste 

(charakteristische) im Verhält- 

nisse zu ihren Wahrscheinlichkeiten in verschiedenen Zuständen dar- 
stellen, sind natürlich wieder gleichseitige Hyperbeln. 

Die Wahrscheinlichkeitscurve selbst ist in Fig. 4 dargestellt. 


N) /W)=, Er 
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Wir bilden nun noch das absolute Mittel einer Geschwindigkeits- 
componente und das absolute Mittel der ganzen Geschwindigkeit. 

Für ersteres haben wir, da auch die negativen Geschwindigkeiten 
als positive zu rechnen sind, 


12) en (+ ri — 0,46066 Y 9%, 


y=bn$ 
Das zweite Mittel giebt 


_ E 8 ” > | _ 
= — ey = — — — 21. 


Die mittlere ganze Geschwindigkeit ist doppelt so 
gross wie eine ihrer mittleren Componenten. 
Es wird aber 


_ ıwa\ı — 
13) — (GE) — 0,92132 Y »2. 


Diese Gleichung ist sehr interessant, sie zeigt, dass in der That, 
worauf schon S. 133 hingewiesen worden ist, die absolute mittlere 
Geschwindigkeit einer Molekel nicht identisch ist mit der Quadrat- 
wurze) aus dem mittleren Quadrate der Geschwindigkeit, sondern nur 
das 0,92132fache davon beträgt. Dadurch verringern sich die dort 
angegebenen Zahlen für die durchschnittliche absolute Geschwindigkeit 
der Molekel und gehen über in 


für Koblensäure . . . . . 36234 cm/sec. 
„ Sauerstoff . . . 2... 42489 „ 
„ Stickstoff . . . 2... 45349 „ 
n„ Wasserstoff . -. » . . 169741 „ 
Als Wahrscheinlichkeit haben wir 
1 
- & 7 1 3 .\ı 
14) yW)=-e =4( —)' 
a e= 2X %? 
__.0,50261 
y» 
und 
_ : lb 8 16 3 1 
15) ww 0-1, (-) 
ner V- ner" v 
0,98510 
y» 


10* 
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Noch eine Geschwindigkeit wollen wir berechnen, nämlich die- 
jenige, deren Wahrscheinlichkeit in der Mitte aller Wahrscheinlich- 
keiten liegt, also gleich 4 ist. Diese Geschwindigkeit theilt die Ge- 
sammtzahl aller möglichen (positiven oder negativen) Geschwindigkeiten 
in zwei Gruppen von gleich viel Geschwindigkeiten, und es ist ebenso 
wahrscheinlich, dass eine Geschwindigkeit aus der einen Gruppe vor- 
fällt als dass sie der anderen Gruppe angehört, sie steht also gewisser- 
maassen in der Mitte und man kann sie darum die wahrscheinliche 
Geschwindigkeit nennen. Für die ganze Geschwindigkeit haben 
wir also, wenn die wahrscheinliche Geschwindigkeit mit %, bezeichnet 
wird, der Gleichung zu genügen 


Vor 
3 
ar (= | U2e- ty? dv = - 
Y= ’ 
0 
oder 
Ye m 
U? e -y38 dy — vn 


Das Integral links ist transcendent und lässt sich nicht in geschlossener 
Form darstellen. Durch Versuche findet man jedoch, dass es gleich 
uk wird, wenn 

ed. —= 1,0875 


gemacht wird, also haben wir 
DETEI N — 
16) %. = 1,0875 a = 1,0875 (F): — 0,88794 y U. 


Die wahrscheinliche Geschwindigkeit ist nicht mit der wahrschein- 
lichsten zu verwechseln, sie ist zufolge 8) das 1,0875fache von dieser 
und liegt zwischen ihr und der durchschnittlichen. 

Die Wahrscheinlichkeit der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit ist 
4 (1,0875)2 ( 3 3 


e (1,0875 \o 


4 
17) Su) = > (1,0875)2e- (Voeror — 2 
y= Im pi 


_ 1,0017 
vo 
also fast genau gleich dem Verhältnisse der Geschwindigkeit 1 zu der 
Quadratwurzel aus dem mittleren Geschwindigkeitsquadrate. 
Wir sahen, dass die wahrscheinliche Geschwindigkeit in der Mitte 


aller Geschwindigkeiten steht, über ihr giebt es ebenso viele Ge- 
schwindigkeiten als unter ihr. Demnach nimmt sie in der Reihe der 
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möglichen Geschwindigkeit dieselbe Stellung ein wie die 1 in der 
Reihe der Zahlen von 0 bis ©. Messen wir alle Geschwindigkeiten 
durch diese wahrscheinliche Geschwindigkeit, so haben wir eine Hälfte, 
die von O bis 1 geht, und eine zweite, die von 1 bis © reicht und in 
der Mitte steht die 1 als wahrscheinliche Geschwindigkeit. Denken 
wir ung jetzt alle Geschwindigkeiten zur nullten Potenz erhoben und 
zu einem Durchschnitte vereinigt, so giebt dieses 1, also können wir 
sagen, die wahrscheinliche Geschwindigkeit ist die durch- 
schnittliche nullte Potenz aller möglichen Geschwindig- 
keiten. Wir haben jetzt folgende Reihe: 


wahrscheinliche Geschwindigkeit %,, bestimmt durch durch- 
schnittliche Ote Potenz der Geschwindigkeiten; 
durchschnittliche Geschwindigkeit %, bestimmt durch durch- 
schnittliche 1te Potenz der Geschwindigkeiten ; 
relativ wahrscheinlichste Geschwindigkeit %,, bestimmt durch 
durchschnittliche 2te Potenz der Geschwindigkeiten. 
Dazu kommt noch die 


absolut wahrscheinlichste Geschwindigkeit „, bestimmt durch 
durchschnittliche 2te Potenz der Geschwindigkeiten. 


Für irgend eine Componente ist die wahrscheinliche Geschwindig- 
keit bestimmt durch 


I 
DE 


1 
24 — ._L. 
|: d4=z 


0 
Daraus findet sich durch Probiren 


a 1 
18) Yo = 0,47694 - — 0,47694 (F)' 


— 0,38942 Y 9°. 


Eine wahrscheinlichste Geschwindigkeit giebt es bei den Componenten 
nicht, wenn man nicht die Geschwindigkeit Null als solche ansehen 
will, welche die wahrscheinlichste ist. 


Endlich berechnen wir noch g3, es ist 


P= | qrerrdg. 
Y®,; 
Aber es ist nach der letzten Formel in der Anmerkung auf Seite 139 


I Bu) _ Ya 
19) vera gnee 
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Also 
2 — — 
wie wir immer angenommen haben, und 
21) Va = 0,7735 Y w. ahnt 
Zufolge 12) findet man noch 
22) ı= Er: — 0,79788 Y q2 


Ich gebe für alle hier abgeleiteten Geschwindigkeiten als Beispiel 
die Zahlen für Wasserstoff an: 


1 


184 237 om/sec. Ve = 106 369 cm/sec. 


Um — 150429 „ Im = 0 n 
Yo = 184237 „ ge = 106369 „ 
Vv = 169741 $„' q= 371 „ 
Yo = 163591 „ = 175 „ 


Kommen wir jetzt zurück auf die Boyle-Gay-Lussac’sche 
Gleichung im Sinne der kinetischen Gastheorie, so ist diese 


Yu v2 
23) pyvr— - (u ) 


Besonders leicht interpretirbar wird sie, wenn die wahrschein- 
lichste Geschwindigkeit eingeführt wird. Alsdann haben wir 


24) pr — (2 Nu vr). 


Die rechte Seite stellt die wahrscheinlichste lebendige Kraft des 
Gases dar. Also die Arbeit, um ein Gas unter ständig gleichem Drucke 
vom Volumen O bis zu irgend einem Volumen ® zu expandiren, ist gleich 
der wahrscheinlichsten lebendigen Kraft des Gases bei diesem Volumen 
und unter dem gegebenen Drucke. 

Aehnlich haben wir: 


2 N 7) 
25) pyi=, ( 2 t0:), 
» LT (Nu on 
26) PU, ( 
27) pr — 0,34556 (Z# u). 


In den Klammern stehen immer die lebendigen Kräfte der be- 
treffenden Bewegung. Thatsächlich vorhanden ist nur die lebendige 


Molekular-Geschwindigkeiten. 151 


Kraft ( ”), die anderen sind nur rechnerisch ermittelt, sind je- 


doch alle physikalisch zu definiren. 

Einen wichtigen Schluss noch haben wir zu ziehen. Wir haben 
zwar unter © das Volumen der Masseneinheit verstanden, die Gleichungen 
gelten aber selbstverständlich, was auch für ein Volumen v bezeichnen 
möge, wenn nur N stets die entsprechende Zahl der in diesem Volumen 
enthaltenen Molekeln bedeutet. Ist also V ein beliebiges Volumen und 
N die Zahl der darin vorhandenen Molekeln, so haben wir, indem von 
Gleichung 23) Gebrauch gemacht wird: 


28) p/=z L Nu 3. 


Da nun die Temperatur unter sonst gleichen Verhältnissen nicht 
von der Gasmenge abhängig ist, sondern keine Aenderung erfährt, 
wenn man gleichtemperirte Gase (wir sagen zunächst noch: gleicher 
Art) mit einander vereinigt, so kann in der thermokinetischen Definition 
der Temperatur letztere nur der Grösse u %2 proportional gesetzt 
werden. Das heisst: 

Die thermokinetisch definirte absolute Temperatur 
ist proportional der mittleren kinetischen Energie einer 
Molekel, so lange natürlich als diese mittlere kinetische Energie 
einer Molekel überhaupt einen Sinn hat. 


26. Erweiterung des Maxwell’schen Gesetzes auf Gase in 
Bewegung, Gase mit Molekularkräften, Gase mit Atombewegung, 
gemischte Gase, 


Nun habe ich noch von einigen sehr wichtigen Erweiterungen des 
Maxwell’schen Gesetzes zu sprechen. 

Die erste Erweiterung betrifft den Fall, dass das Gas sich auch 
als Ganzes bewegt, indem es strömt oder rotirt u. s. f. 

Diese lässt sich auf Grund der hier gegebenen Ableitung für die 
Wahrscheinlichkeitsfunction des Maxwell’schen Gesetzes sehr leicht 
bewirken. Diese Ableitung bezog sich nämlich auf eine Function, 
deren Variabele die Differenz zweier Argumente war; vermehren 
wir jedes der Argumente um eine und dieselbe Grösse, so ändert 
sich nichts. Die Function für @(q — q) gilt also ebenso gut für 
o(g + r —q+ r). Nun kann es kommen, dass die Gase ausser 
der inneren Bewegung der Molekeln noch eine äussere besitzen, bei 
der sie als Ganzes strömen oder sich drehen u. s. f. Sind nun die 
Componenten dieser äusseren Bewegung «, ß, y, so bleibt £ der Mittel- 
werth auch von (£ + «) — «, n der von (n + ß) — ß, & der von 
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£+-n—y7. Mdberirae=TU,n-pß=tr.:!—z7= Woeind 
die Componenten der ganzen Bewegung. 

Folglich gelten für ein bewegtes Gas die Wahrscheinlichkeits- 
functionen 


e(!) = __ e-HıU-ur 
u; 
(VW) — _E een 
1) I 
WM = — tn, 
ya 


GL. V, Ww) = (—) e- "IT — art + V—- MW, 
ja 


Die Grösse € haben wir in diesem Falle, indem die ganze Ge- 
schwindigkeit einer jeden Molekel (Molekulargeschwindigkeit ein- 
schliesslich der äusseren Geschwindigkeit) mit S bezeichnet wird, aus 
der Gleichung 

+z-z+z 
& ,® — 
2) (—) | | | S2 e- HIT ur + 9 PH W-Y) AUdVAW = 8 

I 

zu ermitteln. 


Da die «, ß, y jedenfalls endlich sind, wird auch 


rzetxı+z 


= (7) | | Sera + Br +64 meer» atanat 


- 1 —- n—ıxı 


(fe 


GG =) |@+m+e+m+ 92-24 2064 280 


nz + NertNgE dn di 
Nun sind die Integrationen unabhängig von einander, demnach 
wird, weil allgemein | e#dı = Ir ist, 
+ L u LT. +x 
(yz) BER [e rt magand= — |Brti—, 
=) - . 


— X 
Ferner haben wir 


Is bo - ı 
2 


| | | Er Ft reNdEdndE— 0 


u 4 "1. — % 


und 
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Fo+rax+= 
er + d£dndt =1, 


Dun 


— X 


somit 

) Sem + +++ P=W+N 
woselbst % die Geschwindigkeit allein der Bewegung des Gases als 
Ganzes darstellt. Andererseits ist aber wie früher 


3 — 3 
2 _._ 2 — __ 
e = 2 gu’ yv! = PyCh 
also 
3 .o_ 
7 8 _y2 
22 3 % 
und 
1 
Be) 
2(5?2 — 72) 


Es tritt also nur an Stelle von %2 das S? — 4: ein. Alles andere 
bleibt ungeändert. 

Das ist ein grosser Vortheil der hier für die Wahrscheinlichkeits- 
fanction gegebenen Ableitung, dass der Fall einer hinzukommenden 
besonderen Bewegung des Gases (gleichgültig welcher Art) sich so 
leicht erledigt, was bei anderen Ableitungen keineswegs stattfindet. 

Zur bequemeren Darstellung von f(U, V, W) führen wir auch hier 
sphärische Coordinaten ein, indem wir setzen: 


U —= Scos#, 

V=Ssin®coso, 

W = Ssin® sin. 
Es ist dann wie sonst 

dUdaVdW = S2dSsinYd9do, 

ferner nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie 
6) (U— a)? + (V— PP? + (W—Y? = 5247? — 25%008(8,%), 
wo (S, X) der Winkel ist zwischen der Richtung der Gesammtbewegung 
und der der besonderen Bewegung des Gases als Ganzes. Denken wir 
uns das Ooordinatensystem so gelegt, das seine x-Axe mit der letzt- 
genannten Richtung zusammenfällt, so wird (S, Y) =, $ß=y=10, 
% = x und 
6) JS(U, V, W)AUdVdW 


3 
— (72) 52er 38578 N Ad ARdS. 
7 


Die Wahrscheinlichkeit also, dass die Geschwindigkeit einer Molekel 
ohne Rücksicht auf die Richtung überhaupt zwischen S und S + JS 
liegt, ist hiernach 
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nr 


2 
3 

7) fSdS= (4) | | serntr-see sind dad#dS. 
00 


Die Integration nach @ giebt den Factor 27. Die nach 9 den 
Factor 


1 7 +1 
_ i____ «23S1c0s9 — —___ 9428SY __ „+2eSy , 
(3, ), £225, (e ‘ 
somit wird 
7.) S)das= & 5 (m S-D — e#HS+HNN)dS, 


Yxı 
‘eine Gleichung, welche von Maxwell herrührt und für = 0 zu der 
früheren Gleichung für f(Y)dY führt. 

Wir können auch die Druckgleichung auf den Fall erweitern, 
dass das Gas sich in Strömung befindet. Wir haben dabei von den 
Gleichungen unter 3), Abschnitt 23, Gebrauch zu machen. Die 
Strömung gehe in Richtung der positiven z-Axe vor sich, der Transport 
von bewegender Kraft in dieser Richtung ist dann für die Zeiteinheit, 
indem der Buchstaben u mit dem n vertauscht wird: 


rn. +) =nuf&E+nmD(EH+ MD dEdndidydz 


n.(n) =nufE rn) + Dndädndidyde 
n2($) =nufE +tundDdE+MDEdEdndidyde 

In der entgegengesetzten Richtung haben wir: 8) 
nn. — DmnufE — on DlE— N dEdndbdydz 
n,(n) = nf — und) (E — a)ndbdndgdyds 
n,($) =nufE und — Didbandidyde 


Die letzteren Werthe sind zu den ersteren zu addiren und dann 
ist nach &+ 4,7, & bezw. & — x,n,& nach & von O bis w, nach 
n,& von —w bis + x zu integriren. Das giebt also insgesammt . 


=") Wı+n + Ed + Erd + end term 


I (E YEldydz. 
Die Summe zweier Mittelwerthe ist gleich dem Mittelwerthe der 
Summe, somit 


Pr =nm&®+gr+Eent+ El). 

Die Mittelwerthe so gebildet, wie oben angegeben ist. Aber dann 
ist, weil 7, & alle Werthe von — x bis + o durchlaufen, während 
die & nur positiv bleiben, &7 = && — 0, somit, weil auch g? = 2? ist 
9) Pe —nu(& + 9%) 


oder indem wir wie früher &2 — ! %2 setzen: 


10) Pz — nu(ty2 + 22). 


Gase in Bewegung. 155 


Der Druck in der Strömungsrichtung ist also so gross, wie der 
normale im Ruhezustande, vermehrt um die Energie der Strömungs- 
bewegung. Da x? ungeändert bleibt, wenn + x in — x verwandelt 
wird, herrscht der gleiche Druck auch entgegengesetzt der Strömungs- 
bewegung. Senkrecht zur Strömungsbewegung haben wir dagegen 
wie früher 


11) 2, =D = nis, 
also einen geringeren Druck. 
. y2 ist die mittlere lebendige Kraft allein der Molekular- 


bewegung in der Volumeneinheit während der Strömungsbewegung. 
Kommt dem Gase von aussen keine Energie zu, so muss, weil dann 
seine Gesammtenergie trotz der Strömung ungeändert bleibt 

12) "+ Wi 

sein, woselbst %’ die Geschwindigkeit der Molekel im Ruhezustande 
des Gases bedeutet, also ist % jedenfalls kleiner als %’, somit ist der 
Seitendruck eines abgeschlossen gegen die Aussenwelt strömenden 
Gases jedenfalls geringer als der eines ruhenden. und überhaupt ist 
auch die Energie seiner reinen Molekularbewegung geringer als im 
Ruhezustande. Ist also die Temperatur jener Energie proportional, 
so folgt, dass ein Gas, welches zu strömen beginnt, sich zugleich ab- 
kühlt, wie die Erfahrung auch bestätigt. Wir kommen hierauf später 
nochmals zurück, hier handelte es sich nur um die Druckgleichung 
an sich. 

Zweitens haben wir von irgend welchen Kraftwirkungen, welche 
die Molekel während ihrer Bewegung durch andere Molekeln etwa er- 
fährt, ganz abgesehen. Nun müssen sich allerdings solche Kraft- 
wirkungen, wenn sie vorhanden sind, im Laufe der Zeit gegenseitig 
aufheben, denn da eine Molekel sich nach allen Richtungen unter- 
schiedslos bewegt, erlitte sie auch nach allen Richtungen solche Kraft- 
wirkungen, und da im Durchschnitt alle Molekeln gleich wirken, 
müssten sich im Laufe der Zeit die Wirkungen compensiren. Die 
Kraftwirkungen als solche werden deshalb im Wahrscheinlichkeits- 
gesetze keinen Ausdruck finden können. Soweit sie in Betracht kommen, 
bliebe dieses Gesetz ungeändert. Allein die Kraftwirkungen repräsen- 
tiren eine gewisse Energie und diese wiederum bedingt, dass die Be- 
wegung der Molekeln nun in so fern gebunden ist, als sie dem Principe 
der Erhaltung der Energie gehorchen muss. Zwischen den Geschwindig- 
keiten und der Energie der Kräfte besteht also eine Beziehung, welche 
nicht unbeachtet gelassen werden darf. Ist nun diese Energie für die 
Kraftcomponenten in Richtung der x-Axe, in einem Stadium der Be- 
wegung, in welchem die Geschwindigkeiten &,, N, 6 sind, @,., und 
haben @x,, @;,, die entsprechende Bedeutung für die Kraftcomponenten 
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in Richtung der y- bezw. z-Axe, geben ferner 0,, Qy; @, die Mittel- 
werthe dieser Energieen an, so haben wir zu den Producten unter 
3) bezw. 4) in Abschnitt 24, falls allgemein @’(@) bedeutet, dass eine 
Molekel die potentielle Energie ® hat, noch die Factoren hinzuzufügen 


13)  9'(oı.) P'(@1,)P’(@1,)P’(@2:)P’(@s,)P'(@e,).---- 
op’ (Onz) p' (@, y) p' (nz) 


bezw. 
14) p' 7 zz o,) p' (@,y Ku @,) p' (@, 2 @,) p' (O2 — @;) p' (0, —0@,) 
(0, —0,)..... p (On 2— 8;)P (Ony— @,) P (Ons— @,;) 

und die ® entsprechen nach dem Principe der Erhaltung der Kraft der 
Bedingung 

kn L kzn _ kn Bu 
19) 2( Dad) + De) HD u) 

k=1 k=1 k=ı 

kn 


— >) (v2 — 92). 
k=ı 


Nunmehr ist das Maximum zu suchen mit Rücksicht sowohl auf 
die £, N, £ (wie früher S. 136) als auch auf die @, @y, @,. Da jedoch 
die @ von den @’ ganz unabhängig sein müssen, bleibt alles Frühere 
ungeändert und das Maximum ist in Bezug auf das neue Product der 
9' für sich zu ermitteln. Nennen wir dieses Product II, so ist sein 
Maximum relativ, weil noch die Bedingungsgleichung zu erfüllen ist, 
nach der bekannten Regel ist hiernach 


TI + 2X [N (2 - ©.) + (or, -@,) + 2 (0-0) — ZUR - 93) 
zu einem absoluten Maximum durch Differentiation nach den ® zu 
machen, wobei A’ irgend ein von den ® jedenfalls unabhängiger 


Factor ist. 
(renau so wie früher ergiebt sich hiernach für irgend eines der @’ 


Mayo a) _ _ on R=1,23-- mp—mye 
d(@rp — @p) 
und es wird 


p' (Op — @,) — (B)e "pP up, 


somit auch 

16) p' (0%) = (B)e”?" "kp 

und allgemein 

17) p'(0@,)p'(@,) P’(w,) = (Bi) e” 2,(w,.+wy+w,), 


Aber @,. + @, + @. ist die gesammte potentielle Energie der Kräfte, 
heisst diese @, so haben wir, indem f’ die Wahrscheinlichkeit bedeutet, 
dass eine Molekel die potentielle Energie ®, bestehend aus den drei 
Theilenergieen ®,, ®,, @;, hat 
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18) Sf (@;, Qy; @,) = B3e-2?(w,+@y +0,) — B3e- 2», 


Mit diesen @’ und f’ sind die entsprechenden ® und / zu multi- 
plieiren. Hiernach erweitert sich das Maxwell’sche Gesetz dahin, 
dass, wenn die Molekeln Kräfte auf einander ausüben, die Wahr- 
scheinlichkeit einer Geschwindigkeit zwischen & und & + d$, n und 
n + dn.& und & + dd, bei einer potentiellen Energie zwischen @, 
und @, + do,, @, und @, + d@,, @, und ©, + do, ist: 


p(E p (a,)dE do, = Ce?" w.dEdo,, 
PH) y'(o,)Ando, = Ce *r-2.ydndeo,, 
19) p(&) (oa )dE da, = (erw de do,; 
JCE, N; If (@., Dy @,)dE dn d& do, do, do, 
— (Bett +R+d—2%(w, +0, +0, dan d&do, do, do ,, 
wobei 


++ 9.9, +9,=0. 


Anwenden lassen sich diese allgemeineren Gleichungen nicht, denn es 
ist durchaus nicht bekannt, wie die Molekeln auf einander aus der 
Ferne wirken, die Energieen ® kennen wir nicht. 

Da die Energieen als solche positiv sind, muss die Grösse A’ auch 
positiv sein, hieraus folgt, dass durch die Existenz der Kräfte die 
Mittelwerthe der Geschwindigkeiten und ihrer Potenzen sich verkleinern, 
es verkleinert sich also auch der Eigendruck des Gases. 

Die dritte Erweiterung, von der noch zu sprechen ist, besteht in 
Folgendem: Die Molekeln sind als mathematische Punkte behandelt 
worden, wären sie starre Körper, so hätte das auch nichts zu be- 
deuten, selbst dann nicht, wenn sie als solche auch etwa rotiren 
würden, das Maxwell’sche Gesetz bliebe bestehen, statt Molekel 
hätien wir nur zu sagen: Schwerpunkt der Molekel. Nun aber ver- 
laugen die in der Chemie studirten Eigenschaften, dass die Molekeln 
als aus einzelnen Atomen bestehend angesehen werden, und zwar nicht 
allein bei Gasen, welche chemisch zusammengesetzt sind; sondern auch 
bei Gasen, welche Elemente sind. Ueber die Zahl der Atome in einer 
Molekel sind wir nicht unterrichtet, nur die Zahl der Atomcomplexe 
kennen wir, d. h. der Aggregate von Atomen, welche jedes für sich 
ein zusammengehöriges System bildet, und wenn wir von einatomigen, 
zweiatomigen, dreiatomigen u. s. f. Molekeln reden, meinen wir auch, 
dass es sich um Molekeln handelt, die aus einem, aus zwei, aus 
drei u. s. f. Atomcomplexen bestehen, deren jeder Eigenschaften hat, 
die gerade seine Atome zu einem System zusammenhalten. Nun kann 
es gar nicht ausbleiben, dass, wenn die Molekeln wirklich zusammen- 
stossen, dadurch auch in ihnen Erzitterungen entstehen, welche die 
Atome einzeln oder in Complexen in Bewegung setzen. Im Allgemeinen 
werden also die Atome in der Molekel noch gesonderte Bewegungen 
ausführen, worüber schon früher gesprochen ist. Es können nun 
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zwei Fälle eintreten, entweder behält eine Molekel stets dieselben 
Atome, und, wenn es ihre Atome wechselt, bleibt eine Molekel stets 
aus Atomen gleicher Gattungen in stets gleicher Zahl zusammen- 
gesetzt, oder dieses findet nicht statt, und einige Molekeln verlieren 
Atome, zerlegen sich, während andere möglicherweise welche gewinnen, 
also sich erweitert zusammensetzen. Der erste Fall ist der eines be- 
stimmten chemisch unveränderlichen Körpers, der zweite eines Körpers, 
der chemisch sich ändert, indem in ihm Dissociationen und Bindungen 
Platz greifen. Gase können sich je nach ihrem Zustande, z. B. ihrer 
Temperatur, in beiden Fällen befinden. 

Von vornherein ist klar, dass keine innere Bewegung in einem 
Körper, welche auf Kräften beruht, die dem Gesetze der Gleichheit von 
Wirkung und Gegenwirkung unterworfen sind, die Bewegung seines 
Schwerpunktes ändern kann. Zerspränge die Erde in staubgleiche 
Splitter, die sich durch den ganzen Weltraum zerstreuten, der Schwer- 
pankt der Erde würde nach wie vor die gewohnte Bewegung um die 
Sonne vollführen. Gilt also das Gesetz der Gleichheit von Wirkung 
und Gegenwirkung auch für die Kräfte, welche zwischen den Atomen 
wirken, so kann im ersten Falle (durchschnittliche Erhaltung der 
Atome im Molekel) die Bewegung der Molekel als Ganzes (ihres 
Schwerpunktes) durch die Bewegung der Atome in ihr nicht beein- 
flusst werden. Das Maxwell’sche Vertheilungsgesetz bleibt alsdann 
gleichfalls bestehen. In der durch die Gleichungen 19) erweiterten 
Form gälte es nicht allein für die Molekeln, sondern auch für die 
Atome, nur würden $, n. £ die Atomgeschwindigkeiten, @,, @,, @, die 
Atomenergieen (mechanische Energieen und chemische) bedeuten und 
man hätte nur darauf zu achten, dass bei den Atomen für die &, n,& 
unter allen Umständen endliche Werthe angesetzt werden müssen, 
weil sonst die Molekeln zerfallen würden. Die & sind ohnedies stets 
endliche Grössen. 

Im zweiten Falle lässt sich, so lange die Zertheilung der Molekeln 
oder deren Vergrösserung fortgeht, kaum etwas voraussagen. Die 
Gleichangen 19) gelten dann immer nur für Momente, und dieses auch 
nur, wenn die Zertheilung und Vergrösserung. im Verhältniss zu den 
Geschwindigkeitsänderungen langsam geschieht Bhebe auch — was 
noch zweifelhaft ist — ihre allgemeine Form erhalten, die Constanten 
und Enerwieen würden ständig vanıren, 

Endlich viertens kann es vorkommen. dass ein Gas überhaupt 
nıcht homogen ist, indem es aus einer Mischung verschiedener Gase 
besteht, wie beispielsweise die luft, Die Frfahrang hat gelehrt: 

Mischungen idcaler Gase verhalten sich genau so, 
wie die einzelnen idealen Gase: mischt man ideale Gase, 
sc ıritt keinerlei merkbare Aenderung ein (abeesehen natür- 
ach ärvan, dass Vruck und Volumen sich ändern). namentlich 
b.e:hrdie Temperaturungeändert. 
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Daraus folgt sofort, dass das Maxwell’sche Gesetz für solche 
Mischungen genau so gilt, wie für homogene Gase und zwar gilt es 
für jeden Bestandtheil für sich, indem von Bestandtheil zu Bestandtheil 
die Constante & andere und andere Werthe aufweist. Der Einfachheit 
halber nehmen wir ein Gemisch von zwei Gasen an. Die Geschwindig- 
keitscomponenten in dem einen Gase seien &,, %ı, $ı; die im anderen 
&,, Na, &, die Werthe der Constante & seien &, bezw. &.. 

Für eine Molekel des ersten Gases ist dann 


SE mb) ri +Dd-= a) tn, 
für eine des zweiten Gases 
(mA HN +D- (7 er, 


Die Wahrscheinlichkeit, dass zugleich die erste Molekel die Ge- 
schwindigkeitscoomponenten £,, 7,, & und die zweite die &,, 7,, &, hat, 
wird biernach 


Set t/ätm+ß8). 


Die beiden Molekeln können zusammenstossen, wir nehmen an, 
sie thun es, gehen dann ihre Componenten über in &,, N, &ı; 
EN 62, so muss die Wahrscheinlichkeit, dass sie zugleich diese 
neuen Componenten haben, so gross sein, wie die, dass sie die Compo- 
nenten &,, Nı, &ı;5 &a, Na: 55 hatten, denn jene ergeben sich mit Noth- 
wendigkeit aus diesen, also haben wir 


Setrm+o/i&Htn +5) 
= ++ HT HEN. 
Nun ändert sich aber, wenn, wie wir stets angenommen haben, die 
Molekeln sich wie völlig elastische Kugeln verhalten und Kräfte zwischen 
ihnen nicht wirken, ihre gemeinschaftliche Energie durch den Stoss 


nicht, hat also die erste Molekel durch den Stoss die Energie a ge- 
wonnen, so muss die zweite die Energie a verloren haben, somit folgt 


EHRE HD Hm 
und zugleich 

1 

SH HD- ZEHN Da 


woselbst u, die Masse der ersten, u, die der zweiten Molekel bedeutet. 
Hiernach haben wir 


20) (ad t+tm+i/ät+m + 5 


BE oT 
= s(5 u 


)r(@+m+&-7%) 
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Setzen wir für die f ihre Werthe ein, so wırd also!) 


ten 
l=e * 
somit 
i_& 
&ı uf) 
oder zufolge der Werthe von &} und £&3, nämlich 
ei — 3. ii — Ke 
237 293 
21) &ı vi = Ks vi. 


Daraus folgt: die mittlere lebendige Kraft ist in dem einen Be- 
standtheile so gross wiein dem anderen. Das gilt nun selbstverständlich 
für alle Bestandtheile, wenn deren mehr als zwei vorhanden sind. 

In jedem Gasgemisch haben alle Molekeln, unabhängig 
davon, welchem Bestandtheile sie angehören, eine und die- 
selbe mittlere lebendige Kraft. 

Sofort können wir hieraus und aus dem Boyle-Gay-Lussac’- 
schen Gesetze einen neuen Satz ableiten. 

Offenbar gilt der obige Satz ebenso, wenn die Gase getrennt sind, 
falls sie sich nur sonst unter genau gleichen Verhältnissen befinden, 
denn durch das Vermischen wird, wie wir gesehen haben (und die Er- 
fahrung mit grosser Annäherung bestätigt), nichts geändert. Haben 
nun zwei Gase gleiches Volumen, gleichen Druck und gleiche Tempe- 
ratur (thermokinetisch gemessen), so wird nach Gleichung 28) in Ab- 
schnitt 25 

N4vi = MW V3, 
also wegen Gleichung 21) 
22) NN, 
Das heisst allgemein: 

Unter gleichem Drucke und gleicher Temperatur haben 
gleiche Volumina verschiedener Gase gleich viele Molekeln. 

Das ist der Satz von Avogadro. Wir sahen früher, Abschnitt 22, 
dass die Erfahrung ergeben hatte, Gase hätten unter gleicher Tempe- 
ratur und gleichem Drucke in gleichen Volumina gleich viele Molekular- 
gewichte. Jetzt wird die Bedeutung klarer, indem jedes Molekular- 
gewicht sich an eine Molekel bindet. 

Ferner vermischen wir Gase mit einander und nennen den Druck, 
den sie dann zusammen ausüben, », so ist 


) Wie man aus der obigen Functionalgleichung die Functionen selbst, 
das Maxwell’sche Gesetz, ableiten kann, wird in G. Kirchhoff’s Vor- 
lesungen über die Theorie der Wärme S. 152 erwiesen. 
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1 — — — 
3) zZ mitm mn), 


woselbst die Indices sich auf die verschiedenen Gase beziehen und die 
n, U, %? die bekannten Bedeutungen haben. Nun ist aber für jedes 
einzelne der Gase für sich der Druck 


1 — 1 — — 
pı = 3 n,Uı %r, Pı = F} Ng Ug v3, .. Dr = N. Ur Wr, 


also 
24) r=mn tm tr +°::+ Mm 


das heisst: der Gesammtdruck ist gleich der Summe der 
Drucke, die jedes der Gase für sich allein ausüben würde. 

Man nennt dieses Gesetz das der Partialdrucke, es stammt 
von Dalton. Es folgt aber aus diesem Satze nicht etwa, dass ein 
Gemisch jedes der Gase nur unter seinem Partialdrucke steht, vielmehr 
steht es unter dem Gesammtdrucke. 


27. Die mittlere Weglänge der Molekeln. 


Für gewisse Fragen in der Gastheorie ist die Kenntniss der mitt- 
leren Länge des Weges, den eine Molekel frei, d. h. ohne gegen andere 
Molekeln anzustossen, zurücklegen kann, von Wichtigkeit. Clausius 
war es, der diese Grösse in die Wissenschaft eingeführt und damit ein 
neues Untersuchungsgebiet eröffnet hat. Veranlasst wurde er zu ihrer 
Berechnung durch die excessiv grossen Werthe, welche er für die 
durcbschnittliche Geschwindigkeit der Gasmolekeln ermittelt hatte. Man 
erhob nämlich daraus gegen die kinetische Gastheorie das Bedenken, 
dass, wenn ihren Rechnungen zufolge die Gasmolekeln sich mit so 
grosser Geschwindigkeit bewegen sollten, ein Gas sich sofort nach 
allen Richtungen ausbreiten müsse, selbst wenn es in einen Raum ge- 
bracht würde, der schon ein anderes (sas enthält. Mit anderen Worten, 
Gase müssten mit grosser Schnelligkeit durch andere Gase diffundiren, 
was aber der Erfahrung nach keineswegs der Fall ist, da im Gegen- 
theil die Diffusion der Gase durch Gase im Verhältniss zu der Ge- 
schwindigkeit der Molekularbewegung ausserordentlich langsam vor 
sich geht. Da berechnete eben Clausius, wie weit eigentlich eine 
Gasmolekel sich frei bewegen kann, bis sie gegen eine andere, oder 
bis eine andere gegen sie anstösst, und kam zu einer so minimalen 
Grösse, dass hieraus sofort die grosse Langsamkeit der Diffusion klar 
wurde Später gewann diese Grösse, eben die mittlere molekulare 
Weglänge, auch für die Theorie der Reibung der Gase und für andere 
Fragen in der Gaslehre grosse Bedeutung. Ich werde ihre Ableitung 
erst nach den von Clausius und Maxwell ausgearbeiteten und all- 
gemein anerkannten Methoden darstellen und dann dasjenige vor- 

Weinstein, Thermodynamik. 11 
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führen, was ich selbst dazu zu sagen habe; es kann nämlich Niemandem, 
der sich mit den hierüber geführten Untersuchungen etwas genauer 
beschäftigt, entgehen, dass hier trotz der sorgfältigen Arbeiten noch 
Vieles unsicher und unklar ist. 

Eine Molekel bewege sich nach allen möglichen Richtungen mit 
der mittleren Geschwindigkeit %. Welches ist der Weg, den sie im 
Durchschnitt zwischen zwei auf einander folgenden Zusammenstössen 
zurücklegt? Sei der Weg überhaupt !, ist r die Zeit zwischen zwei 
Zusammenstössen, so haben wir 


1) i=ry. 
Der mittlere Weg zwischen zwei Zusammenstössen wird also 
2,) l—= tv. 


Darf man für ty setzen r %, so bedeutet r die mittlere Bewegungs- 
dauer zwischen zwei Zusammenstössen. 

Bezeichnen wir aber mit v die Anzahl der Zusammenstösse in der 
Zeiteinheit, so ist der mittlere Werth von 7 gleich 


— 1 
3) = ,_T 
also ist die mittlere Weglänge I gleich 


7 Y 

23) '-=,21 
und es ist die Grösse v zu bestimmen !). 

Nach Clausius und Anderen verfährt man in folgender Weise: 
Wir sprechen allgemein von einem Zusammenstosse zweier Molekeln, 
wenn die Bahn einer Molekel durch die Nähe einer anderen Molekel 
geknickt oder gar zurückverlegt wird. Es ist dazu nicht nöthig, dass 
die Molekeln substanziell auf einander prallen, es genügt schon, 
wenn eine Molekel einer anderen so nahe kommen kann, dass ihre 
Bahn jene Aenderung erfährt. Die Molekeln hätten dann gewisse 
Sphären um sich, die sie gegenseitig nicht durchdringen können. Von 
vornherein steht zu vermuthen, dass diese Sphären nichts an sich Un- 
veränderliches sind, dass vielmehr zwei Sphären sich um so mehr 
durchdringen können, je heftiger der Zusammenstoss ist, je grösser die 
Geschwindigkeitsdifferenz in Richtung der Verbindungslinie ist. Wir 
nehmen aber an, dass es sich um Mittelwerthe handelt und sprechen 
von einem mittleren Radius der Wirkungssphäre, indem wir darunter 
die halbe grösste Weite verstehen, bis zu der sich zwei Molekeln im 
Durchschnitt nicht nahe kommen können, ohne dass sie im vor- 
bezeichneten Sinne zusammenstossen. 6 sei diese mittlere Wirkungs- 
weite. 


))y — 1, weil jeder Weg durch zwei Stosspunkte begrenzt ist. 
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Zunächst sei angenommen, die anderen Molekeln ruhten und eine 
Molekel bewege sich zwischen ihnen. Indem sie sich bewegt, beschreibt 
der vordere Theil der Wirkungssphäre einen cylindrischen Raum. Zu- 
sammenstossen kann sie nur mit Molekeln, die sich innerhalb dieses 
Raumes befinden. Ist aber v das Volumen dieses Raumes für die in 
der Zeiteinheit zurückgelegte Weglänge, n die Anzahl der Molekeln 
in der Volumeneinheit, so beträgt die wahrscheinliche Zahl Molekeln 
in diesem Raume nv, also ist die Wahrscheinlichkeit w für den Zu- 
sammenstoss mit irgend einer dieser Molekeln gleich rn, multiplicirt 
mit dem Verhältnisse des Volumens vd zu der Volumeneinheit, d. h. 


4) v—=m. 


v ist gleich dem Inhalte eines Cylinders von der Länge Y und dem 
Querschnitte 70?, der nach beiden Seiten durch Halbkugeln vom 
Radius 6 bezw. — 6 geschlossen ist, also 


v—=noy + = 103 — - 103 — noy 

und 
5,) w—=nnoty. | 

Wenn die anderen Molekeln nicht in Ruhe verharren, sondern sich 
bewegen, können wir auf den früheren Fall zurückgelangen, indem wir 
der sich bewegenden Molekel nur diejenige Bewegung zuschreiben, die 
ıhr im Durchschnitt relativ zu den anderen Molekeln zukommt. 
Nennen wir diese %,, 30 bliebe also die obige ‚Formel bestehen, nur 
wäre anstatt % diese relative Geschwindigkeit %, zu setzen, also ist 
für diesen Hauptfall 
5.) w—= nnord,. 


Dieselbe Grösse giebt aber auch die wahrscheinliche Anzahl Zu- 
sammenstösse in der Zeiteinheit. Hiernach wird 


6,) v—w—nnoRy,, 

somit 

7) I=-—ı 
nno:y, — 1 


Die Grösse %, ist leicht zu bestimmen, wenn wir allen Molekeln 
nur eine und dieselbe mittlere Geschwindigkeit zuschreiben; zunächst 
haben wir, indem mit En die mittleren Geschwindigkeitscomponenten 
der hervorgehobenen Molekel bezeichnet werden und mit &’, 7’, &’ die 
einer der anderen 

v=d-+a- ME. 

Nehmen wir die Bewegungsrichtung der einen Molekel zur Axe 

sphärischer Coordinaten, so wird 
11* 
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E—F — v9. 
u vCVaRAs re. 
a — #59. 
somit 
— . m __ 9 
8) „= vr!)2/1 — a9, = 2 un 3 


Dieses gilt für alle Moliekein, welche um ® gegen die Bewegungs- 
richtung der berrorzebobenen Molekel geneigt sind. Die Zahl dieser 
und die aller, weiche Bahnen haben. die um einen Winkel zwischen 9 und 
O — dd gegen die bezeichnete Richtung geneigt sind. verhält sich zu 
der Zahl der in einer mit dem Radıus 1 um die Molekel geschlagenen 
Kugel vsrhandenen Molekein wie die Fläche einer Zone von der Weite 
® und der Breite d® auf der Kugelfläche zu der Fläche der ganzen 
Kugel, wir haben also noch mit 22sin9d® zu multiplieiren, durch 
4x zu dividiren und nach 9 von O bis 180° za integriren, hier- 
nach wird 


vn 


_ _f Fu -/.,9 9 Y 
6, = wlan sinda0 — u | sin 3 cn a (2), 
Pr 


0 


oder 
a — 
9 „= — V. 
1) Te 3 Y 
Zuletzt erhalten wir also 
6,) v = z ano: 
und | 
1, I 
3 mn y — 1 


Gewöhnlich lässt man das Glied — 1 als sehr klein gegen das erste 
Glied fort, dann wird 


1 


" 


73) 


- nu 0? 
Den Zähler haben wir uns mit der Volumeneinheit multiplieirt zu 


denken, da er sich auf die Volumeneinheit beziehen sollte. Multi- 
pliciren wir nun Zähler und Nenner mit 6, so ist auch 


75) Oo — —_- 
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das heisst, die mittlere Weglänge verhält sich zum mittleren 
Wirkungsradius wie die Volumeneinheit zum Volumen aller 
darin enthaltenen Wirkungssphären. 

Der Satz sieht sehr plausibel aus, er enthält aber die bedenkliche 
Behauptung, dass die mittlere Weglänge bei gleicher Wirkungs- 
sphäre für alle Verhältnisse die nämliche ist. 

Ehe ich ihn weiter discutire, erwähne ich die strengere Berechnung 
nach Maxwell, welche zugleich darthut, dass der obige Satz durchaus 
nicht etwa selbstverständlich ist. Es ist bei der Berechnung der mitt- 
leren relativen Geschwindigkeit angenommen worden, dass alle Molekeln 
gleiche absolute Geschwindigkeit haben. Das trifft nicht zu, wir haben 
deshalb diese mittlere relative Geschwindigkeit gemäss den genaueren 
Gleichungen unter 1) in Abschnitt 25 abzuleiten. 

Da wir die durchschnittliche Weglänge für alle Molekeln zu- 
sammen im Durchschnitt berechnen wollen, ist auch %, für alle 
Molekeln im Durchschnitt zu bilden. Nach den citirten Gleichungen 
ist deshalb 

otro+o +o+m+ 


9) (5) | | | | | | Veran FR = j» 


nn — iD — 


et rer N dEdndkdfdAn’df. 
Nun haben wir 
2 +++? + — m? 
+ -: +++ +rd +9. 


Dieses führt auf den Gedanken, als neue Variabeln einzusetzen 


e —-t=u e+t=L, 
"—ı=V; N"+n=VJ, 
!--$=uw; +=W, 


woraus folgt 


g— Ir“ -’/r? pr W+w 


E-’+rW- + -P wit v4 w; 
£’2 + 7"? +62 4 &2 + n?+ 2 — 5 (u-+v2 + w2 U3 + V2+ W?). 


Nach einem Satze aus der Integralrechnung ist ferner, wenn ein 
System unabhängiger Variabeln 2, X 43 . . ., &u ersetzt wird durch 
ein System gleichfalls unabhängiger Variabeln %,, Ya, Y3 - - +, Un 


dx, dzzdzz ... dan = JIdy, dys dys . . . dYyn, 
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woselbst / die stets absolut zu rechnende Functionaldeterminante der 
x mit Bezug auf die y ist, nämlich: 

0% 02 On 
om on 9 
Oz Om... dam 
0% 0% OYs 


OYn OYn OYn | 


In unserem Falle wird diese Determinante 


1 1 
; 00-5 0 0 
1 1 
ooLl 0 o— 1 
1 — 2 2|_1 
 |1oo 1 0 o| * 
>) 2 
1 1 
_ 0 _ 
0,0 > 0 
1 1 
_ 0 0 | 
00, 5 


Also geht das sechsfache Integral über in 
— 1 F3 6 _ ® (u + 02 + w2) 
te 
3 (m 


_ (we + ve+ W9) 
dudvdwdUdVdaW. 


Die Grenzen sind wieder sämmtlich — © und + ©. Hier sind 
aber die u, v%, w von den U, V, W getrennt. Nun haben wir 


$ 3 wer vr4+ w® 
(- “) IE audavyaWw=1, 
y2 Ya 
also 


- y2 £& 3 a — -£ (u? + v2 + w?) 
vd, = v) II yet v2 + u?8e dudvduw. 
'n 


4 


Hier führen wir die üblichen Polarcoordinaten ein und erhalten 
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— 5 
1 u — (155 —.) j j [* sn9dqdPdo, 
ı 


oder nach Ausführung der Integration nach ® und nach 9 


_ FERN: 5 Re g \39 
= ———— 3 2 = -)--= 


oder gemäss den Formeln für %2 und % in Abschnitt 25 


— 8sı 44/3 y= _ 
9,) | 


Nach der ungenaueren Rechnung hatten wir gefunden v, — z v, also 


a nn 


wäre der Werth v, nach der ersten Ueberschlagsrechnung, wenn wir 
ibn mit (%,), bezeichnen: 


9.) wm=$(z vw 


somit der genauere Werth 
—_ —_  /9\1 —_ 
9,) Y%, = (dr), (5)' — 1,06066 (v,),; 


also nur wenig von dem ersten Werthe verschieden. Wir bekommen 
aber in zweiter Näherung für die Anzahl der Stösse in der Zeiteinheit 


6;) v—4 ) 5 2.02 V», 


oder _ 
6,) v= Y2 no: % 
und für die mittlere Weglänge 
7;) SE 
4 V; n 0? Y v2 — 1 

oder u 

_ U 
7 l= ——— 

) Yarn2ory - — .ı' 
oder auch Bu 
An 

7.) 7 37 


PS xno: (5) _ 
Y mn Fe 


Lässt man im Nenner das zu vernachlässigende Glied fort, so bleibt 
ın beiden Fällen 
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Tu) l=- _ 1 _ . 
127n0? 

Diese Formel rührt von Maxwell her, die erstgegebene unter 
74), worelbst &, unter der Annahme gleicher Molekulargeschwindig- 
keiten berechnet war, ist von Clausius aufgestellt; sie war, wie be 
merkt, überhaupt die erste Formel für I. Die strengere Formel giebt 
kleinere mittlere Weglängen als die weniger strenge, also grössere 
Stosszahlen. 

Die abgeleitete mittlere Weglänge bezieht sich auf sämmtliche 
Molekeln im Durchschnitt. denn wir haben , für sammtliche Molekeln 
im Durchschnitt berechnet. O. E. Meyer hat gezeigt!), wie man das 
vu‘, auch für eine einzelne Molekel ableiten kann. Zunächst ist für 
eine solche einzelne Molekel, indem wir dann v, mit u. bezeichnen 

-ır +z +x 


E\N _—nn—n 

1) m _ Ss __ 22 __ ._—_ 2 __ ge 61; 

Im \\ -) | | | re sun 7) (s >) 
ern tdg:dnd$f. 


Nehmen wir, wie bei der Ableitung der Gleichung 8), wieder die 
Bewegungsrichtung der Molekel zur Axe sphärischer Coordinaten und 
engleich zur Axe der r. so das ! = tv". r' —=0,$'= 0 wird, so er- 
wiebt sich 


x. ıciıT 
.».8 98 


u. al N \ | gyeutrtni et ad dgadd do. 


also Ahnlich wie auf S. 167 


1.» 
od len Zen gg 
N 
; 
Er istnun 
| Ben | ı eat dr 
F 
oo insg, 
Ylenws hm N 
| "az 
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y’' 


© 
0 


— | «— VW e*ttde — | («— vet "dz, 


ei) 


) | | + We r*tH"de — | (x — We" de 


Yye\ 
y 
+ 2 | (£ — We *"dex ı 


2W 


0 
Die beiden ersten Integrale geben zusammengezogen (s. Anm. auf 
£? 


S. 139) 
4 y’ [ze "* ar — 
0 
Das dritte reducirt sich folgendermaassen, es ist gleich der Summe 
’ y’ 


17 
| ze *"dz — 2 y | ze®"dz + y’2 | et dx 
0 
' 


‚172 
0 
L ” 
— vr etw ı (v + 5) e "der — —: 
2€2 2 €? e2 
0 
Zusammen wird hiernach 
ur 
’ 1 € | 1 ‚ 2yr? ' 1 ' — ı? r? 
=, = ;VertY+ 2 (vi 35) | er dx 
E? 28€ 
vym| 
ev" 1 222 +] ” 
= - = „ — | e "dx 
Ya € e2yr Y j 
Zufolge Gleichung 9,5) wird dieses auch 
ey’ 
— 1 Fe 1 22p2 HH 1l[ , 
0) Welerwu+ 1-2! da, 
Y3 ey v j 
oder auch 
ey 
ra N — 
u v 1 4y?2 + — v? 
10 ‚=. ee" — 1-4 JeTtde 
4 + 
17) 
Das rechts noch stehende Integral lässt sich nur durch Reihen- 
entwickelung ermitteln. 
Für eine bestimmte Molekel, deren Geschwindigkeit %’ ist, wird 


> m. 


„nn m u du. nr ou -demn200 [| mc u 


Per 
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die Wuhrscheinlichkeit eines Zusammenstosses mit irgend eine: 
anderen Molokeln 


Fa 
T — 
av? + — v 
2; 
ee ET ra 
os Yyrx 1) 


und dienen int auch gleich der Anzahl ” der Stösse, welche die Alc 

in der Zeiteinheit erführt, wenn sie in eine Schaar von x» Molekel: 

die Volnmeneinheit geräth, deren mittlere Geschwindigkeit % ist. 
Die mittlere Weglänge für diese Molekel ist 

1’) r = w 


Fur gr O0 ist die Wahrscheinlichkeit 


wen 7 dr? 
, nd? 2 , rn 
on role | vo: \= a 2 | = nan0y. 
[” 7 [8 


v’_o 
Das stimmt mit Gleichung 9), wie zu erwarten stand, denn die \W 
seheinliehkeit, dase eine bewegte Molekel gegen ruhende stösst, i 
areas wie die, dass bewegte wegen eine ruhende treffen. 
Kehren wir zu der für alle Molekeln geltenden mittleren \ 
lange eurick, so war alse in der einfachsten Form nach Maxwe 


l 
127.6: 


das heisst die mittlere Weglangze verhält sıch zur Län; 


-- 


ernhertnie die Voinwereintheir zudem }?fachen alle 

diesem Volumen enthaltenen Uv.ıinder. deren Höhe 

argaruernhert, deren Querschnitt der grösste Quersch 

er Weraungsstvhärerst, oderdice mittlere Weglänge 
| s 

Wale neh sum Wirautgsraülius wie iss ] 9 fache 


\euamery par znw V'nwin aller Zarin enthalte 


Nase, art Du ats st ii allemeasm ron der fr 
a naee \roel lee nn. was 77 Zee. nämlich 
. "ce o.3.00.r Is lei reischen 


. ” a un \ a nn. - ” - ” Tıri® zarte Punkt. 
oa : Won „22 Is Ee Smbären | 


no. - zmmere Wog 
x . sTer ehr um 
u x 22 jerOngeren 
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gleich dem mittleren Betrage aller Lothe von den einzelnen Halbkugel- 
punkten auf die Aequatorebene der Sphäre sein. Dieser mittlere Be- 
trag ist leicht zu erhalten. Ein Loth von einem Punkte, nach welchem 
der Radius der Sphäre gegen die Bewegungsrichtung um ®# geneigt 
ist, hat die Länge 0c0s9. Die Zahl der Radien, welche Winkel 
zwischen ® und ® + d® mit der Bewegungsrichtung bilden, ist nach 
einem schon öfter gemachten Schlusse 2rsin®d®9, die Zahl der 
Lothe also gleich der 270?sin®d®, multiplicirt mit oe, weil für 
diese die Projection auf die Aequatorebene in Frage kommt, also ist 
die gesuchte Correction 


270? 


zo 6 co9sinddY — = 


ei 


Das wäre von dem früheren Werthe von ! abzuziehen, wenn die 
Molekel nur gegen ruhende Molekeln stiesse. Bewegen sich aber die 
anderen Molekeln gleichfalls, so kommen sie ihr entgegen oder ent- 
fernen sich von ihr, das muss die Correction beeinflussen, und da die 
Annäherung oder Entfernung im Verhältniss zu der Raschheit der 
Bewegung steht, so ist = 6 noch mit der Geschwindigkeit der heran- 
nahenden bezw. sich entfernenden Molekeln zu multipliciren und durch 
die relative Geschwindigkeit der stossenden Molekel zu dividiren, also 


mit he. zu multipliciren. Das ist noch mit der Wahrscheinlichkeit 
r’ 


eines Zusammenstosses bei bestimmter Geschwindigkeit zu multipliciren 
und im Mittelwerthe zu berechnen. Hiernach erhalten wir als Correc- 
tion aller Weglängen zusammen, wenn eine Molekel mit anderen zu- 
sammenstösst: 


2 & \3 %, 
_ 2 2, —_ (£? + +, 2) r N N 
3 onX0?n (=) IE vr dE' dn’ dd, 


also 
2 &.\°® 2 (Er2 “+, al | m2 LP ' 
- 0 Xn0? (=) IE u 2 Ol Be IYyE + n?+8&d dn’dd', 
3 Yyz 


zwischen den Grenzen — © und + ©. Bilden wir das Mittel für 
alle Molekeln überhaupt, so wird die mittlere Correction aller Weg- 
längen einer Molekel 


In) =} 0zn0: (7) INveFrHe 


e- + n?+ 5% e-267+ „2 +) de dan de d &’ dn' dd. 


Darin ist nun 
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a h} 
(=) \ | add dd—ı. 
T « 


Ferner haben wir nach Einführung sphärischer Coordinaten 


IE FR FR een ar anag 


=4n [w edv — em 
€ 
0 
somit 
» 2 _ 
d($ D=2orno =- rndvy. 
3 Yre 3 


Die Summe \; bezieht sich auf alle Zusammenstösse einer Molekel 
in der Zeiteinheit. Dividiren wir durch die Zahl der Zusammenstösse in 
dieser Zeiteinheit, so ergiebt sich die Correction für die mittlere Weg- 
länge zwischen zwei Zusammenstössen 


_ = an0ry 5 
dll= — _—- —- - _- = Y25 
Y2 no 3 
und es wird 
r 
13) i=._!1 2 
y2rn0? 3 


Wir haben nun die Formeln auf Gemische von Gasen zu er- 
weitern. Der Einfachheit halber nehmen wir ein Gemisch von zwei 
Gasen an, auf das eine beziehen wir den Index 1, auf das andere den 
Index 2. Wiederum ist für irgend eine Molekel etwa des ersten Gases 
IL ZESEEE ZU 
Il + —1 

v, ist die Zahl der Zusammenstösse in der Zeiteinheit der Molekel 
mit Molekeln gleicher Art, also des ersten Gases, v, die mit Molekeln 
des zweiten (iases. Für ?", gilt die frühere Formel 


l— 


= aan o v. 
ı, haben wir genau so zu berechnen wie früher v,, also ist erst 
(t.); zu ermitteln, das heisst die mittlere relative Geschwindigkeit 
einer Molekel des ersten Gases gegen eine solche des zweiten. Wir 


finden sie wie in Formel 9) 


IN (Wu). =) DE \ | | | ji | Na Im Ir 
mn. . a DE Er en 3 da d Yı dsı d$s d. d&.. 
wischen — X und — X zu nehmen. 


Die Integrationen sind 2 
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Hier kann man die € — &, n""—n, &' —£ zwar noch als Variabele . 
einführen, nicht mehr aber die <+£&,n'’+n,{&' +5, an deren Stelle 
sind als Variabeln & + u£s, nı + uns, &ı + ud, zu setzen. Macht 
man nämlich 
I +mi +) t+m +) = Held —5) + m — m)? 

+ (&-59)2) + aßläı +u&)? + (m tun) + (&ı + u?) 


so hat man 
third, wart —d, Ra — Hpu —0. 


Hieraus ergiebt sich 


4 2 

RR a: 2 --* —_® 
1 2 23 2 Zu 9 a" 
2 + 8 2 + 8& € 


Indem man also setzt 


4 -:=u + 


gr 
| 
S 


N- nm Nhtamml/: 


sen Gras 


wird 
m BE 
Ya -29?+m- nr - = Y wur vo + w, 
2 52 
aan) trtaktmt+h)—= Rune: („+02 + 2) 
+ aa +4 W 
zur Bildung von d&, dn, d&, d&, dn d&, bedarf es nach den An- 


gaben auf S.166 der Kenntniss der Functionaldeterminante der & u. s. f. 
nach den u u.8.f. Es ist aber 


gut HU & r 
= ann hear; m 
€& + € € + € 
Nn = ev +&r mm: a (7 v) 
ı &? + e? ’ 2 e? + £2 ’ 
uw +e W & ® . 
EN ne, 
& + €&3 137 + € 


also wird die Functionaldeterminante ebenso gebaut sein, wie die 
früher auf S. 166 angegebene, abgesehen vom Factor 


und sie ergiebt sich zu 
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: 00-8! 0% 

0 530 0-2 0 

009083 0 0-3 a: 
= (Ei — €83)°. 
ee 00 2 0 0 (&i 2) 
0 Ö 

Ö 


08€ 


Die ganze Determinante wird also Par\ somit 


(& — 


an = a NT 


ET (ut et (TI+ Ve+ RW 
re nz ru duded«dUdVdW 


zwischen den Grenzen — © und + X. 
Wiederum ist 


(— y za] e a HT arawmı. 
Y + & 


Ferner, indem man Polarcoordinaten einführt, 


Hit 
— wire +cH 
Ietesme re dudvde 


Tara” dv — „(&ä + 8)2 


28 


also 


14,) (dr) = = rn 
Für & —— & = € kommt der in Gleichung 9,) angegebene Werth 
Nach Einführung der \Werthe von &,, &; nämlich 


„_a2l ; 2 1 

===, m —-, 
YmHı I29%: 

geht aber obiger Ausdruck über in 

14,) Weir — v3, 


also ist (Yyr)ıo einfach die Resultante der mittleren relativen Ge 
rchwindigkeiten der Molekeln der Bestandtheile. 

Die Stosszahl in der Zeiteinheit wird für die Molekel der erster 
bezw. der zweiten der beiden Bestandtheile 


15) We lTanet, - amaler— a 
16) (= 1]27n Gv, — ın, 0? u? _ vr 


somit die mittleren Weglängen 


Molekulare Weglänge. 175 


1 


17) (= u a 
2 o? Nz0? V 1 = 
y ano; + an N + (=) 
18) (1), = ——— 
Y2zno? + zn, 02 Yı + (& 
%; 


In diesen Gleichungen ist 0 der Radius einer Wirkungssphäre, 
deren Grösse zwischen derjenigen für Molekeln des ersten Gases und 
für solche des zweiten Gases liegen wird; wir können 


19) oa +t 9% 
2 
ansetzen. 

Wenn ein Gas sich in strömender Bewegung befindet, so ist 
die thatsächliche Weglänge einer Molekel in Richtung der Strömung 
gleich der molekularen, vermehrt um die aus der Strömung resultirende 
Weglänge. Die molekulare aber bleibt fast ungeändert, wenn nicht 
die Strömungsgeschwindigkeit im Verhältniss zur Molekulargeschwindig- 
keit in Betracht kommt, was bei Experimenten kaum je der Fall ist. 
Die obigen Formeln bleiben also in der Regel in Kraft, auch wenn ein 
Gas als Ganzes oder in einzelnen Theilen strömt, so dass innerhalb 
seiner Masse gewöhnliche Relativrbewegungen vorhanden sind. Für 
den einfachen Fall, dass ein Gas in zwei Schichten nach gleicher 
Richtung, aber mit verschiedenen ee a Gy strömt, ist 


—) 


20) w), = Y2zorY (m tn, I: +3 — (21. + |) 


21) = Y2r202Y (m +n E + (za) m. |). 


woselbst ,, ng die Zahl der Molekel in der Volumeneinheit des mit 
der Geschwindigkeit a, bezw. a; strömenden Gastheiles ist. Die Glieder 


— 2 —_ 
(=) «+ sind sehr klein, da Y meist gegen a, — Qy sehr gross 


% 
ist. Die Ableitung geschieht genau so wie die für die Formeln 15), 


16)!). Die mittlere Weglänge ist 
n 1 2n, [Adi — Ag\? v2 
22) ( = — [1 - 3, (2 Es 
m Y2rno: r 3 
7 l 2% (dh =) .]-% 
Da = — —— — 
2) (0 Y2zno:2 E 3an ( rn 0: 


1) O. E. Meyer |. c., Mathematische Zusätze. 
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wo n die Anzahl aller in der Volumeneinheit enthaltenen Molekeln 
bedeutet. 

Nun sind noch einige nicht unwichtige Bemerkungen zu machen. 
Die mittlere Weglänge ist allgemein umgekehrt proportional n und 0%. 
Da wir 7062 noch mit der Längeneinheit multiplicirt zu denken haben, 
so enthält der Satz eigentlich einen Gemeinplatz, er besagt nur, dass 
die Molekel gegen alle Theilchen stösst, die ihre Wirkungssphäre auf 
ihrem Wege findet; die Factoren, z. B. 7; ‚ kommen noch hinzu, weil 
auch die anderen Molekeln sich bewegen, sie also mehr finden muss, 
als wenn sie allein sich bewegen würde. Wenn nun 6 = O0 ist, so 
würde hiernach / = ® sein und die Molekel nirgend anstossen, es sei 
denn, sie träfe unendlich viele Molekeln auf ihrem Wege. Das kann 
nicht wohl richtig sein, denn auch wenn zwei mathematische Punkte 
sich gegen einander bewegen, müssen sie auf einander treffen können. 
Der Sinn dieses Einwandes ist aber der: die Consequenz der Ent- 
wickelungen, „dass nämlich die Wahrscheinlichkeit von Zusammen- 
stössen ins Unendliche abnimmt und die mittlere Weglänge ins Un- 
endliche zunimmt, wenn die Wirkungssphäre ins Unendliche abnimmt 
und nicht zugleich die Zahl der Molekeln ins Unendliche zunimmt“, 
kann nicht streng richtig sein, weil etwas Anderes denkbar ist. 

Das ist das Eine; ein Zweites betrifft den Umstand, auf den schon 
S. 168 hingewiesen ist, dass nämlich die Formel für I ganz allein von 
6 und n abhängt, aber von allen anderen Umständen unbeeinflusst ist. 
Denken wir uns ein Gas in eine unausdehnbare Hülle eingeschlossen, 
so dass n stets denselben Werth beibehält, und erhitzen wir es oder 
kühlen es ab, so würde die mittlere Weglänge der Molekeln dabei 
immer dieselbe bleiben, wenn nicht die Wirkungssphäre sich änderte. 
Ja, erhitzen wir das (as ins Unendliche, so bliebe die mittlere Weg- 
länge immer noch dieselbe, wie wenn wir es bis zum absoluten Null- 
punkt abkühlten. Im letzteren Falle aber kommen, wenn die kinetische 
Theorie der Wärme überhaupt Geltung haben soll, die Molekeln ganz 
zur Ruhe, in diesem Falle also muss ! = 0 sein, somit müsste 6 mit 
abnehmender Temperatur unendlich gross werden, da ja # immer 
endlich bleibt, was wohl nicht zugestanden werden kann. Der mathema- 


tische Einwand, dass ja ! aus der Gleichung \ gewonnen ist und dass, 
wenn ® — 0 ist, auch v — 0 ist, kann nicht erhoben werden, denn 


— v. . . 
v soll proportional Y' sein, der Ausdruck Br ist also nicht unbestimmt, 


und zweitens kommt es hierauf gar nicht an, sondern allein auf die 
Formel für ! ohne Rücksicht auf ihre Herleitung. Führt diese Her- 
leitung zu einer Formel, die nicht plausibel ist, so muss sie irgendwie 
unvollständig sein. Ich habe mich vergeblich bemüht, nachzuweisen, 
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worin die Unvollständigkeit der gewöhnlichen Herleitung beruht. Ver- 
muthen kann ich nur, dass die Herleitung lediglich die Möglichkeit 
von Zusammenstössen berücksichtigt, aber keine Bedingungen enthält, 
wann solche Zusammenstösse stattfinden, denn wenn beispielsweise 
eine Schaar von Molekeln in gleicher Bahn einer Molekel verweilt, 
befindet sich diese Schaar immer in der Bahn der Molekel, und doch 
finden keine Zusammenstösse statt. 

Für punktförmige Molekeln sind diese Bedingungen für den Zu- 
sammenstoss offenbar folgende: 

1. Die Bahnen der beiden Molekeln müssen einander schneiden, 

2. Von einem Zeitmoment an gerechnet müssen die von den 
Molekeln bis zur Stossstelle zurückzulegenden Wege den Geschwindig- 
keiten in der Bahn umgekehrt proportional sein (da die Molekeln sonst 
nicht die Stossstelle gleichzeitig erreichen). 

3. Keine der Molekeln darf durch andere Molekeln am Erreichen 
der Stossstelle gehindert werden. Die erste Bedingung kann analytisch 
in verschiedener Weise ausgedrückt werden. Sind 2, Yo, £, bezw. 
£o , Yo , £0 die Coordinaten der Ausgangsstellen der beiden Molekeln, 
!, ’ die bis zur Stossstelle zu durchlaufenden Bahnen, &, n, & bezw. 
&,n', & die Componenten der Geschwindigkeiten, so sind beispiels- 
weise solche Ausdrücke 

u) a an) - EN) + m — Hu) — 5) 

+ @ —-2)ET - dd 
oder 
) HH + —-HR+ a —-0= +12 — 21 cos (1), 
oder 
s) @+ß+y = 180%, 
wenn &, ß, y die Winkel des Dreiecks !, !' und der Verbindungslinie 
der Ausgangspunkte von [, !' symbolisiren. 
Die zweite Bedingung ergiebt 
j a 
ß) U — W’ 
woselbst %, %’ die Geschwindigkeiten der beiden Punkte in ihren 
Bahnen bedeuten. 

Die dritte endlich bewirkt, dass man den Anfangspunkt der 
Bahnen nicht beliebig zurückverlegen kann; vielmehr muss man, wenn 
! die durchschnittliche Länge der Bahn einer Molekel angiebt, 

y) Iı<I, "<ı 
ansetzen. 

Sucht man also die Wahrscheinlichkeit, dass Molekeln zusammen- 
stossen, so darf diesen Bedingungen nicht widersprochen werden, das 
heisst alle Grössen sind so zu wählen, dass diesen Bedingungen genügt 
werden kann, wenn ihnen auch nicht in allen Fällen genügt wird. 

Weinstein, Thermodynamik. 12 
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Nun sei die Wahrscheinlichkeit, dass eine Molekel den Weg 1 fr. 
zurücklegt, gleich u, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie de 
Weg ! frei zurücklegt, gleich 
24) u — da, 
eine Gleichung, die von Clausius herrührt. 

Die entsprechende Wahrscheinlichkeit für die zweite Molekel ı. 

Ur — WW. 
Demnach die Wahrscheinlichkeit, dass von einem bestimmten Monert 


ab bis zu einem bestimmten anderen Momente die eine Molekel d.; 
Weg 1, die andere den !’ frei zurücklegt: 


(+7) 


25) wıı 7 at! — ua 
Da die Projectionen von !, ! auf die Coordinatenaxen sind u, — !. 
%— ya — Hm —E, Yu — NY, 20 — 8, so wird die Wahr 


scheinlichkeit, dass von einem bestimmten Moment an bis zu eine 
bestimmten Moment die beiden Molekeln in Richtung der Coordinster- 
axen eben jene Projectionen zurücklegen: 

26,) Urysz,y,? = aa - drum ytrta- Arte N Hr — N Han 


Man setzte 


A = 000g 
loqa 
dann wird 
it Be _ti+t 
27) u = e “ , Ur 0 . wmv =e 4 , 
_&M tm) +u Ita — Zr) + — NH! 
=, mn 
28) War yt,z'; zy2 € 


Ausser der ersten und zweiten Molekel sei noch eine dritte Molekd 
vorhanden, welche sich in derselben Zeit um die Strecke I - di 
wegt. Die Wahrscheinlichkeit für diese und die erste Molekel ist dam 


Ii+v di 
, a 
Ua = E ’ 
Wr y,z;cHt+tdry + ıy, + id: 
_ Mt NM razer NEW NIE —- N) de+dy-i: 
ji ee mm nn 
=—e & 


Die Differenz dieser Wahrscheinlichkeit und der früher ar 
gegebenen, also 


Je —= U iien: 0 Up c;ctdz, vtaysı+ds 
ist die Wahrscheinlichkeit. dass die erste Molekel mit einer der beila 
Molekeln, deren Wege 7 und 7 = dT sind, zusammenstösst. Ist d 
durehschnittliche Zahl der Molekeln auf der Längeneinheit gleich #, 
su giebt jene Differenz, mit », multiplicirt, die Wahrscheinlichkeit. ds» 
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die erste Molekel mit irgend einer Molekel aus der Zahl derer, deren 
Bahnlänge zwischen } und ! + dl liegt, zusammentrift. Wir müssen 
aber noch den Ausdruck für diese Wahrscheinlichkeit gegenüber den 
erwähnten Bedingungen für das Zusammenstossen widerspruchsfrei 
stellen. Wir haben alle Molekeln in ihren Bewegungen von demselben 
Moment ab verfolgt, zusammenstossen kann eine Molekel mit der ersten 
Molekel nur, wenn ihre Bewegungen gleichzeitig ihr Ende erreichen, 
das heisst also zufolge der Gleichung unter f), es muss sein 


e 


Lo —ı—=t$ Y — y—ın, 2% —s=Tt$; mn —"=t!, 
» — yatın,a et. 
Da hieraus für den Fall, dass z = x, y= y', e = z', das heisst, 


dass die Bahnen sich schneiden sollen, was für das Zusammenstossen 
zufolge der ersten Bedingung erforderlich ist, sich ergiebt 
H— n =rE —F,)y—y =ırnm N), o—H =tr(i—!)), 
so ist, wie man sich leicht überzeugt, die Gleichung «,) identisch er- 
füllt. Die obigen Annahmen schliessen also den Fall eines Schneidens 
der Bahnen ein, und ein Widerspruch gegen die erste Bedingung be- 
steht nicht. Dieser Bedingung wird sogar für keine der Molekeln 
widersprochen, denn alle Molekeln sollten sich in gleicher Bahn be- 
wegen. Dagegen ist der zweiten Bedingung zunächst nur für eine 
Molekel, die mit der Weglänge ?', Rechnung getragen. Soll der 
zweiten Bedingung auch für alle anderen Molekeln, wie erforderlich, 
nicht widersprochen werden, so muss für alle Werthe von d} zwischen 
O und di sein 
I+d ı 7 
v+dvy v Y 
Daraus bestimmt sich zunächst dY, nämlich 


ay=Faı. 


= T, 


Weiter haben wir 
de —=rd& dy=rdn dz=rd£. 
Aber es ist, weil d! in Richtung von ? liegt: 


& N $ 
de =-dl, dy=-dl, dz = —- dl. 
"y ’=y my 
Folglich haben wir, indem noch die Gleichung r Y = !’ beachtet wird 


Il al al 


und 
12* 
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| 11 dl 
de=tr£ n, y=n-. de =r{$ T. 
Nunmehr wird " 
-- (1+7 
29) "nr, = 0 :( v) 
„shit: „Strtr 
u DEE 
30) Wz,y.:: ya’ — e ’ 
-Te+n+4n 
„z Aw = oo N) Wr, y,2; ı’, y’, z' e — 1 . 


Ersetzen wir, nachdem die Coordinaten geschwunden sind, üie 
Indices durch die & 7,6, &, n’, &, so wird 


- E44 9-04 N4N z 


"&E+n+9T 


und diese Grösse giebt auch die Anzahl Zusammenstösse einer Molekel, 
welche die Geschwindigkeitscomponenten £&, n,& hat, mit anderen Molekalı. 
deren Geschwindigkeitscomponenten zwischen &, n, & und & + d#, 
n + dn,& + d& liegen, am Ende der Zeit . Weiter weiss ich die 
Rechnung nicht zu führen. Für den folgenden Zweck ist dieses auch 
nicht nöthig, ich werde später die mittlere Weglänge durch gan 
andere Betrachtungen, aus dem Carnot’schen Satze, ableiten. Eint- 
weilen soll noch die Grösse A ermittelt werden. 

Es war die Wahrscheinlichkeit dafür, dass eine Molekel dea 
Weg ! zurücklegt 


3) ,Jwv = — me 


v=ul=e 


|“ 
® 


Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass dieser Weg zwischen ! und 
! — dI liegt, ist hiernach in oft wiederholter Schlusgweise 


! 
-zdI 
4 — 
Somit ergiebt sich für den mittleren Weg ! der Molekel 


MH TE 


A Lt L 
'=| le lzalre de =4, 


das heisst 4 ist die mittlere Weglünge I, und es wird 
ı 


— — 


52,) U 27 e l 


Ersetzen wir { durch seinen aus 2,) folgenden Werth, so resultir. 
mi: hinreichender Annäherung 


4 


| 
2.) nr v 


Beide Gleichungen unter 52) werden wir oft anzuwenden Gelegen- 
heit haben, sie rühren von Clausius her. Die Grössen 1, v, % sind 
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verschieden, je nachdem wir es mit bestimmten Molekeln von be- 
stimmter Geschwindigkeit oder mit Molekeln, wie sie im Durchschnitt 
im Gase enthalten sind, zu thun haben, also mit solchen, die auch 
durchschnittliche Geschwindigkeit besitzen. 

Zum Schluss dieser Betrachtungen will ich noch den Beweis für 
die auf S. 61 angegebenen Formeln unter 13) erbringen. 

Es handelt sich dabei um Berechnung des mittleren Stossvirials 
für alle innerhalb eines Volumens v enthaltenen Molekeln. Für ein 
Molekelpaar hatten wir für das Stossvirial gefunden 


2 u\2 
Yn=— mv' E + 0,4576 Pa) 
&% 


woselbst die allein zu berücksichtigende Variabele U’ die relative Ge- 
schwindigkeit in Richtung der Stossnormale bedeutete. Hiervon haben 
wir einen Mittelwerth für alle Molekeln zu bilden. Sei N die Anzahl 
aller Molekeln; die derjenigen, welche Geschwindigkeiten zwischen %’ 
und %’ + dY’ haben, ist dann Nf(Y')dw', davon bewegen sich 
Nf(w)dyw'sinydy Molekeln nach Richtungen, welche mit der Rich- 
tung relativ zur Bewegungsrichtung der ersten Molekel Winkel zwischen 
% und X + dy einschliessen. Ist Y, die relative Geschwindigkeit der 
hervorgehobenen Molekel gegen diese Molekel, so haben wir zunächst 
U’ = %,cosy und die Zahl der Stösse der Molekel mit diesen Molekeln 
in der Zeiteinheit können wir gemäss den früheren Auseinandersetzungen 
annehmen zu 
' Nas 20° 
Nf(vV)dy sinydyvY,cosy ru 

Gehört die Molekel einer Schaar anderer Molekeln an, deren Ge- 
schwindigkeit zwischen % und % + dY liegt, so dass ihre Zahl 
N/(%)dy beträgt, und deren Bewegungsrichtung mit der der ersten 
Schaar Winkel zwischen $ und @ + d@ einschliesst, so beträgt weiter 
die Zahl aller Zusammenstösse zwischen den Molekeln dieser Gruppe 
und denen der ersteren 


2 
N?f(y)dayw'sinydyy.cosx If) dysinpdg. 
Hiernach wird das Virial 


P, 4 
2 nr od © 
® 


2 “ 
V'=— ma = N? ar|ap) au |aviscuurto) vReostysinzsing 


‚ 2 nr ee.) > 
— (TE)? 0,1076 a | axlaplav|awsw) 
Ya v 


0 0 0 
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en mente Urisae. Ale Sröber mit u! bezeichnet wurde (S. 61). 
m ZWERKL Iren asseL sch zarsehet nach Eirführung des Werthes 
sr Ay ne J2tegrasioneu zarL g ur y ausführen und man erhält 


; v5 m mu a0, 
Do —_ 0457 (—)} > jar ler 
19 12 3 


„+ 2. 
u ._ IT — I 
af, - ’ + 
ZUvVv 


Wir können die Integraie — und das ist es allein, was wir er- 
»treben — in zwei Factoren zeriezen. von denen einer eine Zahl ist, 
der andere von dem mittleren Geschwindigkeitsquadrate abhängt. 
"etzt ınan namlich für jfvı. f(v', ihre Werthe nach dem Maxwell’- 
‚chen (sesetz ein, 0 erhait man für die Integrale 


bb 4. 


Fi k, . ” , KL v . ‚t 
\ r/ 7 d L' " Fu (5, __ )° — (y — gr) 5 ) 
oler 
’ ‚’ .’ vr it. nr) 24 24 
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Die Integrale geben nunmehr lediglich eine Zahl. Der von & ab- 
hängige Theil ist — En oder (zufolge des Werthes &) Zay Setzen wir 


& b 
hiernach die eine Zahl 
15 5/2 1 
= 7 0,4576 —— I|dy| dy’ yy' wir W 
8 194 (5) f [ 
ve! 
24 24 
+) — W—- vW)’)]=: 
so wird , , 
— 2 270? MU\: 5 
l— _;z-— _ 12 ( _N\5 2\5 
„=—emttN (FE) 95. 
Das ganze Virial ergiebt sich somit zu 
—_ er 
No — 2 mano v|# + He (9) | 
3 ® 


was der Gleichung 13) auf S. 61 entspricht, woselbst nur 2& —= 6 
angenommen ist. Den genauen Werth der Zahl z habe ich nicht er- 
mitteln können, es kommt auch auf diesen genauen Werth gar nicht 
an, da der aller anderen Grössen gleichfalls unbekannt ist und von 
Körper zu Körper varıirt. Ich brauche wohl kaum hervorzuheben, 
dass diese Form für das Virial nicht an die Gültigkeit des Maxwell’- 
schen Gesetzes gebunden ist, man kann sie mit Leichtigkeit allgemein 
ableiten. 
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Thermisches Verhalten der idealen Gase. 


38, Zustandsflächen und Zustandslinien, Ausdehnung und 
Spannung. 


Ihe Zustandsgleichung der idealen Gase 
0 pr—= RP 
gestattet sehr einfache weometrische Darstellungen. Da ausser ihr 
seibst jede aus ihr abgeleitete wleiche Bedeutung hat, kann auch die 


durch Rilduns der Logarithmen entstehende als solche angesehen 
wenien, wir hätten Jann 


n}) Ha FESTER Eee 
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sprünglichen Zustandsebene mit Parallelebenen zur logp, logv-Ebene. 
Ebenso sind die logarithmischen isopiestischen bezw. isometrischen 
Curven solche parallele Schnittlinien der Zustandsebene mit Parallel- 
ebenen zur logv, l0og® — bezw. zur logp, log ®- Ebene. 

In der ursprünglichen Form pv = R® ist die Zustandsfläche eine 
Fläche zweiten Grades. Da alle Grössen (abgesehen von gewissen be- 
sonderen, mit negativen Drucken verbundenen Zuständen) ihrer Natur 
nach positiv sind, liegt die Zustandsfläche, soweit sie physikalisch in 
Frage kommt, in einem ÖOctanten, der die drei positiven Axen enthält. 
Ferner ist für p = 0, v = 0 auch # — 0, die Fläche geht also durch 
den Coordinatenursprung. Indessen hat dies physikalisch keine Realität, 
da v niemals Null ist. 

Ebenen, welche zur pv-Ebene parallel sind, für welche also 
9 = const ist, werden in Curven 


4) pv = const 


geschnitten. Demnach sind die isothermischen Curven 
gleichseitige Hyperbeln. Die erste Isotherme # — 0 giebt die 
beiden Axen », v selbst, die folgenden Jsothermen haben dazu parallele 
Axen zu Asymptoten. Ihre Brennpunkte rücken von Ebene zu Ebene 
(also von Isotherme zu Isotherme) der Temperatur proportional von 
der Temperaturaxe fort. 

Die isometrischen und isopiestischen Curven sind gerade Linien, 
in welchen die Zustandsfläche Parallelebenen zur p, 9- bezw. v, 9- Ebene 
schneidet. Die ersten Curven sind unbestimmt, da für 9 = 0 und 
v —= 0, p unbestimmt bleibt. Die anderen Geraden schliessen mit 
Axen, die zur ®-Axe parallel sind, Winkel ein, deren Tangente gleich ist 


—_ 2 P_ 
pp= [7 bezw. R 


Diese Winkel wechseln also in den isometrischen wie in den iso- 
piestischen Ebenen von Ebene zu Ebene. Ist z. B. die ®-Axe senk- 
recht’ genommen, so nähern sich diese Linien mehr und mehr der senk- 
rechten. 

Ebenen, parallel zur 9-Axe, welche die p- und v-Axen in gleichen 
Abständen von der ®-Axe treffen, schneiden die Zustandsfläche in 
Parabeln, die Zustandsfläche ıst also mathematisch ein gleichseitig- 
hyperbolisch-parabolischer Kegel. 

Wir bilden jetzt die verschiedenen Differentialquotienten. Es ist 


o0v\ _R cv _ R® 
DT Auer: 
cPp\ _R CPp\ _ R® 
) (5), oo er 
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oder, indem wir die Constante 2 eliminiren, durch R = En: 
cv\ _v (oe\ __ v 
=), #® 5): op 
6) (2 le), ——_P, 
cd )y 9 \cv v 
0% 0% » 
6 v u p (e), v 


lliernach ist für alle Gase der wahre Ausdehnungscoöfficient bei 
constantem Drucke constant, ebenso der wahre Spannungscoöfficient 
bei constantem Volumen. Ferner haben gleiche Volumina verschie- 
dener Gase gleiche Ausdehnungscoöfficienten, ebenso gleiche Spannungs- 
coöfficienten für gleichen Druck. Oder: 

Bei allen Gasen ist der Zuwachs des Volumens für 
Volumeneinheit bei constantem Drucke bezw. der Zu- 
wachs des Druckes für Druckeinheit bei constantem 
Volumen gleich dem Zuwachse der Temperatur für Tempe- 
ratureinheit. 

Das entspricht dem Seite 122 bereits Angegebenen. 

Ebenso mit Bezug auf die Compressionscoäfficienten: 

Bei allen Gasen ist die Abnahme des Volumens für 
Volumeneinheit bei constanter Temperatur gleich der Zu- 
nahme des Druckes für Druckeinheit. 

Der absolute Compressionscoefficient ist durch die Tangente des 
spitzen Winkels der Berührenden an die isothermische Curve im be- 
treffenden Punkte bestimmt. 

Ersetzt man in den Gleichungen unter 5) das R durch seinen 


Werth n (Gleichung 15) auf Seite 126), woselbst R für alle Gase den- 


selben Werth hat und m das Molekulargewicht bedeutet, so hat man 
unter v das specifische Volumen zu verstehen und es wird beispiels- 
weise 


„ ou\ __ R 

) (3), mp 
GP\ _ R 

3) FÖn 


Hieraus erhellt: Der wahre Ausdehnungscoäfficient bei constantem 
Drucke, bezogen auf specifische Volumina, steht bei verschiedenen 
Gasen unter gleichem Drucke im umgekehrten Verhältnisse der Mole- 
kulargewichte, oder wie man auch sagen kann, im Verhältnisse der 
Anzahl Molekulargewichte (Molekel) in der Masseneinheit. Je mehr 
Molekeln die Masseneinheit enthält, desto stärker dehnt sich das Volumen 
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dieser Masseneinheit unter sonst gleichen Verhältnissen aus. Da nach 
dem Avogadro’schen Gesetze gleiche Volumina unter gleichen Ver- 
hältnissen gleich viele Molekeln enthalten, welches Gas die Volumina 
auch füllt, so kann man allgemein sagen: 

Die Ausdehnung eines Gases mit der Wärme unter 
constantem Drucke steigt bei allen Gasen in gleicher 
Weise proportional der Zahl Molekeln, welche das Gas 
enthält. 

Genau so gilt: 

Die Spannung eines Gases unter constantem Volumen 
steigt mit wachsender Temperatur bei allen Gasen in 
gleicher Weise proportional der Zahl Molekeln, welche 
das Gas enthält. 

Namentlich den letzten Satz ergiebt die kinetische Gastheorie un- 
mittelbar, denn zufolge Gleichung 1) in Abschnitt 23 sollte der Gas- 
druck bis auf einen Zahlenfactor gleich der Molekelnzahl, multiplicirt 
mit der mittleren lebendigen Kraft der Molekularbewegung, sein, 
welch letztere oben die Temperatur misst. 


29. Specifische Wärmen, Energie, Entropie und Potentiale 
der Gase. 


Gehen wir zu den specifischen und anderen Wärmen über, so 
haben wir zufolge 58) und 35) in Abschnitt 16 


00» _ ovV 
Js=# 75 y3 = (9 op’ 
also 
_?_RP 
9) a Be 77%, 
v RPY 


In mechanischen Einheiten gemessen ist die latente 
Wärme der Ausdehnung (die Wärme, welche erforderlich ist, um 
eine Masseneinheit bei constanter Temperatur um eine Volumeneinheit 
auszudehnen) gleich dem Drucke, unter dem die Ausdehnung 
vor sich geht und die latente Wärme der Spannung (die 
Wärme, welche erforderlich ist, um die Spannung einer Masseneinheit 
um eine Spannungseinheit bei constanter Temperatur zu vermehren) 
gleich dem negativen des Volumens, welches die Massen- 
einheit hat. Das negative Zeichen von Y9 besagt, dass bei Gasen 
die Spannungsvermehrung mit einer Erwärmung verbunden ist, also 
dem Gase, wenn seine Temperatur constant sein soll, Wärme entzogen 
werden muss. 
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Wir haben ferner nach 61) in Abschnitt 16) 


ap ovV 

J (Cy — 6) rer: 
also in unserem Falle 5 
__Ppv R R 


11) 1 Ze de 7 Sr Ze 7 

Die Differenz der beiden specifischen Wärmen bezogen 
auf Masseneinheit (bei constantem Drucke und bei constantem Volumen) 
ist für jedes Gas eine Constante, für verschiedene Gase um- 
gekehrt proportional deren Molekulargewicht, also um- 
gekehrt proportional der Dichte (s. Gl. 13, Abschn. 21), und 
multiplicirt mit dem Molekulargewicht für alle Gase gleich. 

Letzteres bedeutet, dass überhaupt die Differenz der 
specifischen Wärmen, bezogen auf die Massen der Molekeln, 
für alle Molekeln gleich ist. 

Und diesen Satz kann man ausdehnen und sagen: 

Die specifischen Wärmen, bezogen auf die Massen 
der Molekel (also bezogen auf gleiche Massen und multi- 
plicirt mit dem Molekulargewicht), sind für alle Gase 
fast gleich. 

Die Masseneinheit ist 1 = vd, woselbst d die Dichte bedeutet, 
daher giebt (9 — ev) vd 


zogen auf Volumeneinheit, was wir mit C, — Ü, bezeichnen, und da 


die Differenz der specifischen Wärmen, be- 


um—= — für alle Gase gleichen Werth hat, so wird 
12) Op — (u = Const. 

Auf gleiche Volumina bezogen ist die Differenz der 
specifischen Wärmen für alle Gase gleich. 

Und in der obigen Ausdehnung: 

Auf gleiche Volumina bezogen sind die specifischen 
Wärmen für alle Gase fast gleich. 

Der Satz besagt nach dem Avogadro’schen Gesetze das Näm- 
liche wie der voraufrehende. 

Die Anwendung dieser Gleichungen folgt bald. 

Wir haben weiter nach Gleichung 55) und 56) in Abschnitt 16 


J (2 22, „( _) — — 2 
cy ev ey c+ cp o®' 
somit zufolge der nun bekannten Werthe für c» und Y9 
13) ro, 
ct 
14) ro. 
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Also ist c, unabhängig von ®, c, unabhängig von p, es kann also 
höchstens sein c, —= f(p, ®#), cp = f'(v, #). Da aber c, — c, weder 
von 9, noch von v, noch von 9 abhängt, so könnte nur noch sein 
=a+/f/(®9), co =b-+ /(®) die specifischen Wärmen c,, c, 
müssen in gleicher Weise von der Temperatur abhängen 
und können nur von dieser abhängen, wenn sie nicht über- 
haupt constant sind. 

Zufolge 33) und 34) in Abschnitt 16 ist endlich 

0% 


0 u Be vr Po Tan 


also 
% 9» 
15) nP=9, = n® 
Y v 
16) Yy=z& DR Cy 


Dem Obigen zufolge also sind die Dehnungswärmen bei con- 
stantem Drucke und die Spannungswärme bei constantem 
Volumen proportional dem Drucke bezw. dem Volumen und 
im Uebrigen von der Temperatur in ganz gleicher Weise ab- 
hängig. Ihr Product ist nur von der Temperatur abhängig. 

Denn man hat 


v d 
Ferner ist 
18) »"»_h,h__Zw _]|1 


v 0) R J 


Die Dehnungswärme bei constantem Drucke, bezogen 
auf Druckeinbeit, weniger der Spannungswärme bei con- 
stantem Volumen, bezogen auf Volumeneinheit, ist für alle 
Gase gleich, und zwar mechanisch gemessen gleich 1 und 
calorimetrisch gleich dem Reciproken des mechanischen 
Wärmeäquivalentes (d. h. gleich dem thermischen Arbeits- 
äquivalente). Anscheinend bietet dieser Satz die einfachste Methode, 
das mechanische Wärmeäquivalent (bezw. das thermische Arbeitsäqui- 
valent) zu ermitteln; benutzt ist er hierzu noch nicht. 

Die vier Grössen c,, Cu, Yp, Yu sind bis auf eine Function von 9 
der Form nach ermittelt. Es bedarf noch einer Angabe, um auch diese 
Function zu bestimmen. Diese kann aber nur aus der Erfahrung ent- 
“nommen werden. 

Wir untersuchen nunmehr die Entropie und die Energie. Aus 
dem Gleichungssysteme D,) in Abschnitt 16 ersehen wir, dass die 
Entropie, als Function von 9 und v dargestellt, bestimmt ist durch 
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d® 
dSg ve = u — % + Zar, 
also weil c, nur von ® abhängt und c; = 5 — 27 ist: 


489, = d[y(®)] + F dlogl) 


Das Differential der Entropie als Function von Temperatur und 
Volumen besteht also aus dem Differential einer Function der Tempe- 
ratur und dem Differential einer Function des Volumens. Hiernach ist 


R 
Ss, = + YV(9) + T logv + D(v, 9) 
und die Function ®’ muss die Me haben 


a8 >), 


Da dv und d® ganz  naihängige non sind, kann ®’ nur Null 
oder constant sein, also bliebe 


R 
19) = + VE) + T lage. 
Aehnlich würden wir haben 
...d® v _ , R 
dS9,p —z (y E% m J# dp — d[v (9)] zu J d(log p), 
somit 
20) 89, „ = So' + Y' (9) — & log p. 


J 
NV. 1. 
Da p = Er ist, ergiebt die letzte Gleichung auch 


—(g— X ( 9) E Ei 
Sr (5 z Iog R) +95 (ge) + 7 logo. 
Also ist wegen Gleichung 19) 


R 
S, — SS — T log RR, 
21) R 
vd) = rd) — 7 109. 
Uebrigens ergiebt sich weiter, dass S als Function von p und t 


nicht von p explicite abhängt, sondern nur vom Product pv, es ist 
u" 
22) Sr = + W ( + — logo, 


Wir brauchen also nur eine Daratelungeneise von S zu kennen, 
etwa die als Function von © und 9, und die ist charakteristisch genug. 
Sie ist bekannt, sobald c, oder c, als Function von ® gegeben sind. 
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Wir kommen zur Energie. Das Gleichungssystem 44) in Ab- 
schnitt 16 ergiebt zunächst für die Energie als Function von v und 
oU oU 
-—-) = =ı(9); (—) = —ıp=0. 
(55). J Cu At ); (= 3 Jcy p 0 
Hieraus allein ist schon zu folgern, dass die innere Energie 
nur eine Function der Temperatur sein kann (oder nur vom 


Producte & abhängen kann), Druck und Volumen kommen in 
seinem Ausdrucke gar nicht oder nur in der Verbindung zum 
Product pv vereinigt vor. Also 


23) =, =1(%) 


Die thermodynamischen Potentiale F und ® gestatten keine so 
einfache Darstellung. Zunächst [s. Gleichung S) in Abschnitt 17] ist 


24) ®O—=F+tpr—F+R®. 


Sodann haben wir als Function von v und % (s. Gleichung 74), 
Abschnitt 17) 


3) ss = U— JS$ — y(®) — J$ (5 +98) + z log). 


Im Wesentlichen bestehen also die thermodynamischen Potentiale 
aus Functionen der Temperatur und der Temperatur multiplicirt mit 
dem Logarithmus des Volumens (bezw. des Druckes). 


80. Innere Energie, specifische Wärmen und Entropie idealer 
Gase. 


In Abschnitt 15 ist nachgewiesen, dass, so weit der Clausius’sche 
Satz vom Virial der Kräfte gültig ist — und dieses dürfte für eine 
ausserordentliche Zahl von Verhältnissen der Fall sein, da, wie schon 
dort bemerkt, dieser Satz eher einen zu umfassenden als einen zu 
engen Bereich hat — und wofern von allen Stosswirkungen abgesehen 
wird, die ganze potentielle innere und äussere Energie proportional 
der mittleren lebendigen Kraft aller molekularen Bewegungen zu 
setzen ist. 

Nun besteht diese potentielle Energie U aus der potentiellen 
äusseren Energie, sodann aus der potentiellen Energie der Wirkung 
von Molekel zu Molekel und aus derjenigen der Wirkung von Atom 
zu Atom; ist die potentielle äussere Energie U,, die potentielle innere 


der Molekeln U„, die der Atome in den Molekeln U,, so haben wir hiernach 


26) T=- +Uu+T. 
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Lo 


Gleicherweise können wir, indem von äusserer Bewegung al- 
gesehen wird, die ganze lebendige Kraft 7’ der Bewegung der Molekeln 
und der Atome darstellen durch 


27) T= Tut To. 
Die gesammte innere Energie U ist aber gleich der inneren 


potentiellen und der kinetischen, demnach wird nach Gleichung VI in 
Abschnitt 15 


2I)U ++ U " u tn + P-U= 


T+U—T, 


wo 


Aut + D) + MW — U. 


Setzt man noch, wie in Abschnitt 15 geschehen ist, die Tempe- 
ratur, thermokinetisch definirt, 7 proportional, so wird hiernach 


39) U —: RI —TU,+ u. 


Nun ist, wie gleichfalls in Abschnitt 15, Gleichung 24) sich dar- 
gethan findet 


30) U— pr, 
somit 

. do (0) 
31) D=,ERd pe + ii. 


Gilt aber die Boyle-Gay-Lussac’sche Gleichung, so haben wir 
pv—= Rd, also 


33) U (3 Ir — R) ® + u®, 


Ferner ist allein die innere potentielle Energie, die wir U, nennen 
wollen, 7, = UT — R*®, somit 


33) = (= R* — R) + u®. 


Die ganze innere Energie der Gase, ebenso der 
potentielle Theil dieser ganzen inneren Energie, wie 
der kinetische Theil sind je proportional der absoluten 
Temperatur. Die beiden ersteren Energieen sind dadurch bis auf 
einen Anfangswerth bestimmt. 


Setzen wir 
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so haben wir 


36) UV=-(0# +, n=(0'# + U. 
Demnach 

_ 1oU _c 

3”) =: F 

38) U=Ja8 + UP. 
Also: 


Die innere Energie eines idealen Gases ist bis auf einen 
Anfangswerth gleich dem mechanischen Aequivalente der 
specifischen Wärme bei constantem Volumen, multiplicirt 
mit der absoluten Temperatur. Die innere Energie eines 
idealen Gases steht zu der potentiellen inneren Energie und 
ebenso zu der kinetischen inneren Energie in einem con- 
stanten Verhältnisse (Satz von Clausius). 

Die specifische Wärme bei constantem Volumen ist gleich 
dem thermischen Aequivalent der inneren Energie, dividirt 
durch die absolute Temperatur. 

Da C constant sein sollte, ist auch c, constant, demnach ist auch, 
weil c» — C, constant sein muss, C, constant: 

Die specifischen Wärmen idealer Gase bei constantem 
Volumen und constantem Drucke sınd Constanten, unab- 
hängig von Druck, Gasdichte oder Temperatur. 

Wie weit diese Sätze richtig sind, werden wir später sehen. Wir 
haben aber nunmehr 


C 
39) = T’ 
R 
40) pn = Er, 
Cv 
41) | y=Ty% 
C+R» 
42) P=TZTtTE 


Sodann, wie eine sehr leichte Rechnung ergiebt: 


1 
Ss, = + T log (9 vR), 
a 1 
43) Sr = + T log (9° + &p-E), 


„ 1 
Sr = + T log (vE+ Epf); 
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JB [r, — JS, — loy(8° vP)], 

44) Fs,» = JB ler — IS — loy(BCrtEp-E)], 
Fi.» = J® [c. — JS — log wetrERyc)]; 
PD: — JH [en — JS — log (FE vB)], 

45) D,, = dl — IS — loy(BCt Rp R)], 
®,, = J9[lo — 7 Se — luy(wCt Bpf)]. 


Es ist nicht ohne Interesse, zu bemerken, wie conform die Aus- 
drücke für die beiden thermodynamischen Potentiale gebaut sind, sie 
unterscheiden sich lediglich dadurch, dass die darin vertretenen specı- 
fischen Wärmen verschieden sind. Zugleich rechtfertigen sich die 
unterscheidenden Namen, die S. 92 diesen Potentialen gegeben sind, 
F als thermodynamisches Potential für constantes Volumen, ® als 
solches für constanten Druck; in der That ist in F' enthalten das c,. 
in ® das c,. 

So So, So bedeuten die Entropieen für irgend einen Zustand des 
Gases, und es ist 
R 


S=S+t, 


log R, 
46 
9 -—- log 

0 7,9 7 og.n. 
Damit sind alle Grössen ihrer Form nach bestimmt. In einem 
Falle jedoch kann man die Gleichungen noch weiter entwickeln, weil 
er für die Verhältnisse gewisser Grössen zu bestimmten Zahlenwerthen 
führt. 

 Zufolge 34) ist 


r 
47) = I#F—=C+Nh, 
also 
5b I* 
48) = 3 T 
und 
eo __5 I* 
49) r. 830 


Nun war ferner nach Gleichung 1) in Abschnitt 23 das 


2 /Nu .) 
yv=-— (  —), 
IN 


9 


worelbst Y° das mittlere Quadrat nur der fortschreitenden Bewegung 
der Molekeln bedeutete. Hieraus folgt: 

’ür solche Gase, deren ganze innere kinetische Energie 
nur in der kinetischen Energie der fortschreitenden Be- 
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wegung beruht und innerhalb deren Molekeln keine Be- 
wegungen stattfinden, die also keine Atombewegungen 
haben, ist 


50) R= B R*, 


Offenbar wird die Voraussetzung erfüllt sein, wenn die Atome, 
die die Molekel zusammensetzen, zu einem starren, in sich unveränder- 
lichen System verbunden sind. Körper, deren Molekeln in dieser Weise 
gebaut sind, haben wir einatomige Körper genannt. 

In einatomigen Gasen ist also 


2 
R= Fr R*, 
Für solche Gase haben wir hiernach gemäss 34) 
51) C= R%, 
also 
52) Cy -7 
und 
53) &® —° — 187. 
v 3 


Die specifischen Wärmen einatomiger Gase stehen im 
Verhältniss von 5 zu 3. 
Ferner ist gemäss 34) und 35) 


’=0(, 
also auch 
54) U, =0 
und 
55) U=R*d + 


Einatomige ideale Gase haben keine innere potentielle 
Energie. 

Der Satz muss wohl verstanden werden; er besagt nur, dass, 
wenn die Boyle-Gay-Lussac’sche Gleichung die Zustandsgleichung 
der Gase bilden soll, wir aus der kinetischen Gastheorie gezwungen 
sind, einatomigen Gasen innere potentielle Energie abzusprechen. 

Für Gase, welche aus Molekeln bestehen, innerhalb deren Atome 
oder Atomcomplexe sich bewegen können, für mehratomige Gase, gelten 
so einfache Beziehungen nicht mehr, denn für diese kommt zu der 
lebendigen Kraft der fortschreitenden Molekularbewegung noch die 
der Bewegung der Atome in den Molekeln. Es ist also nicht mehr 


Se v2 — R*9, 


13* 
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also auch nicht 


2 
R= 3 Ir, 
Da jedoch c, höchstens gleich c, werden kann, denn die von der Zahl 
der Atome in der Molekel der Gase unabhängige Gleichung 11) in 


Abschnitt 29 giebt, weil = positiv ist, für c, — c, positive Werthe, 


so folgt, dass zwar das Verhältniss — nicht mehr > sein wird, aber 
v 


jedenfalls zwischen 1 und - liegen muss. 


Wir haben also 
56) 1< — < = 


In allen idealen Gasen liegt das Verhältniss der beiden 
specifischen Wärmen bei constantem Druck und constantem 


Volumen zwischen 1 und = 


Vermuthen kann man, dass dieses Verhältniss mit wachsender 
Zahl der Atome stetig abnimmt. 

Nun setzen wir U=T, + T,„, indem wir unter U, die ganze 
innere Energie der Atome allein (wenn die Molekeln ruhen), unter 
U’, die ganze innere Energie der Molekeln allein (wenn die Atome 
ruhen) verstehen. Ferner nehmen wir an, dass auch bei mehr- 
atomigen Gasen zwischen den Molekeln keine potentielle Energie vor- 
handen ist, was ja mit zum Begriffe der idealen Gase gehören sollte. 
Dann ist 


also 

57) Im 3 4 _3 Ze 
L 2 Ic 2 Cy 
T, » I 2 
T I 2% 


Diese Gleichungen lehren das Verhältniss der Molekularenergie 
bezw. der Atomenergie zur (resammtenergie berechnen. 


Es ıst aber nochmals hervorzuheben, dass alle diese 
Gleichungen nur gelten, wenn das Virial der inneren Stoss- 
kräfte vernachlässigt werden darf, was selbst bei idealen 
(Gasen hypothetisch ist. 
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31. Gasgemische. 


Befinden sich in einem Raume V die i-Gase 1, 2.. ., ti, denen die 
Dichten &,, Ug . . ., ii, die Molekulargewichte mı, Mg .. ., m, die 
specifischen Volumina v,, da... ., %;, die Atomzahlen für die Volumen- 
einheit %,, 3 ... ., n und die Partialdrucke 9,, 23 . . ., 24 zugehören, 
so ist, wenn alle Gase gleiche Temperatur haben: 


1.) pı dı —=R», Pa Ua —=1,#, ..., Pi %U — RR? 
oder 
lı) m =umR®, P3 =WRP, ..,.9 =WMR®P 
oder 
1) ı =mmR®, mM =nmR Pt... =nmRP®. 
Da wir ferner haben 
R R R 
2) Rz Bun Rz 
so geht das letzte System von Gleichungen über in 
1,) pP =Rnd, mB—=Rmd,..„m—= Rn, 
somit 


3) pn tm +: m =m+tm+- +m) RP. 

Nun ist 9, + 22 + - » » + 9; der Gesammtdruck p des Gemisches 
und rn, + rn +.» + n, ist die Gesammtzahl n aller Molekeln in 
einer Raumeinheit des Gemisches, also haben wir 


4,) p = nR® 

und sogleich im Anschluss daran für die Partialdrucke 
Ä a, nam. not 

1;) n =: R=7, ‚ M—7 


Die Partialdrucke stehen also im Verhältnisse der ein- 
zelnen Molekelzahlen zur gesammten Molekelzahl. 

Nennen wir m das durchschnittliche Molekulargewicht der Molekeln 
des Gemisches, indem wir 
5.) m — mh ram 22 Hmm 
setzen, 80 ist 
6) nm —nm 4 Na +: + um, 

=hrTbt oe tm—u 

die Dichte des Gemisches und 


4;) p=4w—9=Rud, 
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somit 
4,) yr= 19. 
woselbst 
. 1 _ 1 
') ati, ı,.,ı 
nm [3 


Ist die Masse des Gemisches im Raume F gleich M, so h: 
wir ferner 
4,) yV =MRd. 
73) Mr=tN[. 


Für die einzelnen Gase haben wir, wenn deren Massen im Volu 
V gleich M,, M, .. ., Mi sind: 


l1;) Ppı v= M,R,®. pPri= 4,R,9.. .. 
somit auch 
4:) »PV= (MR, + MR +... + 4R)9 
und hieraus folgt weiter 
ö _MR+MR+--+MR 

) R = ———— 

M 
und ausserdem 
y) Mv=),JV, YAıvy=T,... Mvuv=1l/. 
Da wir haben: 
M, M. ; 

( —1,272.....21_ . oo... . 
10) m m Ze N, : Ne Ki, 
so wird 
1l) Pı :Pa:-.--:'M = m: M:...:h 


Die Partialdrucke stehen im Verhältniss der Mole 
zahlen |s. Gl. 1.)]. 


Ferner ist 

‚ R M. 

12) nn =, N — —,:-- PR. 
Im, Img V; 
also auch zufolge 5,) 
7,) m — M 
“ Ahr ır.. iM 
I 777, Mi 

Indem man noch mtr = v setzt, wird 
13 yv—KR8. 


Aus der Formel für v ergiebt sich zugleich 
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14) vv 


woselbst die d,, ds, -. . . d; die Molekularvolumina der Einzelgase unter 
ihren Partialdrucken sind. 

Also bleiben alle dem Boyle-Gay-Lussac’schen Gesetze 
für einzelne Gase entsprechenden Gleichungen auch für Gas- 
gemische bestehen, wenn nur die einzelnen Grössen, Druck, Dichte, 
specifisches Volumen, Molekulargewicht, Molekularvolumen entsprechend 
definirt werden. 

Auch die specifischen und anderen Wärmen sind für Gasgemische 
leicht abzuleiten. Wir haben z. B. für die Masse M des Gemisches 


MdQ—'M«, = + Mcy 4 


worin c„, und C3 sich auf das Gemisch beziehen. Dieselbe Grösse aber 
ist auch, wenn c(® bedeutet, dass die betreffende Grösse dem Einzel- 
gase a angehören soll, gleich 


ad 
MdQ = V(uc + Unch” + ... + u,c” ry 
‚ dv 
+ tt +) 
also folgt, weil 2 — Vu ist 
Put Pmt tu, 
u I 
MD HIN +: + 
155) Cy = 7 7 


| 


15,) Cy 


und genau so sind alle folgenden Wärmen zu rechnen. Alle speci- 
fischen und anderen Wärmen, bezogen auf Masseneinheit, 
berechnen sich immer nach dem Schwerpunktsatze. Da 


uc, = C,undu, on = c” 
ist, so haben wir 
h — ır® (2) () 
16) 0,=(cC, +06 +''707% 

Die specifischen und anderen Wärmen eines Gemisches, 
bezogen auf Volumeneinheit, sind die Summen der ent- 
sprechenden Wärmen der einzelnen Gase unter den be- 
treffenden Drucken. 

Daraus wieder folgt: Alle für die specifischen und anderen 


Wärmen einzelner Gase abgeleiteten Gleichungen gelten in 
gleicher Weise auch für Gasgemische. 
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Zur Berechnung der Energie und Entropie haben wir --= - 
nächst der Gleichungen unter A) ın Abschnitt 21 zu bedieze-. in- 
nach ist 


17) r_ Hr Mit HIN 


M ’ 
18) Ss —_ IM, 5, Bu Hr Ss ++ .. + M; S; . 

MM 
Gleichungen, die nicht bloss für (Gase, sondern überhaupt allgemein 
gelten. 


In unserem Falle ist, indem die willkürliche Constante für ein 
Gas a mit Aa bezeichnet wird 


r _— (a) a) 
„=Jc, # + u! , 


also 
Mer Me +... Mc” 
19) VD-J '" . ur ten, 
a an 
AM 


Es ist aber zufolge 12) 

M =Vnm, M=VYnm,:., M;= Vnm.. 
Vn, giebt die Zahl Molekeln des Gases a im ganzen Gemische, setzen 
wir hiernach 
20) N, — Vn,. Na = Vn, 0.7 N; = Vn,, N= VYn, 
so bedeuten die N die Molekelzahlen überhaupt; indem wir noch die 
Molekularwärmen 


a) _ DD __. ,® d_. „© 
21) k =mec.,  =mt, ‘Km: 


einführen, erhalten wir für die Energie des Gasgemisches 


N | a8 
22) MU=IDINKOHDNMU. 
a—1 arz1 


Die Eintropie des Gases a, bezogen auf Masseneinheit, ist [Gleichung 43). 
S. 193] als Function von ® und v 


Ä R 
23) s’— Ss 2. "Toy + 7 logos, 
also 
| R 
23) WS=MS HMelogd HM, Zzloge, 


nee . un Ä N R 
— A, SU + N, (M log Ba Bj 109 e.)- 


Hieraus folgt für die Entropie des (Gemisches 
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— ır [(,® R 
23,) MSN, (x loo® + T Iogv,) 


3 (#108 + oa) Ho m + 


oder, was dasselbe ist 
a=i 
23 MS—= N . (8% s+ to v tm 5”). 
ı) > a4 ztogv, + 
Statt des specifischen Partialvolumens können wir Temperatur 
und Partialdruck einführen, dann ist 


at — — 
23,) MS = >) N (1 log ® „# 710 > — + m, Ss.” + "7log = 
a1 N) 
Setzt man die Verhältnisszahlen 2, u .. . gleich c,,C3°-,6;, 
so dass 
N; N. N; 
24) aeg a=my eo m N-NhdtNht + N 


ist (Planck bezeichnet die Grössen c als Concentrationen der 
Molekelarten im Gemisch), so wird wegen 4;) 


a3 
235) MS= >; N, [3 log® + k lo , 
al 


(@) R R 
tm, 5, + J (109 m, — log c.)|- 


Hiernach bekommen wir ferner für das thermodynamische Potential F' 


ai 


B R, #% 
25) MF=JP >) N EX —log9) — T log »— m, sc 
a=1 
R R vi” 
7 (too m. — log ca) + m, is 
und für das Potential ® 
<S (u) R Y (U 
26) UWO=JSSN, [x (1 —loı®) — T m Ss, 
a1 ' 
R R R in 
7 log Pro loq a) + T + m, | 


Die letztere Function ist, wie wir wissen, von besonderer Wichtig- 
keit, ihre Grenzwerthe bestimmen .Gleichgewichtszustände nach Vor- 
gängen, welche nicht Druck, Volumen und Temperatur, sondern 
andere Veränderliche betreffen, die davon unabhängig varıiren können, 
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z. B. Massenveränderungen in den einzelnen Bestandtheilen. Zer- 
setzungen u. 2. f. 

Jede der Gleichungen bezieht sich immer auf den augenblicklichen 
Zustand Aendert sich der Zustand, so ändern sich die darin ent- 
haltenen Grössen. Bei Vorgängen. für welche M® einen Grenzwerth 
hat. sollen p und 9 constant sein; solche können also nur die N. m. c 
ändern. Bleiben die Bestandtheile durch die Vorgänge ungeändert, 
so würde es sich nur um AÄenderung der Concentrationen c handeln. 


33. Die mechanische Definition der Entropie und die mittlere 
Weglänge der Molekeln in Gasen. 


Nach Gleichung VIlla) ın Abschnitt 12 hatten wir für die Aenderung 
der Entropie bei dem Uebergange eines Systems aus einem Zustande 
in einen anderen, bei etwas abgeänderter Schreibweise 
1) dS= Zul Tre) 

T ist die mittlere lebendige Kraft aller Molekeln während des Ueber- 
ganges, t ist die Dauer dieses U[eberganges. Wollen wir, was des 
Folgenden wegen nöthig ist, zu der mittleren lebendigen Kraft einer 
einzelnen Molekel übergehen, so müssen wir i so gross wählen, dass 
innerhalb dieser Zeit jede der Molekeln des Srstems alle möglichen 
lebendigen Kräfte aufweist, so dass allen Molekeln gleiche mittlere 
lebendige Kraft zugeschrieben werden kann. Ist daher x die mittlere 
Bewegungsdauer einer Molekel, so wird also i im Verhältniss zu x sehr 
gross sein müssen. Andererseits Jarf aber. weil es sich um geringe 
Zustandsänderungen handelt, < auch nicht eine gewisse Grösse über- 
schreiten. Daher werden wir annehmen müssen, dass zwar im Ver- 
hältniss zur mittleren Bewegungsdauer einer Molekel in ihrer Bahn 
die Dauer der Zustandsänderung sehr lang ist. aber an sich noch recht 
klein sein kann. Die Erfahrung bat Annahmen dieser Art, wenn es 
sich nicht um Zustandsänderung expiesirer Natar handelt, gerecht- 
fertigt. Hiernach wind : gewisse Gremzwerthe nicht überschreiten 
dürfen. und swar einen Manimaiwertk nicht. innerhalb dessen un- 
erzwungene Zustandsanderungea noch as uzerdüch klein angesehen 

werden därfen und einen Mintwaiwerch nicht, innerhalb dessen die 
Mirekein in jedem Uherie der Systenis Zeit baben. ihre mittleren 
RR ar Kräfte gegen ettamier aussuzieiekee. Nur auf diesen 

ar alwerth kommt es an. 


Setzen wir ieruach 0088, 50 wir! ® eine grosse Zahl be- 
getter, Ye weiwherwiise vom Sustanie uni der Natar des Systems 
acrangig ist Wade wir tumimehr wster I Xe mintlere lebendige 
Kart einer Molckel und unter I Sr [ab alt Molckeln In der Massen- 


“ ® v 
ern versieter, SS 
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1,) daS= I dlog(N © Tor. 
Die Grösse Y in dieser Gleichung ist in der früheren Bezeichnungs- 


weise gleich —, ; (8. 8. 32). Der jetzigen Bezeichnungsweise zufolge be- 


deutet aber C’ das Nämliche wie die Grösse en also wird 


1;) daS= 7 dlog(NOT, ri? 
und indem wir für 7‘, seinen Werth 
T, = ‚ my 


einsetzen, woselbst m die Masse einer Molekel, %2 wie früher das 
mittlere Quadrat der Geschwindigkeit bedeutet, erhalten wir 


1) dS— I dlog (> N yir :e) - 
Nach Gleichung 13) in Abschnitt 21 ist aber 
— 33T — 
2 — 7 (v2 
=@ 
und da ferner - 
vv 
= 


woselbst wie früher ! die mittlere Weglänge bezeichnet und Nm die 
Masseneinheit ist, so wird, indem die constanten Factoren fortgelassen 
werden, weil sie ohnedies fortfallen 


1,) iS 7 dlog(wIOy ER“. 


Vergleichen wir aber diesen Ausdruck mit dem für die Entropie 
der Gase zufolge Gleichung 43) auf S. 193 als Function der Tempe- 
ratur und des Volumens gültigen Ausdruck 


2) dS= e dloy(aCvR), 
so folgt 

1 
3) vVIO — (AYCvR)iR, 


woselbst A eine von ® und © unabhängige Grösse bedeutet. Hiernach 
wird die mittlere Weglänge 


4) ==’ - 9ER ya, 
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Nun sollte @r der Ausgleichsdauer gleich sein. Diese hängt zu- 
nächst von der Bewegungsdauer r ab und ist insoweit, als diese durch 
Temperatur und Volumen bestimmt wird, von diesen Grössen abhängig. 
Aber die hier geforderte Ausgleichung muss derartig beschaffen sein, 
dass das Gas in jeder Hinsicht dem idealen Zustande entspricht. Es 
genügt darum nicht, dass diese Ausgleichung für alle Richtungen im 
Durchschnitt erfolgt ist, sie muss vielmehr fär jede beliebige 
Richtung stattgefunden haben, da anderenfalls die Gesetze für die Ge 
schwindigkeitsvertheilung in idealen Gasen keine Geltung haben. Ist 
nun die Zahl der in der Volumeneinheit enthaltenen Molekeln n, so be- 

a 


finden sich auf der Längeneinheit in irgend einer Richtung n? Molekeln, 
und da wir in erster Näherung die Ausgleichsdauer nach irgend einer 
Richtung, welche umgekehrt proportional der Zahl der Stösse nur nach 


dieser Richtung sein muss, für sich proportional I; ansetsen können 
3 
” 
und ferner gleichfalls in erster Näherung ? umgekehrt proportional n 
3 


ist, eo folgt, dass in erster Näherung ® proportional n? anzusetzen ist. 
Hiernach hätten wir 


5) 1- 


woselbst a eine Constante ist. Multiplieiren wir Zähler und Nenner 
2 
mit m° und beachten, dass um — u — H iet, wo j die Dichte be- 


deutet, so haben wir, indem noch 


6) 
gesetzt wird. 
0) s 
Hierin ist noch 
3 3 
=(zR °) 
somit 
R_: 
EI ARTS 
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10) \ R* — - Jcy 
und indem 
11) P— 


gesetzt wird, bekommen wir 


1 DTOIR 97 IR DO 
12.) i= (sy Ro vor 


Daraus folgt weiter wegen pv = RP 


1 6k—5 _9k—-6 
12,) i=(4(5 re ck dp 6k, 
_ 5b—3k 
12,) = (9(3)' Rp or, 


Es muss anerkannt werden, dass die Ableitung dieser Formeln 
sehr viel zu wünschen übrig lässt; wer dieser Ableitung in Folge 
dessen kein Vertrauen schenken will, der mag die Formeln so hin- 
nehmen und in der gegebenen Ableitung nur eine Stütze für sie sehen. 
Die Hauptstütze müssen sie in der Erfahrung finden. Darüber später. 
Einstweilen sind jedoch die Consequenzen, zu denen sie führen, zu 
discutiren. 

Die mittlere Weglänge erscheint zunächst als Function zweier 
Variabeln, von Temperatur und Volumen oder Temperatur und Druck 
oder Druck und Volumen. Da % bei idealen Gasen, wie wir wissen, 
höchstens $ und mindestens 1 ist, so folgt, dass die mittlere Weglänge 
mit wachsender Temperatur entweder constant bleibt oder zunimmt. 
Mit wachsendem Volumen nimmt die mittlere Weglänge stets zu und 
zwar proportional dem Volumen oder einer Potenz desselben, die 
zwischen 1 und 3 liegt, also höchstens dem Volumen proportional. 
Mit wachsendem Drucke kann die mittlere Weglänge zunehmen, aber 
auch abnehmen, welches von beiden eintritt, hängt von der Art des 
Vorganges ab. Diese Consequenzen bereits leuchten wohl als wahr- 
scheinlich ein. 

Wir sehen ferner: In allen isopiestischen Vorgängen wächst die 
Weglänge proportional der Temperatur und proportional dem Volumen, 
dieses ist leicht verständlich durch das Wachsen des bei gleicher Druck- 
wirkung zur Verfügung stehenden Raumes und Zunahme der Heftig- 
keit der Stösse. 

In allen isometrischen Vorgängen wächst die mittlere Weglänge 
mit wachsender Temperatur und mit wachsendem Drucke, jedoch, wie 
wir bald sehen werden, nur sehr wenig. Das letztere namentlich ist 
dem Verständnisse leicht zugänglich. 
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Endlich in allen isothermischen Vorgängen wächst die mittlere Weg- 
länge mit wachsendem Volumen und nimmt ab mit wachsendem Drucke 
Auch das ist leicht vorstellbar. 

Wir haben nun noch die Abhängigkeit von Atomzahl und Mole 
kulargewicht zu discutiren. Erstere tritt in den Exponenten von ®. 
t und p hervor. 

Da k, wie bemerkt, nicht grösser als $ und nicht kleiner als 1 sein 
kann, so nimmt mit wachsender Atomzahl zu, 3 —® da- 
gegen stetig ab. Mit wachsender Atomzahl wächst also die Abhängig- 
keit der mittleren Weglänge von der Temperatur und nimmt die Ab- 
hängigkeit dieser Weglänge von dem Volumen ab. Hinsichtlich des 
Druckes nimmt die Abhängigkeit ab für isothermische Vorgänge und 
wächst für isometrische. Die Exponenten liegen in 


1 1 
isometrischen Processen für $ zwisch.O u. 3° fürpzwisch. Ou. 3 
. . 2 2 
ısothermischen n „tv „ 1, 3’ P_»n —1, 3 
isopiestischen n »° . 1,1» ,„ 1, 1 


Wie wir später sehen werden, ist X für zweiatomige Gase etwa 1,4, 
für dreiatomige etwa 1,3. Der Exponent von ®# und p in isometrischen 
Vorgängen, der besonders interessirt, ist hiernach 


Ü für einatomige Gase, 


1 . . 
etwa 10° zweiatomige „ , 


1 . 
FR dreiatomige „. 

1 . . 

>. unendlich atomige Gase. 

Das rechtfertigt die frühere Behauptung, dass wenigstens für die 
gewöhnlichen Gase (auf die überhaupt die Theorie einzuschränken ist) 
in isometrischen Trocessen die mittlere Weglänge fast constant ist. 
Die übliche Formel unter 7) in Abschnitt 27 ergiebt, dass sie dann 
überhaupt constant ist. 

Fur Diseussion der Abhängigkeit vom Molekulargewicht beachten 
wir zynächst, dass A umgekehrt proportional diesem Molekulargewicht 


L) 


. “ ®. I ° Fl “ 
jet. ramlich es it Do, woselbst A eine für alle Gase gleiche Con- 
IR 


starte bedentet Führen wir noch statt des speciüschen Volumens tv 
äßt Zuch dem Avogadreo'schen Gesetze ıS. 126) unter gleichem 
Zrrucke una güeieher Vemperatur w\eichfals für alle Gase gleiche 
Mosk..ane,nmen d “on, se tnitt in den Gleichungen für die 
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6% —5 
mittlere Weglänge der Factor » °* vor. Ferner haben wir 
1 5 


aR’ „,3 6e -; 
13) (4)= AT mi _ Atom 
a ) 


Nun ist mc, eine für alle Gase zwar nicht absolut, aber doch 
nahezu gleiche Grösse (S. 188). Setzen wir daher 


5 


14) a =e”*, Acmc — eo, 
so wird hiernach 
2 
15) (A) = eet 3m 3 
und indem wir nunmehr 
a\ı - 2k 5 
16) M= (3) m Ik gutim 


machen, erhalten wir 


__ı 57Z3k 96-5 
17,) I=M(R) 29 Ch VD CRk, 
_ 6k—5 _9k—5 
175) = Mil) ® pp ©, 
_..5 5-3k 
175) = M(k) ®Fp °F v 


Nur M enthält die Abhängigkeit vom Molekulargewicht. Die Gleichung 
für M lehrt aber, dass mit wachsendem Molekulargewicht die mittlere 
Weglänge weder stetig zuzunehmen, noch stetig abzunehmen braucht, 
dass vielmehr Grenzwerthe vorhanden sein können, bei denen die 
mittlere Weglänge ein Maximum oder Minimum hat. Diese Grenz- 
werthe sind abhängig von der Atomzahl der Gase. Die Gleichung für 
sie lautet 


2k —5 1 
18,) m = 4 da +B m) 
dm 
Da m nur positiv sein kann und da ferner 2k — 5 stets negativ ist, 


> 1(a 
so existiren solche Grenzwerthe nur, wenn ur? m) 
handelt sich dann also um ein Maximum der mittleren Weglänge. Darf 
man & und ß überhaupt als Constanten ansehen, so wären die Grenz- 


werthe 


negativ ist, es 


18,) m — 


also dem Früheren zufolge 
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m — 3 für einatomige Gase. 
17 
etwa m — — er „ zweistomige » - 
1 . . 
- ET: „ dreistomige „- 
1 


ET: „ Qünendlich atomige Gase. 


Die Grenzwerthe für das Molekulargewicht erreichen also rascı 
einen fast constanten Werth. In dieser Zulassung von Grenzwerther 
für das Mulekulargewicht. welche Maximis der Weglängen entsprechen 
ist die neuere Formei für diese Weglänge der früheren a 
überlegen. denn die Erfahrung fordert, wie wir später sehen werden. 
solche Grenzwertke. 

Wir fügen noch die Gleichung für die Anzahl der Mösse in einer 
Zamkraer, Einz2. 

Diese S2us2zab. ist 


r5 s ı 
>? ‚= =[(,E#0) .. 
I 7 I 
— . sc—5 9: —5 
Z = ,8#%° ELLE 
1) 
Is Io) _ı1 4-5 
-.. "= _ H&R er: Zu EL 
’ ı : 
1 n 5 €. —5 _L 
2 r— .. pie, 8 a 
Eu 4 z RT r 


Iz isczerrischen Pr:cessen wächst die Stosszahl mit wachsender 
IT:zrerater. in isopiestischen nimmt sie ab. ferner nimmt sie mit 
wachsendem Volumen stets ab, mit wachsendem Drucke stets zu. Auch 
ileses wind man &5 wahrscheitiich zugeben. wenngleich die Abnahme 
=: wacksezier Temperatur in isopiestischen Processen auffällt Das 
e1zzere Tedeutet, dass die dabei in Feige der Raumvermehrung statt- 
Sräerde Abnahme die in Foire Temperaızarvermehrung eintretende 
Zzzacze überwiegt. Die Exponenten liegen in 


l 1 . 1 1 
!sımetrischen Proressen für ® zwisch -—u  <,füre zwisch -u -. 
J 6 23 6 
IR D] 
.Q “zZ erIz,Ssı neu - - ! ” l - — ee ” - l = \ - 2 
-- N 3 
. ı l 1 1 
over BL Zr HIER > — 1 — — 
STIER ” 1.“ tr” u 3” 2° 
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Führt man wieder das Molekularvolumen ein und setzt 


g\ 0 — kb | 
21) (2) m 6% e-?m — M, 
so haben wir 
0 6k-5 _9k-B5 
22,) v—=MRF CH vn KR, 
__8k-5b _1 9k-5 
22,) v=M'(R, !H 9 ?p®k, 
_5b 6-5 _1 
22,) v— M’'(R)kp d* v2. 
Ein Minimum für die Stosszahl kann eintreten für 
k +5 
31) m= gar Bm)‘ 
6k 
dm 
Wiederum muss also ee rem) negativ sein. Für constante & 
und ß wird 
k 5 
23,) _ tt 


6ER 
Die Minima der Stosszahlen treten also für andere Grenzwerthe 


der Molekulargewichte ein, als die Maxima der mittleren Weglängen. 
Diese Grenzwerthe sind: 


2 
m — — 38 für einatomige Gase, 
4 . . 
m = — 5B „ zweistomige „ 
1 . . 
m— — 138° dreiatomige „ 
m— — B unendlich atomige Gase. 


Auch hier erreichen die Grenzwerthe rasch ihren höchsten Werth. 
Zu den Grenzwerthen für das Maximum der mittleren Weglängen 
stehen sie im Verhältniss von 
4 :1 für einatomige Gase, 
3 :1 ,„ zweiatomige 
25:1 „ dreiatomige 


n 


2 :1 ,„ unendlich atomige Gase. 
Weinstein, Thermodynamik. 14 
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I. Viarhen, ın denen die tbermudypamischen Potentiale vertreten 
ind cnzzen sich air Kbenen nur darstellen. wenn man amsser den 
J-yarıtuımen der anderen Variabelu als dritte Variabeie immer 5 
mmmt. Nur wenn man S und 9 oder S und T als die anderen 
VYarsabeln bat, ımt die Darstellung durch diese Variabeln selbet ge 
yeben, er set. dann namlich 

Foo JS: 19 
hısw. 
iin J 


"pr . .(0) 
| vn. 7 (U"—U,)S, 


wornsa erhellt. dass die Flächen solche zweiten Grades sind. 
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Nehmen wir in der ersten Fläche, was keinen Unterschied 
bildet, statt S als Variabele CO — JS = U und statt F die Grösse 
F'= F— U‘, so wird 

F'=»v. 


Das ist dieselbe Fläche wie die Zustandsfläche, nämlich ein hyperbolisch- 
parabolischer Kegel, der durch die Axen ® und % und durch den 
Coordinatenursprung geht, Ebenen #9 % in gleichseitigen Hyperbeln, 
Ebenen + F# oder F% in geraden Linien schneidet. 

Das Gleiche gilt von der zweiten Fläche 


CF — 207) = (U — UP)(C — JS) = (U — UV) y. 


Ideale Gase besitzen also drei thermodynamische Flächen, welche 
völlig gleich sind, nämlich die Flächen 


(0) (0) (0) 
R®,p,v;, F— U, 8, C— JS; C(F— 2 U), (U- VP)(C— JS). 


Eine vertritt völlig die andere, wenn nur die Coordinaten umgedeutet 
werden. Letzteres gilt übrigens auch von den anderen thermodynami- 
schen Flächen, wenn statt der Variabeln deren Logarithmen eingeführt 
werden, es handelt sich dann um Ebenen. 

Ueberhaupt kann man bei idealen Gasen die Variabeln 
immer so wählen, dass die thermodynamischen Flächen 
Ebenen oder hyperbolisch-parabolische Kegel sind. 

Auch von den thermodynamischen Curven wollen wir einige be- 
trachten. Nehmen wir zunächst ein 9, v®-Blatt. Die isothermischen 
Curven sind alle 

RI = pV 


gleichseitige Hyperbeln, deren jede einem bestimmten Werth der Tempe- 
ratur entspricht, sie unterscheiden sich in keiner Weise von den S. 185 
behandelten, bilden vielmehr die Projection dieser auf die p, v-Ebene. 

Genau ebenso gestaltet sind auf dem gleichen Blatte die isener- 
gischen (isodynamischen) Curven 


+ — W)=pv, 


jede gilt für einen Werth der Energie. Wie dort die Brennpunkte 
der Hyperbeln der Temperatur proportional, so rücken sie hier der 
Energie proportional vom Coordinatenursprung fort. 
Das gilt auch von den Niveaulinien auf einem 9, S- und U, S-Blatt. 
Auf einem U®-Blatt giebt es nur eine einzige Curve, nämlich die 
durch den Coordinatenursprung gehende Gerade 


U — uD — (9. 
Alle anderen Curven kann man durch gerade Linien darstellen, 


wenn man die Variabeln geeignet wählt, so z. B. die isentropischen 
14* 


ala Be. (az, 


nut dan Hintern loyyp. loyr; „der logp. loqd; oder ar. 1.37%. üe 
inunugiuchen nuf dem Blatte F. ( — JS, die isothermisehen auf 
dam glaic.han Biutta, die inspientischen auf den Blättern ®. r- \. 1.4 9: 
N lyr, U 1” ”, FF‘, log®; F, loyr und entsprechend die is- 
melranhen. 

ldaraıdla Linsen und gleichseitige Hyperbeln reichen bei 
llanlan (iunon zu allen Darstellungen aus, wie im Raume 
lmnan und die hyperbolisch-parsbolischen Kegel. 


#4, 'tIhormodynuamincho Gleichungen der Gase; adiabatische, 
Inothorminche und andere Vorgänge. 


Indem wir von den Gleichungen 71) in Abschnitt 16 und von 
lennn 1), 10) und 18), 16) des Abschnittes 29 Gebrauch macher. 
lm wir ln allgemeine tharmodynamische Gleichungen idealer Gase 


Ja (da RB 4 
ı) IV (I Mdt—R = 
' " R 
II \ . 
ı« R l dp | R pdev 


vn) Moaind Conatanten, Die Factoren von d® sind immer Con- 
allen, lie van signal «de dagegen Variabele, 

Ranateen wir die in Abschnitt 19 gegebenen Formen der thermo- 
Aynanmiianhen Alsichnngen und wonden erst als Variabeln-Paar t, S an, 


ll emäntatshetslchung SS) für ideale Gase wegen T —  auhel —=(} 


’ . „8 Se ı } 
Zu N CN BR elog(U — T, ) 
\ ‚Ni 0ler |. 
[| on‘ ( cn r 
DILER 
“ 
\ ® rt A mS 25 
No. N Na, 0 .N ur =«(Ne 


a BE TEE \ a\ MONA N Aain“ sy ge IS RT Ar ed IG ruJjalpe Se) baz S6) 
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J 


I —= R (( ee )). 


8 
F= (4)e° (1 —_ 4 s) + u. 


Alle Grössen sind also ausgedrückt durch die eine Function (A) von ® 

und die Entropie $S. Uebrigens ist die Function (A) leicht anzugeben. 

Ersetzen wir ın der Gleichung für S,, s unter 43) in Abschnitt 30 das 
u — u 

®% durch — so folgt 


4) 


& 


5.) JS — S) + ClogC = log[(U — UP) v*], 
also 
J J R 
9, +=-S - > 
5,) U—- U" = Ce e”rTc v Ze 
so dass 
-7%.-5 
4) (A) = Ce v 
und namentlich auch 
J R+C 4I 
- _S -7——- 5 
p=Re ea fer, 
6) J R 
--S -s5s -Z 
= ee j ev * 
wird. 


Wenn zufolge 50) und 51)in Abschnitt 30 das R = = C sein sollte, 


was bei einatomigen Gasen aus der kinetischen Gastheorie zu schliessen 
wäre, so fände sich 

J 2 4 

_ --5 —— 58 

(A) = Ce vu WW" —=ce ° v°e° 


Da J positiv ist, so wachsen Energie und Entropie zugleich; 


C 
ferner wächst die Energie mit abnehmendem Volumen, d. h. mit 
wachsender Dichte, das Gleiche findet also auch für die Entropie statt,. 
ebenso wachsen Energie und Entropie mit wachsender Temperatur und 
mit wachsendem Drucke. 

Die Gleichungen 3) bis 5) vertreten vollständig Zustandsgleichung 
und thermodynamische Gleichungen für ideale Gase, dabei spielt die 
Gleichung 5,) oder 5,) zwischen T’, v, S die Rolle einer Zustands- 
gleichung. 

Wie schön sich Gleichungen der angegebenen Art verwenden 
lassen, wird an den folgenden an sich für Gase wichtigen Beispielen 
hervortreten. 
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Adiabatische Aenderungen des Zustandes eines Gases. Für 
solche Aenderungen ist 


da9=dS=0, S= (ons, 
sie sind also auch isentropisch. Die Gleichung unter 5,) zeigt, dass 
dann T nur von tv abhängt, den Gleichungen 3) zufolge hängen gleicher 
Weise auch alle anderen Grössen nur von v® ab. Bezeichnen wir die 
Werthe dieser Grössen am Beginn des Vorganges durch Anfügung des 


Index 1, am Ende durch Anfügung des Index 2, so haben wir hier- 
nach, da 


J J 
ce ce 
e =e 
ist, gemäss 6) sofort 
RB+c 
Pı _ (& “ 
Pı Us ' 
N R BR 
9 _ (>) _ m) 
9, ‚da Pı ' 
woraus noch folgt 
tı 9 Ps 
8 ——, 
) 9», Pı 


was aber nach der Gay-Lussac’schen Gleichung selbstverständlich ist. 

Das sind Zustandsgleichungen, die neben der gewöhnlichen Zu- 
standsgleichung noch besonders für adiabatische Uebergänge aus einem 
Zustande in den anderen bestehen. Ihnen zufolge ist die Aenderung 
jeder Grösse p oder v oder # nur von der Aenderung einer der 
anderen abhängig. Da wir allgemein haben 


C=Jeo, R+C=Jc, 
so ist hiernach, indem das Verhältniss der beiden specifischen Wärmen 
9) “pr — I 


gesetzt wird, 
log pa — loap, 


= gr logo 
10 
) k _ı ld, — lud L 1 
loq U, — loy C 
und 
1 log, — vu, 


kn Togpp — lapı 


Wir werden später sehen, von welcher Wichtigkeit diese Gleichungen 
für experimentelle Bestimmung der specifischen Wärmen sind. 


Adjabatische Vorgänge. 215 


Die Arbeit während des adiabatischen Processes ist 


(a) 25 z8 
w=- [52 0 = Mn — Mal 
v 
also 
J J R R 
_._s =Ss _ ._ _._ 
11,) W= Ce ce ".° (v, c — U e), 
R R R+c 
— m _— + —--- 
= - p,(dı _ % °) % c 
R R R+c 
c -7 -7 + 
—-7Pm64ı u 9 ° 
oder auch 
_R _R + R 
11;) W=c®#(ı “_ Us °) v, “ 
_&R _R +2 
= (# (v “_ % we) Ug ° 
Zufolge der zweiten Gleichung unter 7) giebt 11,) auch 
1l,) W= (9, — Ps). 


Das ist eine nach dem Princip der Erhaltung der Energie selbst- 
verständliche Gleichung, denn wenn eben Wärme von aussen nicht 
zugeführt wird, muss die ganze vom Gase durch Ausdehnung ge- 
leistete äussere Arbeit auf Kosten seiner eigenen Wärme geschehen 
und C (9, — %#,) stellt diesen Verlust an fühlbarer Wärme fest. 
9, — 9 ist die Abkühlung, die das Gas erfährt (Erwärmung, wenn 
der Process in einer Zusammendrückung besteht). Uebrigens geschieht 
die Arbeitsleistung unter stetig sich änderndem Drucke, wofür die 
erste Gleichung unter 6) entscheidend ist, wie überhaupt in jedem 
adiabatischen Processe sich stets alle drei Grössen p, vd, 9 ändern 
müssen (s. S. 93). Zu der Beziehung unter 11) kommt man einfacher 
durch unmittelbare Integration der ersten Gleichung unter 1), da 


d 
dQ = sein sollte und Sao =pdv—=dMW ist. 


Bezeichnen wir mit (dp), (dv), (4%) Aenderungen von 9, vd, 9 im 
adiabatischen Processe, so haben wir die Beziehungen 


R 


(9) = — ; Pet do), 
R+C 
1 an oma, 
R 


ay= LG Pr an). 
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Die adiabatische Volumenänderung, bezogen auf 


Volumeneinheit, ist gleich dem — „ fachen der adiabatischen 
Temperaturänderung, bezogen auf Temperatureinheit. Die 


aliabatische Spann ungsänderung, bezogen auf Druckein- 


heit, ist gleich dem — R R ıfachen) der 


+ 

Ir fachen gleichdem 
adiabatischen Temperaturänderung, bezogen auf Tempe- 
ratureinheit. Die adiabatische Compression, bezogen auf 


v . a: . _E 

olumeneinheit, ist gleich dem jF ra C 
„fachen) der adıiabatischen Spannungsänderung, bezogen 
auf Druckeinheit, 

Vergleicht man dieses mit den Folgerungen zu den Gleichungen 
unter 6) des Abschnittes 23, so sieht man, wie anders sich diese 
alliabatischen Aenderungen von Volumen und Temperatur zu einander 
verhalten wie die dort behandelten, eines jedoch bleibt auch hier in 
Kraft: 

Die Verhältnisse dieser adiabatischen Aenderungen sind 
für alle Gase gleicher Atomzahl die nämlichen!}). 

In der That haben die Grössen 

CC R+EC C 

R' R ' R+C 
für alle solche Gase gleiche Werthe. Die Formeln unter 12) können 
darn dienen, diese Grüssen zu bestimmen. Ich erinnere jedoch an die 
Gleichungen unter 3) bis 5’) in Abschnitt 18. Demnach ist beispiels- 
weise 


—fachen (gleich dem 


MM = — catdr. 


. 3 
also wegen dea bekannten Werthes ran c» = f 
l 
ide 
13) q " " . 
J (0 r) 
Yen 
14\ . a 
j Ta 
samt auch 
f) \ 
IN ' 
b 
Wax ww der Glwrehume lO) yusanımevin taten WÄTe 
Vor he anderen beiten Waywen Diekowmi man 


% % - 
Th wm: \Ayuswmahnaln Neo demt NG SO. ATIADIEN 
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__ d (d v) 
Pu = 7 (a9) 
_, ®(d») 
Tran 


was mit den Gleichungen 9) und 10) in Abschnitt 18 übereinstimmt. 
Für die innere Energie haben wir 


r(0) R 
17) Zi —_%ı _ (1) = (PR + +% 
1—ı 9 vs Pı 


Die Aenderung der inneren Energie ist natürlich 
18) UL —- UV =C0% — #9). 
Die Aenderung der freien Energie wird 
19) R—-rR=-Uu,—- U —- JS — 9), 
=, (1-53 
= (9 — 9) — JM). 
Setzt man übrigens für C den Werth Jc, und für C + R den 
J cp, 80 ist auch 
20) PR —-Hh=Jd — lv — DB) 
21) 93, —-9, = Id — Y)lp — N). 
Während die Aenderung der Energie nur von der Temperaturänderung 
abhängt, ist die Aenderung der thermodynamischen Potentiale auch 
durch den augenblicklichen Entropieinhalt des Gases bestimmt. 
Für sehr kleine adiabatische Aenderungen hat man 
(dU) = ((d®), 
22,) (dF) = J(ev — S)(A®), 
(d®P) = )(c, — S)(d9), 


16) 


woraus noch folgt 


(®—-F)_, _, 
22,) Tas) +Tie 
oder 
(pe) 
22) = nm (e)s 


Es ıst schade, dass adiabatische Experimente so sehr schwer mit 
einiger Sicherheit auszuführen sind, sonst würden sie vorzüglich ge- 
eignet sein, uns mit allen wünschenswerthen thermodynamischen Daten 
zu versehen. 

Zweitens handele es sich um isenergische (isodynamische) Vor- 
gänge. Wir haben dann 


AU—=0, U (onst. 
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DD UÜU— TUT” =(C$ ist, »o ist hiernach auch 
25 II —=0. = (mi. 

Beı idealen Gasen sind isenergische Vorgänge stets 
auch isothermisch. 

Im Allyemeinen müssen, wie S. 94 bemerkt ist, bei allem isenerg+ 
schen Vorgängen Temperatur, Druck und Volumen sich ändern. Die 
iiesien Gase biden den dort erwähnten Ausnabmefall. da für sie T 


aur Function ron 9 ıst. 


Hxrmach haben wir für solche Vorgänge 
24.) gc=Cat=£R®, 


oder 

34.) By kr. 

imlem mit 9, die während des Vorganges herrschende Temperatur be- 
zeixkort wind, und es ist 

23) Jig=rdr=dW. 

Öe raure szgeführte Wärme wird zer Arbeitsiesstune verwandt Zu- 
ziert erzieik dmese Arbeit 


x Vo ! WW \ wir \ze, — = Rd, ı bar, — bear, ). 


Iinwi mar weit 
I NN mw, or =: — 
Ne Venture nn IN aim Ja 


nı NS - _ 
j u >, 
sh Sıs Frirıy.ssrietarı mertyarıscık gemessen. ist 
g 2.12 Zar im sttrermisiyer Tcrıreese Taleisietemn Ar- 
Tem Ieirr ırıy Dr AY0 ie Tanvergizr während 
em Arte tslas am ı "teen Semesser c.tich der 
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er 


30 


[dp] = 
Die letzte Gleichung besagt das Nämliche wie die unter 6) in 


(dv) = — 5 [dv]. 


Abschnitt 29 angegebene Gleichung für (32) ‚ was ja auch sein muss, 
$ 


da es sich in beiden Fällen um isothermische Aenderungen handelt. 
Für die thermodynamischen Potentiale haben wir 


31,) RR —rh=—- Js —-—S)= —- JQ=D, — PD, 
also auch 
31.) [(@F] = — [@W)]) = — [JdaQ] = [daP). 


Die Aenderung der thermodynamischen Potentiale 
ist nurabhängig von der isothermischen Arbeit, unab- 
hängig von dem Zustande des Körpers und für alle Gase 
gleich der zugeführten Arbeit oder entzogenen Wärme. 

Wir können übliche Bezeichnungsweisen benutzend auch schreiben 


oF o®» 
9,) (Fr), = (Ar), = - 


und überhaupt 


3 ee), 


wo x irgend eine der Variabeln ist. 
Da für ideale Gase ist 


F=% [« — J (5 + ‚Toy > o)|. 
o—% E — J (8 + 3 loy 3 )], 


so kann man mit Hülfe der Gleichung unter 26), indem man für x z.B. 
t oder p setzt, alle voraufgehenden Gleichungen ableiten. Dieses und 
in welchem Verhältnisse das zu der Theorie im Eingange des Ab- 
schnittes 17 steht, zu ermitteln, darf ich dem Leser überlassen. 

Die wissenswerthen specifischen und anderen Wärmen zu be- 
stimmen, sind isenergische Experimente bei idealen Gasen nicht ge- 
eignet, weil sie zugleich isothermisch sind, worüber das S. 105 Gesagte 
zu vergleichen ist. 

Der dritte Fall sei 


daW=—=0. 


Der Vorgang sei also ein anergischer, den Unterfall, dass zugleich 
p = 0 ist, also der Vorgang auch apiestisch ist, müssen wir hier aus- 
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schliessen, weil dann entweder auch 9 = 0 sein müsste oder tv un- 
bestimmt wäre, was alles physikalisch keinen Werth hat. Also ist 
33) dv—=0, v= Const, 
somit der Vorgang zugleich isometrisch.. Wir haben dann 
p R Pı 9 
34 az Cond= —, .——, 
) Y Vo Pa Y; 

dp R 

34) FE 


wenn td, das Volumen während des Vorganges ist. 
Ist für ein zweites Gas p und ® ebenso gross, so muss das An- 
fangsvolumen v,' der Gleichung entsprechen 


R R 
Zr 
%p v) 
also 
35) _m 
V, m 


Die Volumina stehen alsdann im umgekehrten Verhältnisse der 
Molekulargewichte. 

Ausserdem folgt: 

Alle Gase, die von gleichem Drucke und gleicher 
Temperatur ausgehen und bei gleicher Temperatur enden, 
erfahren bei isometrischen Vorgängen gleiche Spannungs- 
änderung. 

Die in einem isometrischen Processe zugeführte Wärme geht ganz 
in fühlbare über und ist 


36) = «u(@, — 9#)) 
oder auch gleich der Energievermehrung 
37) Ja=(U — T)). 


Die folgenden Gleichungen ergeben 
38) JS — 8) = Cllugd, — log9,) = Cllogps — logpı), 
F, FR, _® DD m. _ 
39) I, $, =, G (load; logd,) = Ss Sı. 
Für sehr kleine isometrische Aenderungen wird, indem Winkel- 
klammern diese Aenderungen symbolisiren, 


<d® 
40) J<dS> = (- >. > 
F oD <«uU9 > 
 d\—)\> = <di << = (u -  ——- = . 
41) <—d (5 > <a(z)> ( 8 J<aS> 


Viertens für isopiestische Vorgänge ist 
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42) dp=0, p»= Const =», 
v R__ v__ d, 
43,) FG >. — Const, v = 5, 
dv R 
43,) 75 Fr 


Wir schliessen wieder: 

Gehen Gase von gleichem Volumen und gleicher 
Temperatur aus, so stehen ihre Anfangsdrucke im um- 
gekehrten Verhältnisse der Molekulargewichte 
44) nm’ 
enden sie bei gleicher Temperatur, so ist die Volumen- 
zunahme bei allen gleich. 

Die Arbeit ist 
45) W=p»(t — di), 
also gleich dem Drucke multiplicirt mit der Volumenänderung. End- 
lich ist 
46) = -W=inn nn) 


eine Gleichung, sehr geeignet zur experimentellen Ermittelung von c,, 
da es nicht schwer ist, Drucke gut constant zu halten und Volumina 
oder Temperaturen zu messen. Die folgenden Gleichungen darf ich 
ohne Commentar geben. Es ist 

Gg — U=C0% —$9)=Jc(d — #9), 
J(S3 — 8) = (C + R)llogvs — logvı) = (C+ R) (log 9; — log #,) 


Y 
—= Jcylog 5 
1 Vg D, 
ı p In p Iı5 3 1 


Wenn wir ein Gas von denselben Werthen für p, v, 3 aus einmal 
einen isopiestischen, dann einen isometrischen Vorgang durchmachen 
lassen und beide Male bei derselben Temperatur enden, so haben wir 


(# — 9), 


— U = _._ 
Po 
R 
r— m =, 9 — 9), 
Vo 
also 
v—dUu __P—P 
% Po 
Die Volumenänderung eines idealen Gases im Ver- 
hältnisse zur Volumeneinheit unter constantem Drucke 


saunt weites (Til 


„ET Jıe, £[-2_:1:”7 
alLerııgr .n Tarıllılay 
STH LEN Vı_ınsu 


ur. 1 nern Wossmerscinirisse ausgeschiossen sein dürften: 


Fr. 222 .1enl22 3er sind Ausdehnungscoefficient 
LIE Syarıııpstı:iliziens e:mızier gleich und alle idealen 


Sast Zaltı L.2432l221 Agsisehzanzscoäfficienten und 
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35. Difusior der Gase. 

Ta. Ge Zen Tın Szunder ish Winde abgeschlossen sind, 
kun vr Ge Zeuamımr ea. seite Jann nicht neben einander 
SFTEOT Mewien wanı se ın L=ecrupen wilur Zeichen Druck und 
faule Ymgerssmie isten. sie bewaysg sich vielmehr in einander, bis 
Se &ı Juim:yenes 'Semisech ılden Dabei ändern sieh ihre Eigen- 
Zp%e ni Ipmmärnen 12: eien a Ze [Drıcke umi Diehten über. 
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22 mögen 20er Zeven 


sael as = be Too- es iur Ze Dessen Masse I, see 
wanzın..-samur | m zier "arm din Assehneis di 
u + | EZ. RE, 
> = =— - — a BE BB > u — di —'. 
= u - SL j ww. 
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a=i _ 
R, $® 
2) MS= DIN: (10 log + Zlog + m, s”+ 


u=l 
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Eon c) 
79a) 


woselbst 
Na 
am=— 
n 
ist. Also ergiebt sich 
R ar 
3.) MS’ — MS, = — 7 Nılogen. 
a=1 


Nun sind alle c, echte Brüche, also sind ihre Logarithmen sämmtlich 
negativ, somit wird 

4) (MSY > (MS), 

das heisst: 

Bei Diffusionsvorgängen wächst die Entropie des 
Gemisches ständig, bis die Diffusion beendet ist. 

Das war zu erwarten, denn Zustände, deren Entropie kleiner ist 
als sie sein könnte, können sich nur durch Zwang halten, lässt man 
der Natur freien Lauf, so wandeln sie so lange, bis die Entropie ein 
Maximum erreicht hat. Wir haben hier eine vollständige Bestätigung 
des Princips vom Maximum der Entropie. 

Wenn die Diffusion beendet ist, haben wir für die ganze Aenderung 


der Entropie wie oben 
—az=i 


R 
5.) ‚, JU9)=—7 > Nalogc.. 
Ist das Volumen des Gasgemisches V, so ist (Seite 198) 
N=V/n= Hu 
Ma 
somit 
R a=i M, 

= — . — 1 . 

5,) A(MS) 7 = m 09 Ca 


Die Entropieänderung steht also im verkehrten Verhältnisse zu 
den Molekulargewichten unter sonst gleichen Umständen; bei gleichen 
Massen der Componenten ist sie um so grösser, je kleiner diese 
Molekulargewichte, je weniger dicht die Gase sind. 

Hält man sich an die Darstellung 5,), so ist die Entropieänderung 
nur eine Function der Molekelzahlen und bei gegebenen Molekel- 
zahlen unabhängig von der Natur der Gase. 

Als beendet ist die Diffusion erst dann zu betrachten, wenn überall 
gleicher Gesammtdruck und gleiche Durchschnittsdichte herrscht, sonst 
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hat die Entropie ihr Maximum noch nicht erreicht. Uebrigens ist der 
Vorgang der Diffusion selbst ein äusserst langsamer, 

Da ein Gasgemisch eine grössere Entropie besitzt als seine ein- 
zelnen Componenten unter gleichem Drucke und bei gleicher Tempe- 
ratur in getrenntem Zustande, so ist der Vorgang der Diffusion 
nicht umkehrbar. 

Wir berechnen noch die Arbeit, welche bei der Diffusion durch 
die Ausdehnung, welche alle Gase dabei nothwendig erfahren, von 
dienen Gasen insgesammt geleistet wird. 

So lange die Gase getrennt sind, ist das Volumen Y, jedes der- 
selben gegeben durch 


ne, 
» 
Aın Ende ist dieses Volumen 
v-MRB, 
2 


Die Arbeit geschieht unter steter Aenderung des Druckes und des 
Volumens, also ist sie für jedes Gas B 


northt_ ir. 
? 
Kur allo (inse zusammen beträgt sie hiernach 
azt 
W=SIMR— VD. 
het 


Dienon ist aber gleich Null, weil Zp, = p,pV/—= MR® und 
Mu - N Mal, ist (Seite 198). Aeussere Arbeit wird überhaupt 
nloht geleistet, folglich ist die Aenderung aller Energieen zusammen 
Null, uIno ınans auch die Wärmeänderung Null sein; das heisst: 

Diffunionsvorgänge sind adiabatisch, Wärme wird weder 
wufgenommen noch abgegeben. Dass sie nicht auch isentropisch 
lud, liegt. deren, dass sie sich, wie bemerkt, nicht umkehren lassen, 
nun nur umkehrbare adiabatische Processe sind auch isentropisch. 

Dan oigentlichen Vorgang bei der Diffusion der Gase werden wir 
nykter konnen lernen. 


86. Chemische Umsetzungen in Gasen. 


Wir gehen zu einer anderen Erscheinung über, welche bei Gasen 
(und überhaupt bei Körpern) beobachtet wird, zu ihrer selbst- 
tltigen chem welche mit Zersetzungen und Bin- 
dungen vorbi Umsetzung der Molekeln findet, 
wio wir ann Umständen statt, sie steigert 
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sich jedoch mit wachsender Temperatur. Werden die Umsetzungs- 
producte am Entweichen verhindert, so stellt sich bei jeder Temperatur 
zuletzt ein Gleichgewicht in der Weise her, dass die Zersetzungen und 
Bindungen entweder ganz aufhören oder einander compensiren, 80 
dass jene diesen gleich kommen. Jeder Temperatur und jedem Drucke 
entspricht hiernach ein bestimmter Grad der Umsetzung, der sich nicht 
ändert, wenn nicht die Temperatur geändert wird oder wenn nicht 
in irgend einer Weise für Fortschaffung der dissocürten Theile ge- 
sorgt wird. 

Nicht immer sind im Ergebnisse Zersetzungsproducte zugleich mit 
Bindungsproducten vorhanden. Oft gehen entweder nur Zersetzungen 
oder nur Bindungen vor sich, wenigstens dem Anschein nach. So 
beispielsweise, wenn Untersalpetersäuregas sich selbst überlassen ist, 
findet eine Zersetzung statt. Das Gas zersetzt sich in NO, und NO.. 
Bereits bei 27°C. ist unter gewöhnlichem Drucke ein Fünftel der 
Molekeln zersetzt; bei etwa 58°C. ist es schon die Hälfte, bei 150°C. 
giebt es kaum noch unzersetzte Molekeln. Aehnlich verhält sich die 
Salpetersäure, bei 90°C. sind etwa 10 Procent zersetzt, bei 190°C. ist 
es die Hälfte, bei 300°C. etwa sind alle Molekeln zersetzt. 

Dass ein Gas bei bestimmter Temperatur, wenn es absolut isolirt 
ist, chemisch in ein gewisses Gleichgewicht kommt, erhellt besonders 
aus der Thatsache, dass seine Dichte sich dann nicht ändert, indessen 
ist dieses Kriterium nicht immer maassgebend. 

Die Theorie der chemischen Umsetzungen ist nicht ganz leicht. 
Kinetisch wird die Umsetzung dadurch erklärt, dass auch die Atome 
in den Molekeln eigene Bewegungen haben, welche sich mit der Tempe- 
ratur steigern. Werden diese Bewegungen zu stark, so überwinden 
sie die chemische Affinität und die Atome oder Atomcomplexe fliegen 
aus den Molekeln heraus, die Molekel zerfällt. Das kann in einzelnen 
Molekeln auch dann der Fall sein, wenn durch die Zusammenstösse zu 
starke Erschütterungen der Atome in der Molekel entstehen. Also Er- 
schütterungen bei den Molekularstössen und durch Wärmezufuhr ge- 
steigerte Bewegung der Atome sind die Ursachen für Zersetzung. Ge- 
rathen andererseits mit geringer Geschwindigkeit (in Gasen sollen ja 
alle möglichen Geschwindigkeiten vertreten sein) begabte Atomcomplexe 
an einander, so kann die chemische Affinität überwiegen und die 
Complexe bleiben bei einander, sie bilden eine Molekel, oder den Theil 
einer solchen, dadurch entstehen die chemischen Bindungen. Nach 
dieser Theorie giebt es eigentlich chemisch keine bestimmt definirte 
Gase (und auch keine Flüssigkeiten, wie hinzugefügt werden kann), 
sondern wie man nur von einer mittleren Geschwindigkeit der 
Molekeln sprechen kann, so darf man auch nur von einer mittleren 
chemischen Zusammensetzung derselben reden. Doch wie jene mittlere 
Geschwindigkeit bereits in für uns kaum wahrnehmbaren Theilen eines 
Gases herrscht, so auch die mittlere chemische Zusammensetzung. Je 

Weinstein, Thermodynamik. 15 
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weiter die Umsetzung fortschreitet, desto mehr ändert sich diese mittlere 
chemische Zusammensetzung. 

Hier haben wir es mit der Thermodynamik der chemischen Um- 
setzungen zu thun. 

Wir betrachten wieder nicht den Vorgang selbst, sondern, welche 
Bedingungen zu erfüllen sind, damit, nachdem derselbe gewaltet hat, 
Gleichgewicht wieder eintritt. Da bei der chemischen Umsetzung es 
sich um Aenderungen in den Molekeln handelt, denken wir uns den 
Zustand eines Gasgemisches dadurch virtuell varürt, dass die Molekel- 
zahl eine Aenderung erfährt, Druck und Temperatur aber constant 
bleiben. Die Gleichgewichtsgleichung ist dann nach 38’) in Ab- 
schnitt 18 
1) 6P—=0, 659pr=659=—=0. 


Es ist aber ® (hier MP) nach Gleichung 26) in Abschnitt 31 
gleich 


R,_® 
2.) M“®—=J# IN x” a 1098) — FA si” 


R R R un 
—7 (too m. logc.) + T + m 75] 


Die Molekulargewichte sollen dabei durchschnittlich nicht variiren, d. h. 
die (iase sollen jedes in seiner Zusammensetzung erhalten bleiben; 
nur ihre Mengen sollen sich ändern, indem z. B. ein Gas sich zum Theil 
au awei anderen (rasen zersetzt und so Molekeln abgiebt, die anderen 
der (iase zu Gute kommen können, während es selbst in geringerer 
Molekelzahl erhalten bleibt. Alsdann ist für die Variation alles con- 
stant bis auf die (irössen N, und c,. Setzen wir daher 


R, 8 R R 
N}) Rad — lug ®) _ log » —m sw — 3 (og ER 


.J ı 0 m; 
R us 
* J m. 18 = g, 
so Jdass 
a 1} m 
u ER R 
ER Ve— de NN. (o: - 7 loc) 


wird, go giebt die Grleichgewichtsbedinrung 
Sr Ar : % 
2 RN. > R 
5 \ )\ NT ‘, . — \\ \) u —— Nu — 
ut — (*: BE Eu EEE ZN: J Ölogc;. 
Das gweite Lied ist aber fleich N), deun beispielsweise ist 


= EN, LgN, 
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ÖN, öN 
Ölogc, = N, — N’ 
somit 
ÖöN 
N, Ölogc, = ÖN, — N N 
und 
öN 
4) Bmw. = Nm I M=dN-—N=0. 
Es bleibt hiernach allein 
a=s 
a=ı 


Einen allgemeinen Satz können wir hieraus sofort ableiten. Ist 
für irgend ein Gas a das ö N, = 0, so fällt das auf dieses Gas sich 
beziehende Glied aus der Gleichung heraus, der Anwesenheit des Gases 
ist nur Rechnung zu tragen bei Ableitung der Concentrationen c,, wo- 
selbst auch die Molekelzahl dieses Gases vertreten ist. Also: 

Gase, welche selbst weder Vermehrung noch Verminde- 
rung der Molekelzahl erfahren, haben keinen anderen Ein- 
fluse auf den Vorgang der chemischen Umsetzung, als dass 
sie die Concentrationen der anderen Gase mitbestimmen; im 
Uebrigen können sie beliebige Temperatur und beliebigen 
Druck aufweisen. 


Ferner folgt: 

Das Gleichgewicht ist unabhängig von den Massen 
selbst, mit welchen die Gase bei der Umsetzung betheiligt 
sind. 

Das Weitere hängt zunächst von den Grössen @, ab. Diese 
Grössen bestehen aus einem Theile, nämlich 

R,®% R,-,R RN 

ur Zu Ber +7=7 T 2 (i — log — n 
welcher allein von Druck und Temperatur abhängt und im Uebrigen 
nur die für alle Gase gleiche Constante R enthält. 

Der zweite Theil 

u” 
—m, sc #8 — R Togm, + mı — 75 


ist abhängig vom Molekulargewicht und dem Ausgangswerthe für die 
Entropie und Energie, endlich noch von der Temperatur, dagegen un- 
abhängig vom Drucke. 

Der dritte Theil endlich 


.(a) 
KO (1 — log) 
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is? aleiz eire Function der Temperatur. Da innerhalb ganzer Gruppen 
vom Vssn k' die mclekulare speciüsche Wärme für constante: 
Vramer für alle Gase den rämlichen Werth hat (z. B. für zwei- 
al-mize Gase. eberso für dreistomige). so ist dieser Theil von €: ıinner- 
=3i5 zarzer Gruppen von Gasen überhaupt von der Natur dieser Ga:e 
urabräng:z. 

Nact aiedem haben wır al: allgemeine Gleiehge wiehtsbedingung 

& (1 PLASTE — (1 a9) DE ON, 


und innerüsib ganzer Gruppen von Gasen 


E %% . :=$# — 
. E \1—I9 ) — Kk 1-9) N (# 


| 


_ Ss,“ w ) eoyYv — L Nm UIeN. — z yr,ÖN., = u. 


yo 


Das Gieichgewich: hänzt hiernach ab ron der Zunahme oder Ab- 
rırme der Melekein insgesammt. sowie ron der Zunahme oder Ab- 
rare der Moieke:n ın Jen eirzeinen Gasen. 

Die Aenderung der Moiekeizabien muss einer Bedingung unter 
s.en Umständen venürer, wenn aniers al’e Bestandtheile der Gas 
beisammen zehaiten wender. Nimlch es zuss die Gesammtänderun: 
aL.er Massen zusammen Null sein. Also 


3. Nu. — 


oder da M. = N... ıs 


Es giebt van termer lsase, Del weiltzn aıne Zunahme oder Ab- 
zaıme jer Mocsasat. inszesammut aucı zielt sassindet Es sind 


SLISES SE DONERADNTESEN iso ohnelen SELSATLIT. 188 heisst die- 
u... ...r. u = ı an WW. en »r sa yror on. ie ee uno 
jerigen base, Ver WESTEN SITE ste d uswiizungen Ins jede Aende- 


zung les esuimmitvo wuuytnoyiatt ie ion. Igpin szı.mrn z.B. Stickoxrd. 
K:rierewyi, UXorwassuisiet, Isinassteet” us” Nennt man das 
Vermse eines eiltem Wrasın N \ R wrurur > unı unter dem 
lersge oo zen Dose win we Str miensstion 

R I : Ä . \ A \ 
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Nun ist aber allgemein 


vr, = An RI = Nım,Rı ® = N, R > 

p p pP 

also 
81, = 8N, (R >), 

somit 

— 9 RP» 

RD N=T-dN=0 
oder 
65) öN=0. 


Für Gase ohne Condensation ist also weiter die Gleichgewichts- 
bedingung 
a=i ı=s — um 
(2) (a) 
7) öN, — >; m, D, öN + I) logmaö N, 
ul ul ul 
| as 


>) m, uv”öN + = >> log c,6 N, = 0. 


a=ı 


Zunächst ergiebt sich hieraus der Satz: 


Herrscht in einem Gassysteme ohne Condensation überall 
gleicher Gesammtdruck und gleiche Temperatur, so ist das 
chemische Gleichgewicht nur von der Temperatur, nicht von 
diesem Gesammtdrucke abhängig. 

Dieser wichtige Satz ist durch die Erfahrung bestätigt. Und 
weiter folgt für ganze Gruppen von Gasen 


(a) 
öN. — 
75) M=0. 


a=ts R 
> (# logm — m, si” + "T loges + mu 
2, ' 


Für ganze Gruppen von Gasen ohne Condensation 
(namentlich für die Gruppe der zweiatomigen Gase) ist das 
chemische Gleichgewicht nur in so weit abhängig von der 
Temperatur, als die innere Energie im absoluten Nullpunkte 
für die verschiedenen Gase verschieden ist. 

Darf man, weil ein Theil der inneren Energie auf Mole- 


kulargewicht bezogen, nämlich Imuc” ®, für Gruppen von 
Gasen gleich ist, annehmen, dass dieses auch vom zweiten 
Theile Ui” m, gilt, so ist das chemische Gleichgewicht von 


der Temperatur überhaupt unabhängig. 

Dieser Satz kann mit gewisser Annäherung sogar auf alle Gase 
überhaupt ausgedehnt werden, da A, überhaupt nur wenig von der 
Natur der Gase abhängig ist. 


27, in (il 

on. Darngen Li dar Geicrgewi-2t ccei ab v:E den Moiekuar 
gew..zar er Isare 224 Zerem PEeETBnn. so wie ver ler Aos- 
yargıwerzan !ir Ale Ererspie. die zstärieh bei alen (sasen r3cı 
anzanrsn Proege gwil. ein müssen Eeälier fig za, ds 
Inge. — Wan, —inaN is. fir Gase sonne Condensstion und mi 
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Zr am m, St Than u )ON, = 


Bei sasen ohue Condensation ist die Gegenwart solcher 
(Gase. welche weder Vermehrung noch Verminderung der 
Molekelzahl erfahren, für das Gleichgewicht ganz ohne Ein- 
fluss. und zwar unabhängig davon, ob ihre Molekularwärme 
der der anderen Gase gleich ist oder nicht. 

Die Gleichgewichtsbedingung hängt von den Verhältnissen der 
ö N, zu einander ab; da solche Verhältnisse » — 1 vorhanden sind. 
müssen bei Gasen ohne (ondensation ausser den allgemeinen Be- 
dingungen unter 5) und 6) noch a — 4, bei solchen mit Condensation 
susser der unter 5) noch a — 3 Bedingungsgleichungen gegeben sein, 
um diese Verhältnisszablen zu ermitteln. Uebrigens kann man die all 
geineine (leichgewichtsbedingung für die Rechnung bequemer schreiben 


S 
3,) ml 9% + — # 1ogcı) öM,=0, 


woselbst die M, die Partialmassen sind und die Bedingungsgleichung 
für Gase ohne Condensation geht über in 


65) >) 2 —=N(, 


a—1 


Die Aenderung der Entropie im gleichen virtuellen Vorgang be 
trägt, indem 


9) RP TgB + # og > -+m,8 + -. log 2 =» 
a 
gesetzt wird 
| a R 
10,) fi) (M Ss) _— >) U. — "T log Ca ÖN,. 
2:71 


weil wiederum allgemein 
N N Ö log Ca -—_ 0 
ist. 
Für Gase ohne Condensstion und für Gruppen, innerhalb dere 
ki“ für alle Gase gleich ist. wird hieraus 
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ai —_ — 
— a_ ER R 
10,) 6(MS) = >> (m, Ss, = 7 logm. — 7 Iogc. ) ÖN.. 

Die Entropieänderung ist also für solche Gase von 
Druck und Temperatur unabhängig und nur bestimmt von 
der Natur der Gase und ihrer Concentration. 

Da eine Vergleichung der Functionen @, und u, ergiebt 

— —_— (a) — 


R R i R 
11) 9, + 7 log cı — k” + 7 + m, 78 vo + T logc,, 
so geht die Gleichung für ö (M S) in Folge der Gleichgewichtebedingung 
über in 


u‘” 
9 sus =N (+ 4m) on, 


a=1 


und in den mehrfach bezeichneten Fällen in 


1 a=s a 1 ai 
10,) UI WIN GL u” 5M,. 
a=1l ul 


Also: 

Die Variation der Entropie ist bei Gasen ohne Condensa- 
tion und mit gleicher Molekularwärme nur abhängig von der 
Variation der inneren Energie, und zwar der ganzen inneren 


Energie, da die Varistion des Theiles Y M,Jc/” zufolge der An- 
nahme über ec” gleich Null ist. 
Da wir dann haben einerseits 


13) 9Q=P5Ug= MU 


und andererseits 


Jö6Q=d6MU+Ö6W, 
so folgt für diesen Fall wegen d(M S) = 5 ö(MU) 


12) oW=0. 

Bei Gasen ohne Condensation geschieht die chemische 
Umsetzung ohne Leistung oder Verbrauch äusserer Ar- 
beit, was vorauszusehen war, weil die Gase sich ohne Condensation 
umsetzen sollten. Findet Umsetzung mit Condensation statt, ist aber 
immer noch 1” für die Gase von gleichem Werthe, so haben wir 


(MI) = (t. +2)an+ u, 


also 


13,) I = (k. + 7) 95N + um 
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und 
14,) 6W— (Jk, + M)IÖN. 

Bei Gasen mit Condensation ist die bei chemischen 
Umsetzungen geleistete äussere Arbeit proportional der 
Aenderung der Gesammtzahl aller Molekeln und der ab- 
soluten Temperatur. Beachtet man, dass dieselbe Arbeit auch aus 


14,) ö6W—=ypyLörV 
berechnet werden kann, so ergiebt sich für die ganze Volumenänderung 


15) $V—= (Ik, + rn ÖN. 


Zuletzt erwähne ich noch die Beziehung 
16) öF=0 
für Gase ohne Condensation, 
17) öF—=— (Jk, + BH$EN—= —5W 


für Gase mit Condensation. 

Wir betrachten zunächst allein den Vorgang der selbstthätigen 
Zersetzung, man nennt diesen Vorgang nach Deville Dissociation. 
In diesem Falle handelt es sich um ein Gas, welches in einzelne 
chemische Bestandtheile zerfällt, so z. B. Jodwasserstoff 2HJ in H, 
und Js, Phosphorpentachlorid PCI, in PCI, und C,. Da bei der Dis- 
sociation jede Molekel in andere Molekeln (mit verringerter Atom- 
zahl) zerfällt, so steigt die Molekelzahl an, in Folge dessen wächst das 
Volumen und nimmt die Dichte ständig ab. Wird das Volumen cor- 
stant erhalten, so erhöht sich der Druck, den die Gase gegen die 
Wandungen des Gefässes ausüben, und zwar proportional der Zunahme 
der Molekelzahl. Das Verhältniss der bereits dissociirten Gasmenge 
zu der ursprünglich vorhanden gewesenen nennt man den Disso- 
ciationsgrad. Gleichgewicht tritt ein, wenn dieser Dissociations- 
grad eine gewisse Höhe erreicht hat, welche je vom Drucke und der 
Temperatur abhängt. 

Die Dissociation ist am leichtesten durch Controle der Dichte, 
letztere auf einen und denselben Druck reducirt, zu studiren. Is 
die Dichte des nicht dissociirten Gases 4,, die des zum Theil schon 
dissocirten u, so muss u </ w, sein. In welchem Verhältnisse p 
kleiner ist als 4,, hängt von dem erreichten Dissociationsgrade at. 
Ist N die Zahl der Molekeln des noch nicht dissooiirten Gases und 7 
der Dissociationsgrad. so beträgt die Abnahme der Molekeln dieses 
Gases nach eingetretener l)issociation Y N; zerfällt jede Molekel bei 
der Dissociation in v andere Molekeln, so geben diese dissocürten 
Molekeln v(y N) neue Molekeln, also beträgt die Zunahme an Molekeln 
überhaupt (7 N) (r— 1), und folglich ist die Gesammtzahl aller Molekeln 
nach eingetretener Dissocintion N + >N(v— 1). Hiernach wird 
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"N 
18) u 1+y70—1) 


woraus sich umgekehrt der Dissociationsgrad Y berechnet zu 


u 
19 — {II _, 
u ze)” 
Für Gase, die in zwei Gase sich dissociiren, ist 9 = 2, für solche, die 


in drei zerfallen, ist v = 3, u. =. f. 

Wir heben nun das Gas, welches sich dissociirt, von den anderen, 
seinen Dissociationsproducten, dadurch hervor, dass wir die Symbole 
für dasselbe unbezeichnet lassen, die der anderen accentuiren. Die 
Anzahl der Dissociationsproducte sei nun eben v, dann ist 


ay 


20,) (9 + -. Ioge) — — >) (9: + n 1og 4 ) ÖöN! 


a1 
oder, indem 


ON, — UZU 
gesetzt wird 
. a’zy — 
R 
20,) ( + ni log e) öoN= — >) (or + T log e') v.. 
. ml 

Hieraus folgt 

I y R R 
IN + I mW + Tot = — log...) 

am] 
oder 

J ary 
E (vor: = 9, .) 
21) (AN —ctVatW...e'trte a=ı . 
Die Grösse 
J IV 
u; (vor+ z m .) 

22) e a=1 — K 
nennt man den Dissociationscoöfficienten. Hiernach wird 
21,) KON cat at ...c/tW. 


Da ÖN eine Abnahme an Molekelzahl bedeutet, während die 
ÖN, Zunahme andeuten, so sind die v,’, v5',... positive, also die 
— vv, —v,,... negative Zahlen. 

Wenn mehrere Gase vorhanden sind, welche sich dissociiren und 
zur Entstehung anderer Gase Veranlassung geben, haben wir genau so 


21;) Keratr-.. = et tr ... 

Der Satz, der in dieser allgemeinen Gleichung enthalten ist, in 
etwas anderer Form, stammt von den skandinavischen Forschern 
Guldberg und Waage her. Er gilt in der letzten Form allgemein 
für chemische Umsetzungen. 


8 
Pr 
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Das Weitere hängt von der besonderen Art der Dissociation ab. 

Als Beispiel nehmen wir ein Gas. weiches sich in zwei andere Gase 

dinsselirt. und zwar mit Rücksicht auf spätere numerische Anwendung 

Jodwamerstoffga:. Zwei Theile des zweistomigen Jodwasserstoffgases 

geben einen Theil des zweistomigen Joddampfes und einen Theil der 
gleichfalln zweiatomigen Wasserstotfes. Also: 
2H4J=Jh-H. 

Es zersetzen sich sonach immer zwei Molekeln Jodwasserstoff und 


geben eine Molekel Joddampf und eine Molekel Wasserstoff. Hier- 
nach ist 


8ıY=—2 d$N=+1.09N =+l 
und wir erhalten 
a) se =K 
@ 


Die c aber sind alle in gleicher Weise proportional den Partial- 
drucken der Gase. Nennen wir diese Partialdrucke p,, Pı’, Pa’, so 
wird hiernach 


Tann) 
b) BR _K. 

» 
It ferner der Gesammtdruck p, so haben wir noch 
e) p=nmntp' tm. 


Weitere Gleichungen gewinnen wir durch die Bemerkung, dass 
der Vorgang der Dissociation von Jodwasserstoff ein solcher ohne 
Condensation ist, und zwar zersetzen sich zwei Volumina Jodwasser- 
toi zu einem Volumen Wasserstoff und einem Volumen Joddampf. 
Dahor ist jedenfalls 


{)) n=p=p 
und 

v\® . f 
o (&) =Kk 2ytpn=p 

Pi. 
woraus sich die Werthe von p’ und p, zu 
D) PP» VK = mm» 1 

+ 2yX ı +t2y& 

ergeben. 


Int ferner 9 der Dissociationsgrad, so haben wir 


Ri) 
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eine Gleichung, die auch für die freien Molekeln gilt. Nennen wir 
nun N„ die Zahl der freien Molekeln Wasserstoff, N; die Zahl der freien 
Molekeln Joddampf und setzen 

_ Nu _ N; 2 No 2N; 
TE N) HN) 
so ist, weil N) + N;” die Gesammtzahl aller Molekeln überhaupt be- 
deutet: 


’ ' 


ı __ v ı__ v 
h) p=PS M=P7 
also wie früher p,’ = p,', und zugleich wird 
i) 9 =r(l—Y), 
somit ' 
y? _ 
x) ap —# 


Da Y experimentell bestimmt werden kann, dient diese Gleichung zur 
Ermittelung des Dissociationscoöfficienten K für die gegebene Tempe- 
ratur. Da ferner K, wie wir wissen, vom Drucke unabhängig ist, muss 
es auch Y’ sein, was, wie wir sehen werden, der Erfahrung entspricht. 

Der Dissociation entgegengesetzt ist die Verbindung der Gase zu 
Gasen mit zusammengesetzteren Molekeln, die Formeln jedoch bleiben 
bestehen. 

So gelten im vorstehenden Beispiele, wenn Joddampf und Wasser- 
stoff in chemisch äquivalenten Mengen zusammentreten und sich zu 
Jodwasserstoff vereinigen, alle Gleichungen unverändert, nur dass die 
Grössen p}’, ?3 sich auf die noch freien Wasserstoff- und Jodmolekeln 
beziehen, p, seine Bedeutung für den schon gebildeten Jodwasser- 
stoff hat. 

Auch der Fall, dass die Gase nicht zu chemisch äquivalenten 
Mengen zusammentreten, findet durch dieselben Gleichungen Erledigung, 
es ist dann immer eines der Gase im Ueberschuss vorhanden. Auf den 
Verlauf der Reaction hat es, wie wir wissen, gar keinen Einfluss. 


Sei zum Beispiel der Anfangspartialdruck des Wasserstoffes pP ' 
der des Joddampfes nicht (wie er für chemisch äquivalente Mengen 
erforderlich wäre) diesem gleich, sondern Ps ’_ so haben wir, wenn 


a herrscht: 

) '=nrı pP =m —o (l—Y) 

das letztere deshalb, weil der Partisläruck "des Joddampfes um den- 

selben Betrag gesunken sein muss, wie der des Wasserstofies, da 

von beiden chemisch äquivalente Mengen verschwunden sind, und 
2’ (1—Y) eben den Druckverlust des Wasserstoffes angiebt. Hier- 


nich ist weiter 
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2) n=P—p—m=P—n ’—y pm (1). 
Ist im Beginne des Processes Jodwasserstoff nicht vorhanden gewesen, 
so kann p nur gleich pP, — pP, sein, also wird 


m;) yı — — 2 (1— 7), 
was wiederum selbstverständlich ist, weil das Anwachsen des Druckes 
des Jodwasserstoffes auf Kosten der Drucke des Joddampfes und des 
Wasserstoffes geschieht. Wir erhalten aber 


a) »7(r m 4-7) _ 
(pP }a—-y 


als Gleichung zur Bestimmung von 7', das heisst des noch freien Theiles 
an Wasserstofl. Die obige Gleichung kann man schreiben: 


7,0 

r (65 - 1-7 ) 

0 1 — 
41-7’) =# 

woraus erhellt, was auch zu erwarten stand, dass die Reaction nur 
von dem Verhältnisse der zusammentretenden Gase abhängt. 

Wann das Gleichgewicht eintritt, hängt von dem Werthe von X 
ab, das heisst also auch von der Temperatur. 

Als Beispiel für eine Dissociation mit Volumenänderung nehmen 
wir Stickstofftetroxyd, N,O,. Die Zersetzung geschieht so, dass ein 
Theil Stickstofftetroxyd zwei Theile Stickstoffdioxyd giebt, also 

N,0, = NO, 4 NO,. 

Hier tritt also Dilatation ein. Wir haben jedoch 

öoN=1 894 =1l 56N=1, 


somit 
Pı Pa . 
) —— —=K&k 
Pı » 
Sind die Gase NO, vorher nicht vorhanden gewesen, so muss 
u 
sein, da die Dissociationsproducte völlig gleich sind, also wird 


Ps) p?—=Kp, 
und da 
r=m-r 
ist. erhalten wir 
pP — pP)? Kp. 
KÄ \2 
Pı — ae es 1-5) -1l, 


Pp:) ' 
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Die Gleichung für p’ zeigt, dass nur der negative Werth der Wurzel 
genommen werden darf, was auch nur für p, einen Sinn hat. 

Für diesen Fall wollen wir auch die Dichte des Gemisches er- 
mitteln. Diese ist zufolge 19) in irgend einem Stadium gegeben durch 
die Gleichung 


—_ MM 
Y u’ 
weil v —= 2 ist. Die Anzahl der unzersetzten Molekeln verhält sich- 
zu der aller zersetzten vorhandenen wie 1 — Y zu 2, also muss 
auch sein 
Pı _ 1—y 
p' 2y 
somit 
Y ' Y 
—., ) — — _ 
und 
. 4 y? 
gı) K Zu p 1 — ya 
Setzt man hierin den Werth von 7 = do ra u ein, so resultirt die von 
Nernst als Dissociationsisotherme bezeichnete Beziehung 
am — mp _ 
4) (2u — Uo)i, ’ 


woraus sich u& als Function von p, A und 4, berechnet. 

Die Dissociation ist also nicht mehr vom Gesammtdrucke unab- 
hängig, sondern im Gegentheil in hohem Maasse durch ihn bestimmt 
(8. S. 228). 

Endlich sei noch das Beispiel der Kohlensäure erwähnt. Die 
Dissociation geschieht der Erfahrung gemäss nach der Formel 


2C0, = 0, + 2C0. 
Zwei Theile der dreiatomigen Kohlensäure zersetzen sich zu einem 
Theile des zweiatomigen Sauerstoffes und zwei Theilen des gleichfalls 
zweiatomigen Kohlenoxydes. In diesem Falle haben wir 


öoN=2 06N =1 6N =2 
und 


p) 


Die weitere Behandlung darf unterbleiben. 
Zuletzt ist noch auf Eines aufmerksam zu machen. Dem Früheren 
zufolge können wir schreiben 


b 


23) K=aer ', 
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woselbst a und d als von der Temperatur unabhängig angesehen werden 
können, somit ist 


dügK _ b 
=) a u 
.  % dlogK .. 
Bei allen Gasen ist, wie die Erfahrung gelehrt hat, Fr, positiv, 
also ist auch b positiv. Da nun d nichts anderes ist, als — SHE, so 


folgt, dass auch diese Grösse positiv ist, also ist zufolge 10,) auch die 
Entropieänderung und zufolge 13) auch die Wärmeänderung, die 
Wärmetönung, positiv. Das heisst: 

Dissociationserscheinungen sind mit einer Vergrösse- 
rung der Entropie und mit einer Absorption von Wärme 
verbunden. 


37. Binführung numerischer Werthe. 


Drei Grössen sind es, welche der experimentellen Bestimmung un- 
mittelbar sich als zugänglich erwiesen haben, nämlich R, c, und A. 
Diese genügen auch, um alle anderen aus ihnen abzuleiten. Indessen 
hat die Erfahrung dargethan, dass es kein einziges Gas giebt, für 
welches diese Grössen thatsächlich Constanten wären, sie sind alle drei 
von dem Zustande, in welchem das betreffende Gas sich befindet, ab- 
hängig, wechseln also mit Temperatur, Druck und Volumen. Ideale 
Gase sind also in der Natur anscheinend nicht vorhanden. Die wirk- 
lichen Verhältnisse werden wir später betrachten, hier genügt es, für 
angenäherte Rechnungen die Constanz der obigen Grössen anzunehmen, 
wie solche denn in der That innerhalb ziemlich beträchtlicher Schwan- 
kungen des Zustandes besteht. In der Praxis können fast alle Rech- 
nungen auf Grund einer solchen Annahme bewirkt werden. 

Wir haben nun 

R— R 


m 
woselbst in absoluten Einheiten cn, y, s nach 23) in Abschnitt 22 ist 
gem? Molekulargewicht 

sec? Temperatur 
und m das Molekulargewicht des betreffenden Gases bedeutet. Letzteres 
ist aus den Angaben über die Atomconstitution zu entnehmen. 


Cp, die specifische Wärme bei constantem Drucke, ist leicht zu er- 
mitteln; wir geben die Zahlen immer in Gramm-Calorien an. 


I = 82889500 


Weniger einfach ist die Ermittelung von k — 2, Man hat dafür 
Co 
zwei Methoden. Die eine stützt sich auf die Bestimmung der Schall- 
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geschwindigkeit in dem betreffenden Gase. Nach einer Formel von 
Laplace ist nämlich 

. 22d 

"ghö’ 


wuselbst $2 die Schallgeschwindigkeit in cm im Gase, d die Dichte des 
Gases (Masse eines ccm des Gases), g die Beschleunigung der Schwer- 


kraft ın — h die Höhe in cm einer Quecksilbersäule, welche dem 


Gasdrucke das Gleichgewicht hält, Ö die Dichte des Quecksilbers 
(Masse eines ccm Quecksilber) bedeutet. % gilt dann für diejenige 
Temperatur und denjenigen Druck, bei welchen beobachtet wird. 

Die zweite Methode beruht auf dem in Abschnitt 34 behandelten 
adiabatischen Process. Das Wesentliche ist, dass man das Gas mit 
Ueberdruck in ein Gefäss verschliesst, Druck und specifisches Volumen 
oder Druck und Temperatur bestimmt, dann plötzlich und sehr rasch 
durch Oeffnen eines Hahnes das Gas ausströmen lässt und sofort, ehe 
noch Wärme hat in dasselbe durch Leitung oder Strahlung gelangen 
können, wieder Druck und specifisches Volumen oder Druck und 
Temperatur ermittelt. Die Gleichungen unter 10) des Abschnittes 34 
gestatten die Berechnung aus den Beobachtungsdaten. 

Wegen der Ausführung all dieser Untersuchungen muss auf die 
Werke über Experimentalphysik verwiesen werden. 

Ich gebe nun für einige charakteristische Gase die Zahlen, die 
bekannten Sammelwerken und namentlich auch dem öfter citirten 
Buche von O. E. Meyer entnommen sind. Die Temperatur ist un- 
gefähr 15°C., der Druck etwa Atmosphärendruck. 


Mole- 
Gas kularge- 


Wasserstoff . . . . . 2 | 41 444 750 3,400 | 1,403 2 
Sauerstoff . . . . . . 32 | 2590 300 0,217 1,405 2 
Stickstoff . . . . . . 28 | 2980 340 0,244 1,407 2 
Stickoxyd . . .. . . 30 2 762 980 0,232 1,394 2 
Kohlemoxyd . . . . . 28 2 960 340 0,242 1,409 _ 
Koblensäure. . . . . | 44 1 883 850 | 0,192 1,295 _ 
Aethylen ...... | 28 2 960 340 0,380 | 1,247 6 
Aethyläther . . . . . | 7% 1 120 130 EIBERTITER 0,522 | 1,070 | 15 
Quecksilberdampf . . m | u 200 41448 | 0 | 1,67 1 
AI . 2.2.2... | 40? 2oraası| ° | 1,8 1? 


Die Zahlen für c, und % sind nicht besonders sicher, die Angaben 
verschiedener Beobachter weichen oft nicht unerheblich ab, vielfach 
habe ich Mittel gebildet. 
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Von vornherein fällt der Quecksilberdampf auf, er ist ein ein- 
atomiges Gas und sein k findet sich aus unmittelbaren Bestimmungen 


. . 5 
genau so gross, wie er für einatomige Gase sein soll, nämlich ri Das 


spricht sehr zu Gunsten der kinetischen Theorie. Auch für Argon ist 
k zu einer Zahl ermittelt, die der theoretischen ohne weiteres gleich- 
gesetzt werden kann. Leider fehlt der Beweis, dass Argon auch ein- 
atomig ist, es ist aus dieser Zahl geschlossen, dass das der Fall sei. 
Gleiches soll für Helium gelten, dessen Molekulargewicht zu 4 an- 
gegeben wird. Andere einatomige Gase sollen ferner Cadmium- und 
Zinkdampf (und überhaupt Metalldämpfe) sein, ich weiss nicht, ob für 
sie das k schon ermittelt ist, ich habe nichts finden können. 

Bei allen Gasen liegt k zwischen 1,67 und 1, wie gleichfalls die 
Theorie fordert. Mit den Molekulargewichten besteht ein Zusammeın- 
hang nicht, wohl aber mit den Atomzahlen, denn k nimmt mit 
wachsenden Atomzahlen stetig ab. Alle Gase mit gleichen Atom- 
zahlen (die fünf ersten) haben fast denselben Werth für k und die 
Unterschiede gegen den Mittelwerth 1,4036 sind sogar so klein, dass sie 
im Verhältniss zu den Unsicherheiten der Zahlen selbst kaum in Be 
tracht kommen. Eine Zahl von ähnlicher Grösse findet sich für die 
zweiatomigen Verbindungen HCl, HBr, HJ. Dass Gase und Dämpfe 
mit gleicher Atomzahl auch gleiches A besitzen, möchte man hiernacl 
gern vermuthen. In der That findet sich z. B. für Wasserdampf. 
welcher dieselbe Atomzahl wie Kohlensäure hat, für k, wenn man von 
den zwischen 1,33 und 1,274 schwankenden Werthen ein Mittel nimnt, 
1,292, was fast genau mit dem / für Kohlensäure stimmt. Eine ähn- 
liche Zahl wird für das gleichatomzahlige Stickoxydul im Mittel ge 
geben. Indessen sind zweifellos nicht aufzuklärende Ausnahmen von 
dieser Regel vorhanden. Für Brom und Jod, welche beide zweiatomig 
sind, wird nicht 1,403, sondern die weit kleinere 1,294 wie für Kohler- 
säure, welche dreistomig ist, angegeben, ähnlich für das entsprechende 
Chlor, Chlorjod. Ferner ebenso für Methylenchlorid und Chloroform. 
welche beide fünfatomig sind, etwa 1,12, was erheblich kleiner ist als 
die Zahl für Aethylen, dem sechs Atome zugeschrieben werden. 

Hier scheinen also noch andere Umstände mitzuspielen, als bloss 
die Zahl der Atome. Zu vermutlien steht, dass dieses Verhältniss der 
specifischen Wärmen ausser von der Zahl der Atome, welche die 
Molekeln zusammensetzen, auch von dem Verhalten der Atome in de 
Molekeln abhängt, ob sie z. B. mehr oder weniger frei beweglich sind, 
denn es kann wohl sein, dass von zwei Gasen, die beide gleiche Aton- 
zahl haben. in dem einen die Atome wenig beweglich sind, so dass & 
dem (uecksilberdampfe nahe steht, in dem anderen aber stark be 
weglich, daun wird es sich mehr wie Aethyläther verhalten. Die Be 
weglichkeit der Atome kann den Mangel an Zahl ersetzen und so möge 
sich die obigen Differenzen erklären. Vermuthen könnte man also: 
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Gase mit gleicher Atomzahl und gleicher Beweglichkeit 
der Atome haben gleiche Werthe für das Verhältniss der 
specifischen Wärmen und für das Verhältniss der Molekular- 
energie zur Gesammtenergie. Das Verhältniss wächst bei 
gleicher Beweglichkeit mit abnehmender Atomzahl und bei 
gleicher Atomzahl mit abnehmender Beweglichkeit. 

Doch nur vermuthen; es ist möglich, dass die Sache sich auch 
anders verhält !). 

Des Interesses wegen füge ich noch einige Zahlen für die in den 
obigen Satz einbezogenen Energieverhältnisse bei. Zuvörderst ist 
[Abschn. 30, Gl. 57) und 58)] 


Um 
U 


3 U: __ 3 
=;k—)) Trı7zenn. 
Beziehen wir diese Verhältnisse immer auf eine vollständige 


Molekel, so wird 


a 7} 
v a 
| | 

Wasserstoff . . . 2... | 0,604 0,396 
Sauerstoff. -. . . 2... 0,608 0,392 
Stickstoff . . 2 2.2... 0,611 0,389 
Stickoxyd.. . . . 2... 0,591 0,409 
Koblenoxyd. . ..... 0,613 0,387 
Koblensäure . ..... 0,443 0,557 
Aethylen . ....... 0,370 0,630 
Aethyläther. . 2... .. 0,105 0,895 
Quecksilberdampf . . . . | 1 | 0 


Im einatomigen Quecksilberdampfe ist noch die ganze innere Energie 
Molekularenergie, in den zweiatomigen Gasen ist die Molekularenergie 
nur noch gegen } der Gesammtenergie, und die Atomenergie gegen ?. 
In der dreiatomigen Kohlensäure überwiegt bereits die Atomenergie 
die Molekularenergie ein wenig und im l5atomigen Aethyläther ist 
schon nur ein Zehntel der Energie Molekularenergie und neun Zehntel 
sind Atomenergie. Es ist schwer, sich vorzustellen, wie die Molekular- 
energie so rasch abnehmen soll. 

Gehen wir zu den anderen theoretischen Ergebnissen über, so war 
zunächst 


!) Es sei noch auf den Aufsatz von. Petrini: Specifische Wärme 
der Gase; Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 16, 8. 97 ff. verwiesen, woselbst 
sich auch reiches Zahlenmaterial findet. 
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woselbst d die Dichte angiebt. In der Tabelle bezeichnet d die Masse 
ın Gramm von lccm des betreffenden Gases. 


Specifische Wärmen 


Dichte bei 
0 und 1 Atm. 


} 
Wasserstoff . . . . . 0,0895 .10®| 3,400 | 2,423 | 0,304. 10" ?| 0,217. 
Sauerstoff... ... . 1,42923. 10° | 0,217 | 0,154 | 0,310.10? | 0,221. 
Stickstoff . . 2... 1,25461..10?| 0,244 | 0,173 | 0,308. 103 | 0,218. 10”? 
Stickoxyd. .. . . . 1,34192.10?| 0,232 | 0,166 |0,311.. 103 | 0,223.103 
Kohlenoxyd ..... . 1,25058.108| 0,242 ! 0,172 | 0,303. 102 0,215. 10” 
0,148 


Kohlensäure. . . . . 1,96519. as 0,192 0,377 ..103 | 0,291.107 


Nach Seite 188 sollten die Zahlen in jeder der beiden letzten 
Spalten einander nahezu gleich sein. Abgesehen von der Kohlensäure 
ist das bei den fünf ersten Gasen wirklich der Fall, namentlich wenn 
man die Unsicherheit der Daten selbst berücksichtigt, im Mittel beträgt 
für diese zweiatomigen Gase 


C, = 0,3068.10-8, 
C, = 0,2188.10-8. 


Dagegen sollte C, — C, ganz unabhängig von der Hypothese 
über die Abhängigkeit der inneren Energie von der Temperatur ge- 
mäss Gleichung 12) in Abschnitt 29 für alle Gase genau den gleichen 
Werth haben. Dieses ist sogar mit Einschluss der Kohlensäure der 
Fall, denn die Differenzen betragen in Einheiten der letzten Stellen 


87, 89, 88, 88, 88, 86, 


im Mittel 88, wovon sich die einzelnen Zahlen nur sehr wenig ent- 
.fernen. 

Die Spannungsooäfficienten und Ausdehnungscoöfficienten sollen 
für alle Gase durch eine und dieselbe Zahl dargestellt sein, immer von 
entsprechenden Zuständen ausgegangen. 

Folgende Zahlen gelten für die sechs vorbezeichneten Gase. Vor- 
ausgesetzt ist bei allen, dass man von der Temperatur des schmelzenden 
Eises ausgeht, ebenso vom Normaldruck und bei einer Temperatur- 
änderung aufhört, gleich dem hundertsten Theile der gesammten Tempe- 
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nach ist die Entropie eine Grösse derselben Art wie eine Wärme, und 
mit J multiplicirt wie eine mechanische Arbeit. Die Aenderung der 
Entropie entspricht hiernach etwa °/, einer Grammcalorie, was übrigens 
auch aus der Formel erhellt, denn Logaritbmen können nur Zahlen sein. 

Bei isopiestischen Aenderungen haben wir für die Energieänderung 
denselben Betrag, die Entropieänderung wird aber im Verhältniss von 


> grösser, sie ist für Wasserstoff 1,0612. 
v 


Um die Arbeit, welche nur im zweiten Falle in Frage kommt, 
kennen zu lernen, haben wir erst die Volumenvergrösserung, die das 
Gramm Wasserstoff erfährt, zu ermitteln. 

Zunächst ist 

% = v, 1,3662, 
also weil 
1 
vu, = 0.00008955 — 11167 ccm 
ist, 
Ya — dı = 4089,4 com. 

Diese Zahl ist mit dem Drucke zu multipliciren, gegen den das 
Gas die Arbeit leistet. Der Druck sei Normaldruck, also gemäss 22) 
in Abschnitt 22 gleich 1013217. Wir erhalten hiernach für die Arbeit 
0,4143.10?° absolute Arbeitseinheiten. Die Aenderung der inneren 
und der äusseren Energie ist also 


1,4368.101° absolute Arbeitseinheiten. 


Die zugeführte Wärmemenge in mechanischen Einheiten sollte 
dieselbe Zahl ergeben. Diese Wärmemenge ist 


Q = 42200000.340,0 —= 1,4348.101, 


was sich von der obigen Zahl procentisch nur wenig unterscheidet und 
eine neue Bestätigung für die Anwendbarkeit der Theorie bietet, zu- 
gleich auch für die Güte der Zahlenwerthe. 

Hätte man diese Wärmemenge selbst gemessen — die Mittel dazu 
sind wohl bekannt — und zu 1,4348.10!° gefunden, so wäre c, die 
specifische Wärme bei constantem Drucke hieraus zu berechnen, man 
fände 3,400. 

Für einen isothermischen Process wollen wir annehmen, 1g Wasser- 
stoff, das die Temperatur 0°C. hat und behält und unter Normaldruck 
. steht, werde auf das doppelte Volumen gebracht. 

- Es ändern sich Volumen und Druck, und zwar ist 


% — vı = 11167 ccm, 
3 -— _-_3 I 
3 pp = 5 506 608 Cm sec? 


Der Druck nimmt während des Vorganges um die Hälfte ab. Die 
zuzuführende Wärme, die ganz in Arbeit übergeht, beträgt 
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chemisch äquivalenter Mengen von Wasserstoff und Joddampf der 
genannten Gase zu berechnen. Dieser Gleichung zufolge soll y'’ vom 
Gesammtdrucke, unter welchem die Reaction vor sich geht, unabhängig 
sein. Nach Lemoine!) hat nun die Beobachtung der Dissociation 
reinen Jodwasserstoff (wobei also nothwendig chemisch äquivalente 
Mengen ins Spiel kommen, abgesehen von der allerdings vorhandenen, 
aber nur geringfügigen Zersetzung des Joddampfes in zwei Atome) 
ergeben: 


Gesammt- 
druck y 


Diese Zahlen für y’ sind einander fast genau gleich, also in der 
„ That fast unabhängig vom Drucke, wiewohl dieser bis zum 20fachen 
seines kleinsten Betrages schwankte. Sie gelten für eine Temperatur 
von 440°C. — 713 absolute Temperatur. Für die Temperatur 270° 
r = 543 absolute Temperatur fand sich 7’ = 0,184. Hieraus ergiebt 
: sich weiter: 
K = 0,0325 für 9 —= 713°, 
K = 0,0127 „ 9 = 543°. 


Da zufolge 23) in Abschnitt 36 


K= ae s 
ist, so finden wir 
a = — 0,6536, 
b= + 2138. 
Planck ermittelte aus neueren Beobachtungen von Bodenstein?) 
a = + 0,1860, 
db = + 1300. 


Das weicht sehr stark von den aus Lemoine’s Beobachtungen 
berechneten Zahlen ab, aber freilich findet Bodenstein für die der 
ersten Temperatur Lemoine’s sehr nahe liegende Temperatur 721 
für K den viel kleineren Werth 0,01984 und für die Temperatur 623, 
welche 80° höher liegt als die zweite der Beobachtungstemperaturen 
Lemoine’s, den wieder viel kleineren Werth 0,01494. Indessen ist 


!) Ein Theil der folgenden Angaben ist dem Werke von Nernst, 
ische Chemie, 8. 350 ff. entnommen. 
2) 1. c., 8. 208. 
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quantitative Uebereinstimmung in so schwierigen Untersuchungen gar 
nicht zu erwarten, zumal geringe Fehler schon grossen Einfluss auf 
die Constanten haben. Jedenfalls ist b positiv, also auch die Wärme- 
tönung positiv. Diese finden wir aus der Gleichung 13,) in Ab 
schnitt 36 


woselbst 


z — 1.963 ist; somit wird 


ö6Q —= 4197 (Gramm-Calorieen) nach Lemoine, 
60 = 23552 ( „ n„ ) » Bodenstein. 


Diese ganze Wärme wird bei der Dissocistion von zwei Molekeln 
(also da das Molekulargewicht von HJ beträgt 127,5, von 255,0 g) 
Jodwasserstofigas unabhängig von Druck und Temperatur verbraucht, 
und zwar lediglich zu dieser Dissociation, da äussere Arbeit bei der 
Dissociation dieses Gases nicht geleistet wird. Diese Dissociations- 
wärme ist relativ gering. Zersetzt sich z. B. Joddampf selbst, wobei 
ein Volumen Dampf zwei Volumina des zersetzten Jods giebt, so ist 
nach den Rechnungen von Planck die ganze Dissociationswärme 
32400 Gramm-Calorieen, 3500 Gramm -Calorien kommen hiervon auf 
die äussere Arbeit, welche die Zersetzungsproducte bei der Ausdehnung 
auf das doppelte Volumen leisten müssen. 


Wenn Joddampf und Wasserstoff in chemisch äquivalenten Mengen 
zusammentreten und sich zum Theil zu Jodwasserstoff verbinden, ist 
die für je zwei Molekeln des Jodwasserstoffes frei werdende Wärme der 
obigen absorbirten gleich, da wieder äussere Arbeit nicht in Betracht 
kommt. In beiden Fällen handelt es sich nur um Aenderung der 
inneren Energie, im ersten Falle um Erhöhung, im zweiten Falle un 
Verringerung. Sind die Gase nicht in äquivalenten Mengen vertreten, 
so bleibt das Vorige doch bestehen, nur die im Verhältnisse zur ur- 
sprünglich vorhandenen Menge verschwundene Menge eines der beiden 
Gase ist anders zu berechnen, und zwar nach Formel 0) in Ab- 
schnitt 36 statt nach Formel k) ebenda. 

Nernst hat diese Berechnung wiederum für die Versuche von 
lLemoine ausgeführt und mit den Beobachtungen des Genannten ver- 
glichen. Angenommen ist dabei, dass die Temperatur 440° C, betrug. 
also X den Werth 0,0325 hatte. Ich gebe seine Zahlen unverändert, 
wiewohl mit einem anderen Werthe für A gerechnet ist (mit 0,0375). 

Mit Recht hebt Nernst hervor, wie gut im Durchschnitt die 
Theorie mit der Erfahrung angesichts der so schwierigen Experimente 
übereinstimmt. 
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] 

Anfangsdruck | Fi Torlammnfes Noch freier Wasserstoff dividirt 
des dividirt durch durch ursprünglich vorhandenen 

Wasserstoffes | Anfangsdruck EEE 
Atm, l des Wasserstofles beobachtet berechnet. 
2,20 | 1,000 0,240 0,280 
2,33 | 0,784 0,350 0,373 
2,33 | 0,527 0,547 0,534 
2,31 0,258 0,774 0,754 
1,15 | 1,000 0,255 0,280 
0,47 | 1,360 0,124 0,184 
0,45 | 1,000 0,260 0,280 
0,41 0,623 0,676 0,470 
0,45 | 0,580 0,614 0,497 
0,46 | 0,561 0,600 0,510 
0,48 0,526 0,563 0,535 
0,48 0,257 0,794 0,756 
0,25 1,000 0,450 0,280 
0,10 1,000 0,290 0,280 


Eine mindestens ebenso gute Uebereinstimmung zwischen Theorie 
und Erfahrung bietet die Zersetzung des Stickstofftetroxyds. Berechnet 
man nach der Formel q;) für diese Zersetzung die Dichte u des Gas- 
gemisches im Zustande des Gleichgewichtes, so findet sich bei etwa 50°: 


Gesammt- Ä Dichte des Gemirclıes 
druck | 
mm | beobachtet | berechnet 
' | 
v j — 1,590 
26,8 || 1,663 | 1,865 
938 | 1,788 1,782 
182,7 | 1,894 | 1,901 
2614 | 1,998 | 1,977 
' 2,143 


497,8 | 2,144 


Die Abhängigkeit vom Drucke tritt also deutlich genug hervor. 
Noch besser kommt diese Abhängigkeit und zugleich die von der 
Temperatur in folgender Tabelle (a. f. S.) für Kohlensäure zum Vor- 
schein, die ich gleichfalls nach den auf Grund der Formel p) auf 
S. 237 ausgeführten Berechnungen von Nernst mittheile. 

Die Tabelle zeigt auf das Deutlichste, wie stark bei Gasen mit Conden- 
sation (bezw. Dilatation) der wachsende Druck die dissociirende Wir- 
kung zugeführter Wärme hemmt. Als Daten zur Berechnung dienten 
Nernst die Beobachtungen von Deville, wonach unter dem Drucke 
von 1 Atmosphäre und der Temperatur 3000° etwa 40 Procent der 
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Unter 100 Molekeln Kohlensäure sind zerfallen: 


Unter dem Drucke 


Bei der 

Temperatur 0,01 0,1 1 10 | 10 

°C. Atmosphären 
' 

1000 Ä 0,7 0,3 0,13 0,06 0,03 | 0,015 
1500 | 7 3,5 1,7 0,8 0,4 0,2 
2000 | 40 12,5 8 4 3 3,5 
2500 . 8 (J) 40 19 9 | 4 
3000 | 94 80 60 40 21 | 10 
3500 96 ı 85 70 58 32 _ 15 
4000 I 97 90 80 63 45 25 


Kohlensäure in Sauerstoff und Kohlenoxyd umgewandelt ist und die 
Kenntniss der specifischen Wärmen der Kohlensäure und ihrer Re- 
actionsproducte, sowie die Verbrennungswärme von Kohlenoxyd, Grössen, 
die zur Ermittelung der Functionen @, dienen (S. 226). 
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Bewegung, Reibung und Wärmeleitung in idealen 
Gasen. Maxwell’s Theorie der Gase. 


88. Allgemeine Gleichungen für die Bewegung der Gase. 


Die Theorie der Bewegung der Gase fällt an sich in das Ge- 
biet der Mechanik; der Thermodynamik gehört sie insofern an, als 
die Mechanik Wärmeänderungen nicht berücksichtigt, sondern ihre 
Gleichungen unter Voraussetzung adiabatischer und isothermischer 
Verhältnisse ableitet. Nach der Thermodynamik sind freilich Vor- 
gänge, welche zugleich adiabatisch und isothermisch sind, nur möglich, 
wenn sie zugleich auch isometrisch und isopiestisch verlaufen, also 
keine Druck- und Dichteänderungen stattfinden, Dichte und Druck nur 
noch von den Coordinaten, nicht mehr von der Zeit abhängen. Unter 
Berücksichtigung der thermodynamischen Erfordernisse ist die Theorie 
der Bewegung der Gase von Maxwell und Kirchhoff bearbeitet, 
und zwar in solcher Vollständigkeit und Allgemeinheit, dass den Nach- 
kommen kaum etwas anderes übrig gelassen ist, als Erleichterungen 
einzuführen, welche die Schwierigkeit ihrer Analyse überwinden helfen, 
die sich auch meist nur auf Kosten der Kürze erzielen lassen und als 
die Bedeutung der von ihnen gewonnenen Ergebnisse schärfer zu um- 
grenzen. Maxwell verdanken wir die Schaffung einer auf kinetischer 
Grundlage beruhenden Theorie, Kirchhoff hat sich an die Be- 
trachtungen der Mechanik angeschlossen. Ich stelle erst Kirch- 
hoff’s Theorie dar und schliesse mich überall an seine nunmehr 
classisch gewordene Bezeichnungsweise an. 

. Die in der Mechanik für die Bewegung der Gase abgeleiteten 
Gleichungen gelten auch hier, wenn nur die Bewegungen nicht über- 
mässig rasch geschehen. Sind also x, y, 2 die Coordinaten, u, v, w, u 
die Geschwindigkeitscomponenten und die Dichte eines Gastheilchens, 
bedeuten X, Y, Z die Componenten äusserer auf eine Masseneinheit, die 
sich an der von dem Theilchen eingenommenen Stelle befindet, wirkender 
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Kräfte und geben \,, Y,. Z, die Componenten des Druckes, welche 
auf die Oberfläche des Theilchens wirken. da wo diese senkrecht zur 
z-Axe steht. und haben \,. Y,. Z,: X,, Y,., Z, die nämliche Be- 
deutung für Stellen der Oberfläche des Theilchens, da wo sie senkrecht 
zur y-Axe bezw. z-Axe verläuft. so gelten. falls € die Zeit ist. wo sich 
das Theilchen auch im Laufe der Zeit aufhält. für dieses Theilchen stets 
die Gleichungen 


du c\, c\X, c\, 
ar cı 0 ww cz" 
dr cYy. cyY cY 
1 —_ - _ ._ _ _-! __., 
) urTr ul cıx cy cz 
dw _ uz— cZ; _ ey _ er 
dt ' cı cy CE 
dt cı cy cz 


Die Gleichung unter 2) heisst die Continuitätsgleichung. 
sie besagt, dass, wie auch ein Raumelement sich ändern mag, die 
Masse darin ungeändert bleibt. Grösse und Dichte der Substanz 
ändern sich. nicht ihre Menge. 

Ausserdem bestehen die Beziehungen 
3: \,=-JY, 1%, =2Z, = Z,. 

Die X, u. s. f. sind als Druckcomponenten bezeichnet. Sıe 
können jedoch die Componenten von Reibungskräften mit enthalten, 
denn nach einem Principe, welches Newton aufgestellt hat, und 
welches sich in der Erfahrung bewährt hat, kann man die Wirkung 
von Reibungskräften so behandeln wie die von wirklichen Druck- 
kräften. Man setzt gewöhnlich. Newton’s Angaben hierüber ver- 
allgemeinernd, 


" er cy' 6z ex 
1 du 
—90 — — 
er dt’ 
ct cu cı cu“ ce 
’—» — 20 +20 —- 4 _ l — — —— 
4) Y, ] 07, O\er en =) p 2 dy 
201 du 
u dt 
B ci ‚cu el cu cCw 
—»— 20 -- +2 -- +. pn — _—_ 
A=p— 20. atrı,ta)mr-2e& 
a, du 
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. eu ov _ 
wel t+.)=% 
ev ow 
4 u — — —l 7 
r v (3 + 5) Zu: 
, ow ou\ _ 
Bee. ta) 


p bedeutet den Druck anf eine Flächeneinheit der Oberfläche des 
Massentbeilchens, wenn dieses an der Stelle, an der es sich befindet, 
in Ruhe verharrt, es ist der statische Druck. Die anderen Grössen 
sind nicht sowohl von den Geschwindigkeiten selbst ala — dem er- 
wähnten Newton’schen Principe entsprechend — von deren relativen 
Werthen gegen Geschwindigkeiten ın der Umgebung abhängig. E und 
e’ sind Constanten, abhängig von der Natur der Flüssigkeit. 
Der Gesammtdruck, den ein Flächenelement dS des Theilchens 
erführt, hat für Flächeneinheit zu Componenten 
Xu = [X.c0s(n,z) + X,cos(n,y) + X,c05 (n, 2)], 
5) Yn = [Yrcs(n,x) + Yyros(n,y) + Y.cos(n, e)], 
In = [7r cos(n,x) + Z,yecos(n,y) + Z:s (n,2)]. 
Nennen wir N,, Ny, N, die Componenten des normal zu dS 
wirkenden Druckes, so ist, bezogen auf Flächeneinheit: 
N. = [Xncos(n,x) + Yncos(n,y) + Zu cos (n, z)] cos (n, x), 
6) N, = [Xncos(n,y) + Incos(n,y) + Zu cos (N, 2)] «os (n, Yy), 
N, = [X„cos(n,e) 4 Yncos(n,y) + Zn c08 (n, z)] cos (n, 2), 
und der Normaldruck selbst ist 
7) N = [X„ros(n,z) + Yneos(n,Yy) + Zncos (n, 2)]. 


n deutet überall die nach innen gerechnete Richtung der Normale 
an der betreffenden Stelle. 
Die Componenten des Tangentialdruckes sind 


T. = An — N, 


8) T, = Ya — Xy 
T, — /n — N.. 


Die Gleichungen gelten überall in dem Gase. 

An der Begrenzung sind noch besondere, theils die Continuität, 
theils die physikalische Möglichkeit der Bewegung wahrende Be- 
dingungen zu erfüllen. Zunächst darf daselbst senkrecht keine relative 
Bewegung stattfinden, sonst wäre die Begrenzung keine solche, also 
Muss, WEDNn %, do, Won! Uy %g, 70, die Geschwindigkeitscomponenten 
zu beiden Seiten der Begrenzung bedeuten, sein 


9) (ww — un) 03 (x) + (v9 — vy') cos (n,y) + (1, — ws’) cus(n, 2) — 0. 
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Ferner müssen die Componenten der relativen Druckkräfte zu 
beiden Seiten einander gleich sein — was ja überall stattfindet, also 
ist daselbst 
10) %.=-XL, „=, „A=Z. 

Sodann ist, wenn die durch die Grenzfläche vom Gase geschiedene 
Substanz in Ruhe verharrt, 


11}) ee A a ı 
Bewegt sie sich aber ebenfalls, so könnten die X,... unendliche 


Werthe an derselben erhalten, wenn für sie E unendlich wäre, was bei 
festen Körpern der Fall ist. Es muss also alsdann 


c“ cv cv 04, Or du, Cw cu cu 
11 _-_ om — co — = — =—- = .— + — =0 
») cz 6y 6: ey ' Tr AFRRT x ' cz 


sein. 

Endlich wird noch hypothetisch angenommen, dass, wenn an der 
Grenzfläche die relativen Bewegungen zu beiden Seiten endliche Com- 
ponenten - Differenzen ergeben, die tangentialen Druckcomponenten 
diesen relativen Bewegungen proportional sind, das heisst zugleich mit 
diesen relativen Bewegungen verschwinden. In der That muss, wenn 
dort Reibung stattfindet, diese tangential wirken, weil normal eine 
relative Bewegung nicht stattfindet, und die Annahme ist wiederum 
ein Ausdruck für den Newton’schen Satz. 

Zufolge 6) und 8) hätten wir hiernach an der Grenzfläche 


X — [X cos (n.x) + Yncos(n,Yy) + Zucos(n,z)]cos (n, x) 


=41 (%o %o), 
12) Yu — [Aucus(n,z) + Yncos(n,y) + Zucos(n,2)]cos (n, y) 
= A (% =— vo), 


Zn — [incos(n.z) + In cos(n,y) 4 Zu cos(n,2)] cos (n, z) 
= A (ie, — %)). 


Die physikalische Bedeutung der einzelnen Grössen @, _’, A werden 
wir später kennen lernen. 

Hinzuzufügen ist noch, dass, da die Gleichungen fünf Variabeln 
enthalten, «, dv, w, u und », dagegen nur vier Differentialgleichungen, 
dass noch eine Beziehung zwischen p und u stattfinden muss; zwischen 
diesen Grössen gerade, weil diese auch verbleiben, wenn #, v, w Null 
sind. Bei idealen Gasen ist diese Beziehung durch das Boyle’sche 
Gesetz gegeben 
13) p= ah, 
wo a ein der Temperatur proportionaler Factor ist. 

Wenn das Gas ruht, ist 


(X, +1, +- Z)=p» 
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und zugleich ist nach einer Rechnung, die genau so auszuführen ist 
wie die S. 130 angegebenen, in den früher benutzten Symbolen 


X, = Nut, Y=Num, Z,= Nut, 


woraus die bekannte Formel 
1 — 1 — 
»=,;, mM@+R+M=; Nu 


folgt. Bewegt sich das Gas, so gelten diese Gleichungen nicht mehr 
streng, wenn jedoch die Bewegung im Verhältniss zu der sehr raschen 
Molekularbewegung langsam genug geschieht, können wir die Be- 
ziehungen für die X,, Yy, Z, immer noch beibehalten. Nun ist aber 


„ [0 ) 0) 
Kt h+Zz+@ st tz) 


somit führt die kinetische Gastheorie zu der Annahme, dass man für 
nicht zu rasche Bewegungen in den Gleichungen für die Druckcompo- 
nenten 


1 
' — — 


setzen darf, was später geschehen soll. Indessen gilt dieses, wie ich 
beweisen werde, nur für einatomige Gase, für mehratomige finde ich 


Ä 3—k 
' U U] 
14,) _ — 4 8, 


C . 
wok=- ist. 
Cy 


Soweit gilt die Theorie, abgesehen von allen Wärmevorgängen. 
Finden solche Vorgänge ausserdem statt, so bleiben zwar alle Gleichungen 
bestehen, es kommen aber noch die durch diese Vorgänge bedingten 
hinzu. Zunächst muss, wo das Theilchen auch weilen mag, für das- 
selbe 
15) da =daUdm +daW 
sein. Bewegt sich das Gas, so enthält d W nicht allein die Arbeit der 
Kräfte, sondern auch die kinetische Energie der Bewegung. Der 
letztere Theil ist sofort angegeben, er beträgt 
16) Im = awtu tm, 


wo dm die Masse des Gastheilchens bedeutet, die natürlich unver- 
änderlich ist. Der von den Kräften herrührende Theil ıst nach den 
Lehren der Mechanik 


17) daW = — dmdi(Xu+Yv+Zw) —dSdti(X„u+ Yuv+Zuw). 
Multipliciren wir aber die Gleichungen unter 1) mit 
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au a". a3". 
u u u 


addiren und integriren über irgend einen Theil des Gases, so wird, 
indem dr den Raum, den dm ausfüllt, bezeichnet 


18) ) If ms d („+r2 + ıu)dt = li] dmdti(Xu+ Yr + Zw) 


— (Ife: ( u we + «) dt 
CcıX cz 


cy 
— (I dt (= u + —- LH + Zr «) dt 
AA cy cY cYy 
wur eX, CYr eZ, 
— II dt (— = o+ Eye e) dr, 


also werden, weil allgemein 


I) — a = —|[vostnas 


ist, woselbst dS ein Element der Oberfläche des Raumes, über den 
integrirt werden soll, ist und n die nach dem Inneren des Raumes an 
d S gezogene Normale bedeutet, die drei letzten dreifachen Integrale 
gleich 


- || dS1I[Xzcos(n,r) + N,cos(n,y) + X,cos(n,z)]« 


u + [Izcos(n.x) + Yycos(n,y) + Y,cos(n,2)]v 
+ [Z. cos(n,x) + Bi eus (n. u) + Z,cos(n,z)]w} dt, 


+ (far | x: NS 
+ Y, 4a “+2, Zn 


cv 
oy 


E 


AN ex 


“+Y + IS 


- 
u 


I? 2 


oder zufolge der Gleichungen unter 2) und 5) und 17), sofern der 
Raum rt nirgend an die Oberfläche des Gases reicht 


13,) il] as Tate te N Ben at 


eu . cv „ cu . (cu +8 
Ix,tı,n = +2: Z.xn(t: 
| \* r "cy cz "\cuy + 
, en eu 
+ Zul + — w 
er crx)| 


Nunmehr können wir die Integralzeichen fortlassen, da die Aus- 
drücke, Unstetigkeiten ausgeschlossen, gelten müssen, wie klein auch 
der Raum, über den zu integriren ist, sein mag, und erhalten so 
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19) dW, +4m=[x.7 rt nz +2 


+ X ar +1 (+ ne albzı 


Hierin sind noch die Werthe der rucksommononen einzuführen; 
indem wir De dass 


4 


du 
kr =, 


I 
u 
ist, erhalten wir 


19) AW=dMm +4M = 
3 
rel 
+e | +52) + + (+ +52) + se + 5%) |} at ar. 


Dieses vermehrt um dU dm ist also gleich JdQ. Alle Wärme nun, 
die dem Theilchen zugeführt wird, muss durch seine Oberfläche gehen. 
Ist d S ein Element dieser Oberfläche, ® die Temperatur daselbst, so 
giebt nach einem bekannten, auf die Bewegung in Körpern sich be- 
ziehenden Gesetz von Fourier für isotrope Körper, als welche Gase 


stets sind 
u (fi 2 as 


die Wärmemenge an, welche in der Zeit dt durch die Oberfläche in 
ein Raumelement eindringen kann, und aus der Umgebung eindringt, 
falle von dS bis zu einer Entfernung Or auf der (nach aussen als 
negativ gerechneten) Normale die Temperatur um C9 anwächst und 
die Leitungsfähigkeit der Substanz für Wärme %k ist. Dieses ist nun, 
wofern das Theilchen sich nicht an der Begrenzung befindet, wo die 
Wärmezuführung nicht mehr durch Leitung zu geschehen braucht, das 
dQ, also wird 
0% 


20,) a0=—at ||E 5 as 


oder nach einem Satze, den wir schon oft angewandt haben 


_ 09 98 _ 98 
i a] Pr =) 


0% 7 02 


Nun ist noch dU dm anzugeben. Nach den Gleichungen unter 
H) und I) in Abschnitt 16 haben wir 


dUdm— (157 dm + u(Jcs — p) =) dt. 


Weinstein, Thermodynamik. 17 
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Hierin ist noch 


d dm 
de —alE" = win 
also Fra a 
_ eu _Yes—p eh 
avam= (I Fr} we a wdtdr, 
-0 -08 
ok — ok — 
°y e—( 43 _ IJo—pdu 
+5, + ler; we 
Ou\® av? Ou\? ‚1 (an 
el] 
° 


tere] 


(4 22 


48 _ Jodu_1 =, 0y dr 
2ı) rn w dt u ox + oy + FY; 


DES DES DEE) 


ov cw\? cu | du\® 
++ ++) 
Diese Gleichung !) vertritt die Stelle des gewöhnlichen Prineips 
der Erhaltung der Energie in der Mechanik. Sie gilt für alle Stellen 
im Inneren des Gases. Ausserdem darf die Temperatur an keiner 


Stelle im Inneren endliche Sprünge erfahren. Das gilt auch an der 
Oberfläche, wir haben also dort 


22) =, 


wenn (9), (®)' die Temperaturen in zwei durch die Oberfläche ge 
schiedenen, aber unendlich benachbarten Punkten bedeutet. Weiter 
ist zu beachten, dass an der Oberfläche auch die Transformation der 


Je, 
}) Statt der Grösse = hat Kirchhoff eine andere mit M bezeichnete, 


welche nach ihm gleich ist 


3p 


fe der Gleichungen 58) und 61) in Abschnitt 16 wird sich der 
Te 


m, dass dieses M gleich I. jet. 
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dreifachen Integrale im Ausdrucke 18,) in zweifache und dreifache und 
ebenso die des zweifachen Integrals in 20,) in ein dreifaches nicht 
ohne Weiteres gilt. 

Liegt aber der Raum tr zum Theil im Gase, zum Theil ausserhalb 
desselben, so kann man ihn als aus zwei Theilen bestehend ansehen, 
deren einer ganz dem Gase, deren anderer ganz der Umgebung an- 
gehört; das Stück der Grenzfläche, das sie scheidet, haben sie gemein- 
schaftlich. Man kann nun die Transformation für jeden dieser beiden 
Räume in der üblichen Weise vornehmen und dann die Ergebnisse zu 
einem Ganzen addiren. Beachtet man dabei, dass die Normale an 
dem den beiden Räumen zugehörigen Flächenstück für den einen Raum 
entgegengerichtet sein muss wie für den anderen, so sieht man leicht 
ein, dass die Transformation für 18,) noch die Hinzufügung der Grösse 


a: || as[X, (u, — Un) + Yy (vo m v,) + Zu (wo m wo)] 
erfordert, die des Ausdruckes 20,) die Hinzufügung von 


-08  -,0# 
a: (| as(k a 


und diese beiden rechts und links hinzugefügten Theile müssen nun 
für sich einander gleich sein, da sie mit Flächenelementen multiplicirt 
sind, jene aber, die wir schon kennen, mit Raumelementen. Also haben 
wir, weil die Transformationen von der Grösse der Elemente nicht ab- 


hängen: 
-09  -,9% 
23,) k in k' On = %, (ww) + Yo —-%)+ Zw — Wo). 


Die gestrichelten Buchstaben beziehen sich auf die Werthe der 
Grössen in der Umgebung in unmittelbarer Nähe der Grenzfläche an 
der betreffenden Stelle. Setzen wir in 23,) für die X, Ya, Zn ihre 
für die Oberfläche geltenden, aus den Gleichungen 12) zu entnehmenden 
Werthe, so geht die rechte Seite über in 


[(ted —%o') 608 (n,%) + (v9 — vo) cos (n,y) + (wo — Wo) cos (n, £)] 
[Xu cos (n, x) + Y„ eos (n,y) + Zu cos (n,2)] + Alle — wo’)? 
+ (dd — %)? + (wo — wo )?]. 

Der erste Factor der ersten Zeile ist aber an der Grenzfläche ge- 
mäss 9) gleich Null und da der zweite als Druckgrösse endlich sein 
muss, bleibt nur die mit A multiplicirte Grösse stehen. Es wird also 
23,) k 0 —#K es — Aw — uw + Wu + (W— Wo )2]. 

on on 

Der Complex der hier vorgeführten Gleichungen bildet die Ge- 
sammtheit der Kirchhoff’schen Theorie von der Bewegung, Reibung 
und Wärmeleitung der Gase unter Berücksichtigung thermodynamischer 
Vorgänge. Die Gleichungen gelten, abgesehen von der isothermischen 


17* 
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Zustandsgleichung 13) ebenso für tropfbare Flüssigkeiten. 13) ist 
dann eben durch die isothermische Zustandsgleichung dieser Flüssig- 
keiten zu ersetzen. Die eigentlichen Bewegungsgleichungen sind die 
Gleichungen unter 1), 2), 3), 4), 13), 21), die Gleichungen 9), 10), 11), 
12), 22), 23) stellen die an der Oberfläche des Gases zu erfüllenden Be- 
dingungen dar. Die zu bestimmenden Grössen sind an Zahl 6, nämlich 
u, v,W, pP, U, D, so viel als Bewegungsgleichungen da sind. Andere 
Grössen sind 0, 0', A, k, k', c., C3. 

Bei der Anwendung der Gleichungen ist nun zu beachten, dass 
u. dv, ıc, & sich nicht allein deshalb ändern können, weil das Theilchen 
seine Lage wechselt (die Coordinaten), sondern auch weil die Ge- 
schwindigkeit überhaupt, unabhängig von der Lagenveränderung, mit 
der Zeit variirt, somit ist, wenn g eine der Grössen #, d, %, &,p, 9 
bezeichnet 


 dyq cy.cg cq cq 
+.) = - = — . . ,— ’ a —— [} y ° ? . 
24) FT BF v’- = 0,q=uwv, w.p, 9 


Ferner haben wir, indem 
25) — + — ——6 


gesetzt wird: 


ceN, ,„ CN, . cc __cp cu + cu + cıu 
Ca cy Ce Nr ey? cz? 
c?u er , dw ‚c6 
— 80175 - 7 —- 20 ——, 
cı? cC£Lcy CC cz 


—— m JE on m — 


eN, . cN, . cN, cp 0 (= c?u —) 


ck cy cz cı cx?2 ey? cz? 
c6 co 
— 0 — +20 — 
CH cı 


In ähnlicher Weise sind alle anderen entsprechenden Grössen zu 
bilden. Setzt man hiernach zur Abkürzung noch 


‚_Fı, Cu, eg 
26) Jyy=-; — — — „+ J=Wwd,u, 
ea cu e 2? 
27) | 20 — 0)= 0o* 
so gehen also die Bewegungsgleichungen über in 
cu ecH en ca c > 
— Ru - Ü— -- 1 — —ux —- Fig m— or 
ct ar cH 5 ' ck ae 
>8) ct ce 
cr er c 
“(7 HMU—Hr— 1 — — ur — 21 09r— or 
ct Ca cu CC. cy ey 
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ow cw ow ow\ __ co» „66 
ulGetezete Gz =yu2 Dr od ar 
28) ou ou ou cu 
trat? re =—u6 


Gleichungen, die ich der Vollständigkeit wegen anzuführen nicht unter- 
lassen wollte. 

Die Bewegung der Gase hat an dieser Stelle nur so weit Interesse, 
als sie mit thermodynamischen Vorgängen in Verbindung steht. Um 
jedoch die Bedeutung der in den Gleichungen vertretenen Grössen A 
und E zur Erscheinung kommen zu lassen, betrachte ich erst einen 
Fall ohne Rücksicht auf Wärmevorgänge. 

Es sei eine Gasmasse gegeben, die sich nach oben und hori- 
zontal nach allen Richtungen ins Unendliche erstreckt, nach unten 
sei sie von einer festen, ruhenden Ebene begrenzt. Die Masse befinde 
sich in stationärer, das heisst mit der Zeit unveränderlicher Bewegung, 
und zwar sei die Bewegung überall parallel zur Unterlage gerichtet 
und in jeder Schicht überall die nämliche. Wärmezufuhr finde nicht statt. 

Wir wählen die Bewegungsrichtung zur Axe der X, die Axe der & 
soll senkrecht nach oben führen, die £y-Ebene soll ın die ebene 
Unterlage fallen. Dann ist, da die Bewegung auch stationär sein soll, 
und die Gleichungen 1) unmittelbar Anwendung finden: 
du 
at 
wo 9 die beschleunigende Kraft der Schwere bedeutet. In horizontaler 
Richtung sollen überhaupt keine Kräfte wirken. Das giebt noch 

x=-Y7’-=0. 

Ferner soll in horizontaler Richtung die Bewegung überall die 
nämliche sein, also soll u von x unabhängig sein, dagegen kann u von 
2, der Höhe über der Unterlage, abhängen. Hiernach ist 


vw—=(\, =0 /Z=—g, 


d , , , CGuU_,„ 
=0 X, = Y, =Z =p, X, = Y, = 0, Z 07,4 
Für jede zu der Grenzebene parallele Ebene ist 
OU. 
h=Lh= 07 I+=0. ZA=Lh=P, 


weil cos(n,x) = cos(n,y) = 0, cos(n,e) = 1 ist. 
Die Gleichungen unter 1) erfordern also 


_ cp c®u 
ee Pa 277} 
0 = I» 

cy 

_ une» 

0= "9 C£ 
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Na Wärmeänderungen und Temperaturverschiedenheiten nicht in 
Frage kommen sollen. ist nach dem Borle’schen Gesetz [Gleichung 13)] 


l 
am, 4 —7P: 


somit giebt die letzte Gleichung 
27 

Pr. . 
ir Druck niumt in weometrischer Progression ab, wenn die Höhe in 
arttämetischer Progression wächst, und zwar so. wie wenn das Gas 
„teräanpt ruhte. Von u kann 5: nicht abhängen wegen der zweiten 


Weichung — =. Die erste Gleichung liesse noch eine lineare Ab- 
hanzickeit ven 2” zu: allein wenn auch = ( wäre. das Gas also sich gar 
wicht bewerte, wäre = = (U, urd da die Einführung von w hinsicht- 
uch der Gnisse r nichts ändert, wei ja « gar nieht von r abhängt, 
wiss überhaurt _ = geiz. vei @ is oonstant. Nun giebt di 
erte MEewhueg 


An der Ureena 2 20 ı8 


un 


Wer Salee vn: Ser elesıepe sm Ssser Unterlage zu 
zugxn. Dr Babrgass so rin elle ei wel die round ır Nil 
weine os 2 == um Ir Seizrzzz zer 10) lässt die Wert 
ie mainmwereniz ın Jer [tea euer zämlıch 


N. -/—- 7-ı h=eR=0 


„77... 01. = z& 


RER gs 2.0 ll sei m zer 11,) Idenstwedr 
8. ...r. ag sin ı vr meer as Die Gleichugf 
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Wäre A unendlich gross, so müsste u, unendlich klein sein, zwischen 
A und «, besteht also in sofern eine Beziehung, als eines sich reciprok 
wie das andere verhält, A ist also eine Art Widerstand, den die Unter- 
lage der Bewegung der sie unmittelbar berührenden Gastheilchen ent- 
gegensetzt. Sie bestimmt die Reibung der Gastheilchen gegen 
die Unterlage, die äussere Reibung, und ist der Coöfficient 
dieser äusseren Reibung. Ferner haben wir für zwei Punkte, 
die über einander im Abstande de sich befinden, als relative Ge- 
schwindigkeit 


au 1 de, 


also wächst die relative Geschwindigkeit unter sonst gleichen Um- 
ständen, wenn @ abnimmt, und nimmt ab, wenn Q wächst, somit ist _ 
nichts Anderes als der Coöfficient der inneren Reibung des Gases. 

Ein zweites, nunmehr auch auf Wärmebewegungen sich beziehendes 
Beispiel sei folgendes: Ein Gas ströme stationär in einer langen 
horizontal verlaufenden Röhre vom Radıus R, und zwar nur in deren 
Richtung und symmetrisch zu ihrer Axe. Die Axe der Röhre nehmen 
wir zur z-Axe, es ist dann wieder nur % von Null verschieden. — 
bleibt als solches bestehen. Nennen wir den Abstand eines Gas- 
theilchens von der Axe der Röhre r, so kann % nur von X und r ab- 
hängen, somit ist 


1 
oO 
S 
>? 
S 
n— 
Ne) 
S 
oO 
S 


Hieraus folgt weiter 


u Guy  oul dQuy u _Oue2 QOul Que? 


öy Orın "Orr Orr’ da Orr Orr Orr 


"und wir erhalten 
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oo! 
u er r’ 
Y, =0, 
cueg 
Woraus noch folgt: 
cu 
n=— 0,7 
‚ ‚cu\ Y 
I. = p +20 y' 
cu\ 2 
zu = (p + 20 5% re 
ou 


N=p+20 


Von äusseren Kräften, auch von der Schwerkraft, sehen wir ganz alt. 
Zufolge der Gleichungen 28) ist für die erste Bewegungsgleichung 
nunmehr 


cu___cp ou Ouy? + 8? oul 
met latenn +9orr 
cu/y? + e , Ay 
 ?®r r3 )I-ee eo) 28 


Der Factor von @ reducirt sich auf 


Au _ Cu 1 ou 
(Ftmtre) 
In ähnlicher Weise sind die anderen Bewegungsgleichungen zu 
bilden, und es kommt hiernach 


cu cp c?u Owl 
— — — 2 2 —._ 
a) HUT ex + @0— Zr are ei tez Tr 
cp cu y Au y 
b = — — a —_ SZ 
et ern 2@ czorr' 
29 ng 
c) 0o=—-Fıo Ego LE 
Cz cxıcrı " cz20rr 
c C 
d) „Eo —_ NEE 
cı ca 
d?’ 1 du 1 | Cu\? äu\ 
\ Ic — — Je = (2 20" — _— 
e Cı dt 4 u? dt u FR 0 — e) (=) e =) 
ce ch ( > ce /- 29 
+ Hr +55) +5 Een), 
a | u cu Cz 8 


wobei zu beachıten ist, dass 
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f) Fri u dr’ Fri zu dx 
ist. 

Um die thermodynamische Gleichung e) zur Anwendung bringen 
zu können, ist Folgendes zu beachten: Die Gase sind schlechte Wärme- 
leiter, die Bewegung muss schon sehr langsam vor sich gehen, wenn | 
ein Tbeilchen von seinen Nachbarn oder von der Umgebung Wärme 
aufnehmen soll; letzteres ist, wenn das Theilchen sehr nahe der Wan- 
dung zieht, eher der Fall als ersteres. Ist also die Röhre sehr eng, 
so werden die Bewegungen des Gases unter dem Gesichtspunkte iso- 
thermischer Processe zu betrachten sein, ist sie aber hinlänglich weit, 
wobei sie immer noch eng genug sein kann, so werden adiabatische 
Proocesse in Anspruch zu nehmen sein; die Bedingungen können ersetzt 
werden durch sehr langsame und rasche Bewegung. In beiden Fällen 
aber verhält sich ein Theilchen thermodynamisch auf seiner Bahn so, 
als ob es ruhte. Nimmt man hiernach zunächst k — 0, so wird die 
Gleichung e) also 


an _1 NN (=) | 
ir ar = u [Re 201) re\7, 


zu setzen sein. Multiplicirt man die Gleichung b) mit —, die c) mit 


ji - und zieht das letztere Product von dem ersteren ab, so ergiebt sich 


Das kann nur sein, wenn p allein von r abhängt ausser von x, dann ist 


op _ory Op _Op: 


— , 


o0y 9Orr' Os Orr 


also die obige Gleichung identisch erfüllt. Somit werden die Gleichungen 
b) und c) einander gleich, sie geben beide nur eine Gleichung und wir 


haben, falls 0’ = 2 o gesetzt werden darf (8.255) — wir werden die 


Bedingung dafür bald kennen lernen — nunmehr in leichter Umformung 


5 
MB a Eu 222 17 
b’) = P 302%), 
c) en ut, 
le) +3] 
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Zunächst fesselt unsere Aufmerksamkeit die Gleichung unter c,). 

sie giebt unmittelbar 

„ ctau) _ 

,) ur; Piz ? 
d. bh. das Product aus Dichte und Geschwindigkeit ist für alle Lagen 
des Theilchens, in denen es der Axe der Röhre gleich nahe bleibt, 
gleich. Ist dieRöhre hinlänglich lang und verfolgen wir ein Theilchen 
in gehöriger Entfernung von den Enden der Röhre, so ist seine Bahn 
jedenfalls der Axe parallel, also können wir auch sagen Dichte und 
Geschwindigkeit ändern sich auf der Bahn eines Theilchens reciprok 
zu einander, steigt diese, so fällt jene und umgekehrt. Hiernach geht 
die Gleichung unter d,’) auch über in 


[+] 


Wir nehmen jetzt zwei Fälle in besondere Beachtung: 

1. Die Röhre sei sehr eng. Dieses Beispiel wähle ich, weil daraus 
ein physikalisch sehr merkwürdiges Resultat folgt, welches noch nicht 
beachtet worden ist. « kann dann also nicht merklich von r: abhängen. 
Ist aber « hinsichtlich r constant, so führt die erste Bedingung unter 
12) sofort zu einer wichtigen Consequenz. Da nämlich alsdann 
Xn = 0 ist, so giebt sie A (ug — u,) = 0, und weil dieRöhre ruhen 
sollte, muss Aw, — 0 sein. Ist nun A von Null verschieden, so wird 
u, überhaupt Null, also das Gas bewegt sich überhaupt nicht. Die 
Reibung gegen die Wand lässt eine Bewegung nicht zu Stande kommen. 
Dadurch wird die Bedeutung von A sehr klar. Für eine enge Röhre 
ist dieses anscheinend überraschende, bereits von O0. E Meyer be- 
merkte!) Ergebniss sehr leicht verständlich, denn der treibende Druck 
wirkt nur auf den ersten Querschnitt und ist darum nur sehr klein, 
weil der Querschnitt minimal ist, wogegen die Reibung längs der 
ganzen Fläche der Röhre wirkt, die unendlich gross ist gegen den 
Querschnitt. 

Bewegung in engen Röhren geht also im Allgemeinen sehr lang- 
sam vor sich, wenn nicht die Röhrenwandung nur ganz geringe Reibung 
bietet. Das nehmen wir an und haben, weil bei Gasen Jcg = p ist, 
zufolge dy') 
oc poOu 4Ao [Ou\? 

ET nen 3u\dn) 
ucz u \0% 

Geschicht nun die Bewegung des Gases nicht zu rasch und be- 
findet sich die Röhre in überall gleich temperirter Umgebung, so ist 
es wahrscheinlich, dass # lüngs der Röhre überall gleichen Werth 
besitzt, dann muss also auch « und ebenso p und # von % unabhängig 


dy) Jeyu 


I) Poggendorff’s Annalen, Bd. 127, S. 253 ff. Die weitere Rechnung 
steht im Gegensatze zu der hier ausgeführten. 
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sein, das Gas bewegt sich wie wenn es als Ganzes durch die Röhre 
geschoben würde. Wenn Differenzen in der Bewegung vorhanden sein 
sollen, muss man entweder die Temperatur der Umgebung entsprechend 
reguliren — was experimentell kaum angehen wird, oder man muss 
die Bewegung rasch genug vor sich gehen lassen. Dann kann die 
Temperatur längs der Röhre so vertheilt sein wie die Bewegung, indem 
an irgend einer Stelle das ankommende Gas sich ausdehnt oder 
comprimirt und so die Temperatur an derselben immer gleich hoch er- 
hält. A muss dann klein genug sein. Im Uebrigen hätten wir, wenn 


uu = c’ gesetzt wird, wo c’ eine Constante sein würde, nach a’) 
ou op, 4 _ 0o2u 
" ‚eu __ __CP = _ vw 
Er 39 da 
also 
4 ou 
„ — _ " _ — 
Ferner 
1 ou 
p'' _- -0o ed", 
) P=30,,7° 
somit 
eu —c" _ ec’ + cu 
x 
et _ ce 
das heisst, indem ._mn = ß gesetzt wird, 
Ex 
a’ u=oe +B, 


wo %& eine neue Constante bedeutet, so dass weiter wird 


c’ 
m __ 3 4 0 m 
b) p=>zc«c \oe +.c, 


ce”) u — 
Nun bleibt noch 9 zu bestimmen. Da mr — Rd unduu=c 


ist, so geht die Gleichung ds’) über in 
09 , RB 0Ou Ao /(Ou\? 
te el) = 
Nach bekannten Regeln aus der Lehre der Differentialgleichungen 
erhält man hieraus 
_B dlogu dlog u 


BR 
8 Jcy dz 0) ( Jcy dz 
me [? | 5; 02) ° ‘= | 


woraus folgen würde 
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R R 
m __ I, 10 cu\? t% ] 
dı ) I=+u [7 +5 | ex u "dx ’ 


wo Y eine neue Constante bedeutet. 
Die obige Gleichung für 9 kann aber auch noch anders auf- 


gefasst werden. Es ist uu — ( also u = a aber m = . somit 
wird 
mg ps 
d; ) 3 = Re 


Setzen wir dieses in die Differentialgleichung für 9 ein, so dürfen 
keine Widersprüche hervortreten, sonst ist der Fall nicht realisirbar. 
Nun haben wir zufolge der Werthe von p und u 


3 E z £ z 
4”) Red — h eate ? +ue® & + 5 CB) + ße". 
Das und den hieraus folgenden Werth für = führen wir in die 


Differentialgleichung für ® ein und erhalten 


Jc, B Le + ac (or + 1 2) 
Re |3 E 0 3 
ec’ ce’ 


a /l , 27 m. _40 , 
+2 (geae + c7e 5.5 


Da diese Gleichung für alle Werthe von x gelten muss, so müssen 
die Faotoren gleicher Potenzen von e gleich Null sein. 
e 


— x 

Die Gleichsetzung der Factoren von e® giebt nur eine Beziehung 

zwischen den Constanten, die, weil deren vier vorhanden sind, immer 

erfüllt sein kann, denn offenbar sind nur drei willkürlich und durch 
das Experiment zu ermitteln. Die Beziehung lautet 


Jcy (e" l, ) __ m 
RN + ze P)= ce, 
also eine Gleichung zwischen c”, c’ und Pf. 
9l z 
Setzt man aber die Factoren von e “ einander gleich, so folgt 
Ich _ 3 
R 2 
dan heisst wegen R= ) 
= 1,667, 
alno bekommen w "as Experiment unter 


der nugegebenen | "öglich, wenn das 
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Gas einatomig ist, bei mehratomigen Gasen ist es überhaupt nicht aus- 
führbar. Fast könnte man versucht sein, das Experiment zur Ent- 
scheidung vorzuschlagen, ob ein Gas einatomig ist oder nicht, wenn 
nicht die Schwierigkeiten der Ausführung so gross wären. Hätten wir 
nicht €’ = 2 0 gemacht, so wären, wenn 20 —20'=g, 0 —20'—=0o, 


gesetzt wird, die entscheidenden Gleichungen 


‚du__3n, z®u 
Yu IT 9 a 
— ou m 
pP=0Q;,tr° ) 
0%  RB0u __ 0 (du\? 
entre 


und wir bekämen hiernach 
e' 
men z 
u—aeTe +, 
e 
0 oa 
p=l! =—— ae +". 
ee — Pı 


Es bleiben also alle Beziehungen ungeändert, und es ist nur für 


ı überall zu setzen —!— und für < 0 zu setzen E, während an 
3 0— 9 3 
Stelle von @ überall E — 0, kommt, so wird 


ol ce 


Red — — Pı Pa + we (e" += 91_yB 
0 — Pı E —Pı 
+ Be" 


und die uns allein interessirende Bedingungsgleichung ergiebt 


Ja. _0-—0 p 


R 20 e—2e)' 


Da wir nun gar kein Recht haben, die Möglichkeit des Experimentes 
für alle Gase zu bestreiten, können wir jetzt umgekehrt schliessen. 
Für einatomige Gase ist stets 


—_t _—2 0. 
2(oe — 20) 2’ 0 er) 0, 
Jc, 


weil 7 für diese Gase > ist. Für mehratomige Gase haben wir, 


. R _ . 
indem Te, —k 1 ist 
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,.8—k 
e = 4 2 


Das ist die Gleichung, auf die wir schon S. 255 hingewiesen haben. 


Da k höchstens = und mindestens 1 ist, liegt der Werth von 0 


zwischen 3 E und 5 eo, er schwankt also nur relativ wenig. Für die 


wichtigen zweiatomigen Gase ist 


und _’ wächst mit der Zahl der Atome. 

Uebrigens haben wir noch 

+1 
2 


k—ı 
e 1 =oe — 20 = 5 ® 


also liegt } zwischen z E und @, Oı zwischen 3 e und O0, beide 


nehmen mit wachsender Zahl der Atome um z o ab. - 


Gelänge es, aus Bewegungserscheinungen an Gasen E und _’ oder 
E und E, zu ermitteln, so würde man die immer gewünschte Grösse k 
erhalten, es wäre 

= 3e ZA _et 
O E — Qı 
und es würde sich wohl der Mühe lohnen, die Theorie und Praxis von 
Bewegungen auszuarbeiten, die diese Grössen _, E, zu bestimmen ge- 
statten. Das liegt jedoch dem Zwecke dieses Buches fern. 

Die weitere Behandlung des Problems, welche lediglich in der 
Ableitung der Werthe der Constanten besteht, überlasse ich dem Leser. 
Das physikalische Ergebniss war mir das wichtige. Wie man die 
Constanten ableitet, ist klar, man nimmt für zwei Querschnitte drei der 
Grössenwerthe als bekannt an, z. B. pı, Ps, %g oder pı, Ps, Du u. 8 f. 
und hat dann drei Gleichungen zur Berechnung der drei Constanten, 
da die vierte durch die schon behandelte Bedingungsgleichung mit- 
bestimmt ist, 

Nur auf zwei Umstände mache ich noch aufmerksam. Die wichtige 
Constante c’ bestimmt sich leicht gesondert von allen anderen, wenn 


man die Werthe von p und « für zwei Querschnitte kennt, nämlich es 
ist dann 


dd P ZP 79 _Pp—Pı y 
U — U 01 ty — U 0 — 20’ 


und stets positiv 
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Die relative Geschwindigkeitsänderung für zwei benachbarte Quer- 
schnitte ist 


also um so grösser je kleiner 9, was wieder der Bedeutung von @ ent- 
spricht. 

2. Wir nehmen an, die Röhre besitze hinlängliche Weite, dass 
p, u, 4 auch von r abhängig sein könnten. Sie sei ferner ringsum und 
ihrer ganzen Länge nach mit für Wärme undurchlässiger Substanz 
umgeben, es soll sich also um einen adiabatischen Vorgang handeln. 
Alsdann fällt in der Gleichung e) die linke Seite ganz fort. Rechts 
die von ® abhängigen Glieder fortzulassen, geht aber nur an, wenn 
A = 0 ist, die Röhre selbst also keine Reibung bietet, sonst wäre, weil 
= — (0) sein müsste, wieder u, — 0, also überhaupt u = 0. Ist A 
von Null verschieden, so muss der Wärmebewegung in der Röhre in 
Folge der Leitung Rechnung getragen werden, wenigstens sofern die 
Bewegung stationär sein soll. 

Die Leitungsfähigkeit sei constant, ® hänge auch nur von x und 
r ab, dann ist 


29 09 0% =: (55 ‚8 029 1609 
022 0,2 02) "\on Orr " r dr 
und die Gleichung e) ergiebt 


k 


3, 
ou - /039 1 or ou 

s —_—— A —_— __ 
e) I= e (2*) +: Dr )+ 8 =) 


Das reciproke Verhalten zwischen u und « bleibt bestehen, es 
kann aber mit dem Abstande von der Axe variiren. Ferner führt die 
Bedingung 


1 
Jc,d® — Jcy mE du =0 
zu der bekannten adiabatischen Gleichung zwischen p und v oder p 
und ® oder u und # (s. S. 214), wobei v — Pr ist. 


Multipliciren wir sodann die Gleichung unter b) mit dr und 
integriren längs r von r, bis r,, so folgt 


ou ou 
Pr 7 Prı = Pı [\57, , F -(&) 
oder weil r von x nicht abhängt 


9) 
Pr, ” Prı — 0ı x (ur, — Ur). 


Somit schliessen wir: 


tv 


Se an. 


Le Lrferegz der 2a_ecler Imuıke gexrkreez” regen zwai Stellen 
2.209 gaerIe22.724 27 2-1: ier Aezderizg 3er reisüven Geschwindig- 
£-.n top snan ale gegen = aziere (ir Sie Lim rereinhert in Rickturg 
me Ai Te at am 22 Zrsser. ie grisser die Rebunz des base. 

M.nguunrer u. mr 32 si integrisen von r. bis r. in Richtung 
ar Aze ın Ian wir 


dr, un min) 
Ire Arbasadifererz 2er satischen [’rccke auf Wegen parallel zur 
Air a ıw. :rrperüicca, der Dierenz der relativen Geschwindigkeit 
sm Arlscg sn? am Erde der Batoen. 
Bearısr. wir die (r.eicLungen auf S. 263. 20 folgt auch 


Au, — Ar. = — 0 — tr, — Mr) 


c 
Far, KAP Te 0 ex (Mr, — Un ‘ 
. c 
"er, — N,.) = 09 Cr (ir, — Un) 


A..u nersnen {,r die dssamischen Druckdifferenzen senkrecht zu den 
(serseobni“en or parallel zu ihnen die nämlichen Beziehungen wie 
fur ne statiacnen Druckdifferenzen. nur die Constanten sind andere. 
Alle diese UrwecAiüerenzen sind lediglich aus der Reibung hervor- 
gegangen. 12° diese Reibung Null, so sind es auch diese Druckdifierenzen. 


Für einatsmige (sase ist 0, — . 0, für unendlich stomige ist 


9,0. Je grö=.er die in der Molekel enthaltene Zahl von Atomen ist, 
desto ınehr werden die statischen Drucke parallel der Bewegungs 
richtung in den einzeluen Punkten eines Querschnittes einander gleich, 
chliezzlich erleiden alle Punkte eines Querschnittes gleichen statischen 
bruck in Richtung der Bewegung. Für den Druck quer zur Axe lässt 
sich etwas Aechnliches nicht voraussagen, da wir über das Verhältniss 
von 9 zur Atomzahl keine Kenntniss haben !). 

Endlich erhellt, da-s das Verhältniss der Druckdifferenzen in 
Richtung und quer zur Bewerung für alle Punktpaare eines Quer- 
schnittes das nämliche ist, wie die Punkte eines Paares auch zu ein- 
ander liegen inögen und dass das Verhältniss der statischen Druck- 


I) Wahrscheinlich ist die Beziehung zwischen o und e’ überhaupt vom 
Problem abhängiz, worüber später. 
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differenzen zu den dynamischen zwischen + 5 für einatomige, und O0 


für unendlich atomige Gase schwankt, indem es + Zt ist. 

Diese Sätze gelten übrigens, wie eng oder wie weit die Röhre ist, 
und welche thermodynamischen Vorgänge mit der Bewegung verbunden 
sind, vorausgesetzt, dass diese Vorgänge die Bewegung nicht stören. 

Weitere allgemeine Ergebnisse habe ich nicht ableiten können. 
Wir wollen nunmehr annehmen, dass vom Rohre ein Stück begrenzt 
werden kann, innerhalb dessen die Geschwindigkeit in allen von der 
Axe äquidistraten Punkten die nämliche ist, « also von x nicht ab- 
hängt. Der Fall bildet ein Gegenstück zu dem früher behandelten. 
Die Gleichungen gehen dann über in 


op oe 06 ou 


v —_ _ ee. („I 
.) 0- ex r ör\ dr) 
b’) o— 2 

Gr 

Op 
V — u. 
c') b=un 

we -Ie8 10/08 

v — — Ta EEE — —, — . 
2) 0=e(&) +: a] 


Da in der ersten Gleichung das zweite Glied auf der ersten Seite 


nicht von x abhängt, muss or nach x eine Constante sein, die zweite 


0% 
Gleichung zeigt, dass das Nämliche auch nach r der Fall ist. Setzen 
wir hiernach 

p=ur +ß, 


so sind & und ß von x und r unabhängig. 
Der Druck normal zur Axe wäre (nach S. 264) N =», also in 
allen Punkten eines Querschnittes gleich und so gross, wie der Druck 


in Richtung der Axe. 
Sodann haben wir 
er (,&) 
[N er ( cr 
Aus dieser Gleichung folgt 
& 


r r: + blogr + u. 


0 


| 


u 


Da indessen die Geschwindigkeit in der Axe nicht ® sein kann, 
muss b = (0) angenommen werden, und es bleibt 


& 
= —ı? a. 
u 10" + 


Weinstein, Thermodynamik. 18 
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Ferner giebt cY), wenn x von Null verschieden sein soll, 


u pesund G, 
woselbst < nur von r abhüngen könnte, nicht von X. 
Von den Öberflächenbedingungen haben wir zunächst die erste 
unter 12) zu beachten, sie giebt \, = — An,, oder weil 


ist (S. 264), 


Nennen wir noch #’ die Geschwindigkeit in der Axe, so hätten 
wir hiernach 


Au, 
a 30 r? 4 W. 
Da # nur von r abhängt, so kann zufolge der Gleichung 


Jc,.dd — JCs au —=0 
u? 


auch ® nur von r abhängen, also geht die Gleichung d”) über in 
2 ur 2 
rn +2£(r7) 
10 rcr er 
und dieser zu genügen. steht nichts im Wege. Die vorausgesetzte 


Bewegung ist also bedingungslos auch thermodynamisch möglich. Die 
obige Gleichung ergiebt 


’ ae? 
?=yr+ "’luor — - ri. 
V4ok 
Wiederum muss 7" — 0 sein, es bleibt 
=, — e rt, 
St oX 


Die Beäinzungsgieichung an Jer Oberfläche unter 22) verlangt. 
dass die Temperatur der Umxebunx der Röhre in der ganzen Er- 
"ıeckung denienigen Werth kat, der der obigen Formel entspricht. Ist 


Ser Rörrenradius z, so haben wir für die Oberfläche 


nr: 
Di u — * 


O4 Q “ 


Darays ergieht sich der Werth von : und es wird 


=. _ atr— rt: 


Aalen u... „oo. .. ine n N. I “ wur don _ - . 
SAITZUTISZENDUTE I, aommtc richt ın Betracht, weil 
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an der Oberfläche der Röhre Leitung überhaupt nicht stattfinden soll, 
und da 


Es war aber - — Auo, a — u, also 


2 
Au _/Awr? ‚\2 
40 =( 20° “): 

Das ist eine Gleichung zwischen w und w. Ist die Geschwindig- 
keit w in der Axe bekannt, so bestimmt sich hieraus die Geschwindig- 
keit u, am Rande. 

Ich habe die obigen Beispiele so eingehend behandelt, weil sie 
klar hervortreten lassen, worauf bei derartigen complicirten Problemen 
zu achten ist, und weil, wie bemerkt, andere Forscher zu anderen 
Ergebnissen gelangt sind, die mir nicht zweifelfrei scheinen. 

Von den anderweitig behandelten Beispielen will ich nur eines 
wegen seiner Wichtigkeit anführen. 

Es bildet eine Verbindung der beiden oben untersuchten. Das 
Gas ströme aus der Röhre aus in die freie Atmosphäre. Das Rohr sei 
so eng, dass der Strahl zunächst nur dünn ist. Später freilich ver- 
breitert er sich durch den Widerstand der Luft, diesen Theil des 
Strahles schliessen wir aus, bleiben also in der Nähe der Mündung der 
Röhre; da der Strahl dünn ist, wird % nur von x abhängen. Das Gas 
soll sich aber so schnell bewegen, dass kein Theilchen beim Durch- 
gange durch eine Stelle in der Röhre oder ausserhalb derselben Wärme 
aufzunehmen oder abzugeben Zeithat. Der Vorgang sei also adiabatisch. 
Wir wollen auch von der Reibung im Strahl und gegen die Umgebung 
absehen. Die Gleichung unter a’) giebt dann 


1 o(u) _ __ _0p 
2 cCx u0x 
oder 
1 dp 
u 


Druck und Geschwindigkeit aussen an der Mündung seien 73, 4: 
innerhalb der Röhre an irgend einer Stelle p,, %,, dann ist 
1 Pd 
p 
2 — u)= |. 


Pe 


Nun ist aber [Abschnitt 34, Gleichung 7)] 
18* 


E_,2, 
>: ar 
Lin 
ut) 
a . 
YG 2 . Fi 
ds». I2r kg" .—:i „it 
_.— [nn __ k 3 
j: „|: 1m Su ee 
.F} 
Pr 7 
aisr, : 
—_1ı. 
L _ P: p:\ * 
3 (n;2 — w.3) = __ı 8. 1 &) ) 


Für das Verhältniss der Temperaturen an den beiden Stellen 
baben wir 
k—ı 


En” 


389. Maxweill’s Theorie der Gase. 


Fa sei eine Gasmass: von bestimmter Temperatur. bei bestimmtem 
Drucke und bestimmter Dichte gegeben. Unter Dichte verstehen wir 
dabei die Anzahl aller Moiekeln in einer Raumeinheit, multiplicirt mit 
der Masse einer Molekel, ist erstere n. letztere m, die Dichte g, so ist also 


u — nm. 


Wenn das Gas sich in thermischem und mechanischem Gleich- 
gewichte befindet. ändert sich im Durchschnitt nichts in seinem Ver- 
halten, em jedes Raumelement dr dy dz behält im Durchschnitt die 
gleiche Zahl von Molekeln. und diese Molekeln haben im Durchschnitt 
iimmer dieselbe (geschwindigkeit. dieselbe lebendige Kraft, dieselbe Zahl 
von Zusammenstössen u. 8. f. PBezeichnet überhaupt Q irgend eine 
Grösse, die sich auf das Verhalten der Molekeln bezieht, so ist also im 
Durchschnitt @ immer dasselbe. Nach früheren Entwickelungen 
(S. 142) ist dieser Durchschnittswerth 


1) a=S/I SEN DUdEdndE, 


wo f die Wahrscheinlichkeit angiebt, dass eine Molekel die Geschwindig- 
keitscomponenten &, 7. & hat. Multipliciren wir beiderseits mit » und 
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setzen nf —= F', so bedeutet F' die Anzahl aller Molekeln in der Raum- 
einheit, welche Geschwindigkeiten £, n, & haben, und es wird 


2) na=S/S/SF&nDQabandi. 

Nun mögen in dem Gase irgend welche Veränderungen vor sich 
gehen, dann können sich ändern 1. die im Raumelemente enthaltene 
Zahl von Molekeln, indem etwa in der Zeit dt mehr Molekeln in dieses 
Element eintreten, als aus ihm austreten; 2. die Geschwindigkeiten der 
Molekeln, indem etwa beschleunigende Kräfte wirksam sind; 3. die 
Zahl der Zusammenstösse zwischen den Molekeln. 

Bezeichnen wir die hierdurch eintretende Aenderung von 2 Q in 
der Zeit di mit an 7 and dt, so wird also diese Grösse aus drei Theilen 
bestehen, welche diesen angeführten drei möglichen von einander un- 
abhängigen Aenderungen im Verhalten der Molekeln entsprechen. 

Die Geschwindigkeiten seien jetzt &', n’, &. : Das Raumelement 
sei beliebig begrenzt, d S sei ein Flächenelement desselben, v’ die nach 
dem Inneren gezogene Normale. Innerhalb der Zeit dt können nur 
diejenigen Molekeln in das Raumelement eintreten oder aus demselben 


U 
austreten, die in Richtung der Normale den Weg 4 dt zurücklegen. 


' 
Durch das Flächenelement dS gehen davon 77 dtdS. Es ist aber 


dt 
d v ' ' ' ' ! (2 
Fre &cos(v', x) + n’cos(v', y) + $'cos(v', 2), 
somit geht F' über in 
F-+ Fdt[f'cos(v’,x) + n’cos(v',y) + E'cos(v’, 2)]d S. 
Integriren wir jetzt über die ganze Oberfläche des Raumelementes, 
dessen Volumen wir mit dr bezeichnen, so erhalten wir die Aenderung 


von n Qdr durch alle in dr eintretenden oder austretenden Molekeln. 
Diese Aenderung ist 


dAmV=dtSS/ FE, E) SS [QEwswi,e) + Qn'cos(W,y) 
+ Q8'cos(v',z)]JaS dE dn’ dd. 
Nach einem bekannten, schon oft angewandten Satze aus der 
Analysis ist dieses, in dem noch F' durch nf ersetzt wird 


409 a ren (a 
+) ar an at, 
also 
469 = - ar (nf? | TR, 2nf9) 
wEQng, 6’ Q die Mittelwerthe von v 0. n"Q% 0 darstellen. 
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Die zweite Aenderung sollte eintreten, indem sich die Geschwindig- 
keiten &', n’, &' ändern, wobei sen +dE,n" +dn,&' +df 
übergehen. Ist aber Q überhaupt eine Function von &', n’, &', so be- 
dingen diese Aenderungen die Aenderung von @ selbst um 

OR iu = eg ge 


Daher ist die zweite honderun von 2Q 


an Qu ’ 2 0 0Q _, 
4 — ' 

Die Aenderungen df', dr’, d$’ seien nun dadurch hervorgebracht, 
dass irgend welche beschleunigende Kräfte von den Componenten 
X, Y, Z gewirkt haben. Nach den Lehren der Mechanik ist dann 
dE = Xdt, dn = Ydt, dd! = : Zat, somit 


4,(nQ) = ndt x 5 + rs + 2.8 Fr) 

Die dritte Aenderung von ng kestimmt ich je nach der Grössen- 
art, die wir Q zuschreiben, wir bezeichnen sie mit D (ng) a, oder, weil 
die Zusammenstösse » nicht ändern können, durch n 28, Hiernach 
haben wir 

end) _ Am) , Am) , , Di © 
ot dt dt 
_ ondg onmQ , Mr (x2 
lg: +7 a) +n(x38 2 37 
°Q eQ " 9) 
Ya t+ZE Hr 


Abgesehen von Dissoistionserscheinungen, wodurch Molekeln zer- 
legt werden, ist die Masse m einer Molekel constant und da nm = u 
sein sollte, erhalten wir 


n 2ER (ei | cur | 2udQ 


r# (x Ir 


+75 = 29) 4,20 


Von dieser Gleichung ausgehend hat Maxwell die Theorie der 
Gase entwickelt. Zunächst enthält sie nichts, was sich besonders auf 
Gase bezöge, sie enthält eigentlich überhaupt nichts als einen Haupt- 

Mechanik. Die Eigenschaften der Gase müssen erst in sie 
"erden. 


Q. 
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Ferner ist zu bemerken, dass die Function Q ganz und gar will- 
kürlich ist, sie muss nur so beschaffen sein, dass sich von ihr und 
ihren Producten mit u, &', n’, &' und von ihren Differentialquotienten 
bestimmte Mittelwerthe bilden lassen. Aber gerade die Unbestimmtheit 
dieser Function macht die obige Gleichung so vielseitig verwendbar, 
denn man kann nun andere und andere Werthe für sie annehmen und 
erhält neue und neue Beziehungen. 

Um eine erste und Haupteigenschaft der Gase einzuführen, setzen 
wir von den Gasen wiıe früher voraus, dass ihre Theilchen, wenn das 
Gas in Ruhe sich befindet, nach allen möglichen Richtungen und 
mit allen möglichen Geschwindigkeiten unterschiedslos sich bewegen; 
sind dann £&, n, & diese Geschwindigkeiten, so haben wir hiernach 


3) t=1=ti=0. 
Wenn aber das Gas als solches eine Bewegung hat, deren Compo- 


nenten u, v, w darstellen, so sind in jedem Moment die wirklichen 
Geschwindigkeiten einer Molekel 


ce a u} 
4) "=n+V 
tu 
Bilden wir hiervon die Mittelwerthe, so ergiebt dieses 
!=u 
5) n' — v, 
!=w. 


Weiter lehrt aber die Gastheorie, dass man für &, n, & auch dann 
im Mittel soll Null bekommen, wenn man die Zeit, innerhalb deren man 
die Mittel rechnet, unmerkbar klein annımmt. Aendern sich also ı, 
v, w nicht selbst wie die Molekularbewegungen, so dürfen wir ihre 
Mittelwerthe ihren momentanen Werthen gleich setzen, und dann wird 


5,) =v, 
e=w. 


Das erste Glied der Gleichung I,) rechts giebt nach Einführung 
der Werthe für &', n', & 


oQ c eQ 

ansQ „au y © ER Laut tun + uns 
- ( Ouu Our ouw | 
vol rien 


Im zweiten Gliede wird 
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weil ja &, n, & und &', n', &' immer in der Verbindung uf =E+wn 
=n+tv{f'=$ + w enthalten sind. Somit bekommen wir 


(+ u2 021,2 2, u.2 Ze 9 oe} EN 


> 
_ _ (euEQ send | out (x52 X) 
zu ( iz + 7) 2 Mar + 2 
te gr 
Einer früheren Schreibweise zufolge setzen wir allgemein 
ag _2a , „EU, „24, „2a 
7 FI Pe Tr 


ee] 
+ 


. feufQ | fun eutQ xeQ, yoQ,z° 
(ER a ER 
DQ 
+4 


Die Schwierigkeit der Anwendung dieser Gleichung beruht darin, 


dass wir das Glied — nicht allgemein zu bestimmen vermögen. Wir 


führen daher erst solche Eigenschaften der Gase ein, die durch die 
Stösse der Molekeln überhaupt keine Aenderung erfahren. Dahin ge- 
hört 1. die Masse, die bei allen Vorgängen und überhaupt bei allen 
Substanzen weder vermehrt, noch vermindert werden kann; 2. die 
mittlere Bewegung der Molekelu als solcher ohne Rücksicht auf die 
sunstire Bewegung des Gases: 3. die mittlere lebendige Kraft der 
reinen Molekularbewegung. 

7a 2. und 3. ist aber noch etwas Besonderes zu bemerken. Wenn 
nämlich Aenderungen in der durch «. v. ı charakterisirten Bewegung 
nicht plötzlich vorfallen. nehmen wir an und dürfen das thun, dass, 
ehe ein merkliches Anwachsen oder Abfallen der u, v, ® eingetreten 
ist, schon eine Anzahl von Zusammenstössen zwischen den Molekeln 
stattgefunden haben. Davon ist die Folre, dass nicht allein E, n, £ und 


= — 82 unverändert durch Stösse bleiben, sondern auch 
FH °- 5. wenigstens bis zu einem gewissen Grade, 
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0.981 
so dass die Aenderungen dieser Grössen, wo wir sie zu ermitteln haben, 
klein ausfallen werden. 


1. Sei also Q = M gleich der Masse irgend eines Theiles des 
Gases, dann ist also M gänzlich unveränderlich, folglich — = (,u 8 f. 
Die Gleichung geht dann über in 

m) = -H tt) 

Das ist nichts anderes als die Continuitätsbedingung, die wir schon 
unter 2) im vorigen Abschnitte kennen gelernt baben und wie man 


sieht, besagt sie auch nichts anderes als diese Continuitätsbedingung 
Vermöge der Gleiobungen unter 5,) kann man auch schreiben 


11) 34 — 


of 43 
FT (5 + r T+ 52) 
Wir können jetzt in der Gleichung I;) das mit Q multiplicirte 
Glied fortlassen und erhalten so 
a9 _ _ (EuEQ 
h) u dt -( ex. 


Zen ee) (x 22 X 
2, 


DQ, 
cw Dt 
2. Wir nehmen nun derReihe nachQ = £',n’, $'. Sind die Compo- 
nenten 4, v, w im Verbältniss zu den $, n, & nicht zu gross und gehen 
ihre etwaigen Veränderungen nicht plötzlich vor sich, so haben wir also 
DE _DW _D'_, 
Dt Dt: Dt 
Nun ist aber für ) = 
D_EE_E, n_u_, 
u a warum 
weil & von u nicht abhängen kann, und 
Q_E_W_E_, 
cv cv cu cu 
und ähnlich verhält es sich, wenn für Q die anderen Componenten ge- 
setzt werden; hiernach bekommen wir, indem auch 
GP _du IM _dv W_d 
dt di' dt dt’ di dt 
sein muss, weil ja E— = £ 
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duluz_FE_ en 


m 62 &y 
dv Sum Sunn 
LE Su 2 Sur öy 
dw _ OudE _ un _ 
ir Te 7 F77 


Diese Gleichungen fallen mit den früber unter 1) in Abschnitt 3; 
gegebenen Gleichungen für ein Gas zusammen, wenn wir die Druck 
eomponenten definiren durch 


I, nn — 
en ee 23 


Y=unz=um, 
Z2=ufEu=uft. 
Da wir beispielsweise haben 
F=iEtW=Rthh . 
und %, während & alle möglichen Beträge annimmt, sich wie unve 
änderlich verhalten soll, so wird, weil £ = 0 sein soll 
F=Puaf. 
Umständen ist 
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Wir können die Gleichungen unter IIl,) benutzen, um aus der 
Hauptgleichung die Kraftcomponenten X, Y, Z zu eliminiren. Wir 
erhalten 


- EG dur _ _ 
v „= (el, ED EET 


°x 0: Dt 
du , cuB | öutn | OuEE\ 0Q 
BE PS Fee 77 To 
do , cun& |, um | dunk\ 00 
az rät F77 Tekr 


dw , @utE | Oufm | Dub\ 00 
+ (eg, + 02 a te) 

Die Gleichung kann noch in sehr verschiedener Weise geschrieben 
werden. Betrachten wir nämlich Q in seiner Eigenschaft als Function 
von 4, d, w und bezeichnen es dann mit Q(u, v, %), so ist 


2=(8 ‚, cQAmvu)du , Quo w)dv 
het an ee 
20 0, «) dw 


+ cw dt 
. . (dQ on: 
und hier bedeutet bei (5) der Index u, d, ®, dass bei der Bildung 


von (#) die u, ©, 0 wie Constanten zu behandeln sind. 
LIZERR 


Also haben wir auch 


Br 
le en ei 
a an ey 


und in noch anderer Anordnung 


-.(& 


wu“ 


lea u ein Ei) 
Fee um un ) 
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cu v 

20,n20,520, (20 
Helegtez, or ent ie 
e00\ , — (9 EQ, 200 ‚(2% 
++ nur) t (& 

& 89\|, 

urT77]) 
3. Sei endlich Q= &? + m’? + $%. Unter den angegebenen 

Bedingungen für «, v, w haben wir 2 = 0, es ist aber 


PH wtotwtptm+B+2Gutne+tn) 


also indem wir uns an die Form unter I,) halten, weil 


an t=7=f=0 
" @ _ IP HP+E 
Mann” dt ’ 
= a 2», 22 2. 


Aus den letzteren drei Gleichungen folgt beispielsweise 


R-HÜ-HO-HAI=-EH MH HR HeB 
+2Env +2Eu + tun + wm) —2Eun— 2 — 2" 
=E@+m+, " 
weil wieder £=Ou.s. f. ist. Hiernach wird 


w „(EHRFB__UEHrFN 


dt x 
_&+tmr+d _ et 
ey LI7 ’ 
[Er trnltı m + ni 


du, ow e 

at 52) TE 
die Gleichungen unter IV;), so können die Glieder 
auch geschrieben werden 
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u, 
21.5 ++ z ++ 


0% 
rettet] 
Indem wir aber hierin für X,, Y,, Y, ihre Werthe aus ihren 
mechanischen Definitionsgleichungen eintragen, gehen die drei ersten 


Glieder über in 


I „++ +2 e [(3*) + (2) + (=)'] 
2 
Pulse | 
oder in | 
nung una 
at? el) + (er +) ]- ” (3) | 


Die mit X,, Y,, Zz multiplicirten aber geben 


0vV Ou\? ow 0 v\? ou ow\? 
tere] 
Also hätten wir auch 
1dE + mM +)  pdu 


Or dt ur dt 
_ı | _ 144) 10m +m+E 
u 2 0% 2 0Y 


NEIN GENLEND 
2 


+2 +) + BETT 


ou co v\? ou ow\? 
ulTEE EST Er HERD Ze: 

Beachtet man nun noch, dass für ideale Gase p = Jcg ist, so 
ergiebt die Vergleichung mit der Formel 21) im voraufgehenden Ab- 


schnitte, dass diese ihr ganz und gar entspricht, wenn man setzt 
l 
se+nm+B=4uR 
1 2 2 2 „08 1 2 3 
VI) 5; n5G +2+5% kn — zunG +7?+8) 
0% l << 0% 
—-k—_ —__ 2 2 N—k—. 
=, -zu@+r+D=k,, 
Gelten diese Beziehungen, so haben wir auch die fünfte Haupt- 
gleichung für die Bewegung der Gase wiedergefunden. 
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Die erste dieser Beziebungen ist uns bereits geläufig, sie ent- 
spriebt ganz und gar der Annahme, die wir über den Zusammenhang 
zwischen Temperatur und lebendiger Kraft der Molekularbewegung 
idealer Gase gemacht haben (insbesondere Abschnitt 30). 

Die folgenden Beziehungen scheinen weniger leicht verständlich 
zu sein. Es ist aber zu beachten, dass zufolge der Fourier’schen 
Theorie der Wärmebewegung die 


08.08 _.08 
han hi. 


die Componenten der Wärmeströmung in Richtung der Coordinaten- 
axen darstellen, bezeichnen wir diese Componenten mit ge, Qy, dr, »0 
wird hiernach 


V) SEO FTFD a=esr@tnmtn, 
u=zteFmrte. 


Wenn keine Wärmebewegung stattfindet, wird man die rechts 
stehenden Grössen schon deshalb gleich Null zu setzen haben, weil der 
eine Factor nur positive Beträge annehmen kann, während der andere 
Factor positive und negative in gleichem Maasse besitst. Findet 
Wärmeströmung statt, so ist dieses also nicht zulässig. In der That 
findet dann auch der Transport von Molekularenergie nach einer 
Richtung vornehmlich statt, nach derjenigen, wohin die Wärme 
bewegung geht. 

Das steht also jedenfalls fest; wir können auf dem hier ein- 
geschlagenen Wege Gleichungen ableiten, die mit den aus rein 
mechanischen und thermodynamischen Erwägungen ermittelten in der 
Form übereinstimmen, und in der Verbindung der mechanischen und 
thermischen Grössen mit den kinetischen braucht ein Widerspruch nicht 
zu bestehen. 

Indessen ist noch nicht viel gewonnen, wenn es nicht gelingt, für 
die Mittelwertbe Ausdrücke durch die bekannten Grössen zu erlangen. 
Maxwell hat nachgewiesen, dass das in der That möglich ist, aller- 
dings unter einer besonderen Voraussetzung, von der nachher die Rede 
sein soll. Der Grundgedanke besteht darin, dass er zeigt, wie sich die 
Funstion D, von diesen Grössen einmal durch dio bekannten Grössen 
und dann auch duroh diese Grössen selbst darstellen lässt. Durch 
Gleichsetzung erhält er dann diese gesuchten Grössen, 


Ei DE@ Hr 
t Dt 3 
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4. Also wir setzen 


Q=f!=}+2uH+ u, og _ gu, 


somit nach ],) 


D;’2 de du 
u EEE SE iR Seit 
0 u g, OU == ou 
+2 (nz rtu Na, +t#8iz, 
5. Sodann 
g=tn=intiitmtu SS ontn et 
also 5 u 
ou, tu 
und 
D d 27 
VIL) 2 — u din | Sun + wi | 2m, ME 


+um „teen (= KEE) HunE DE Hure 


Wenn Hann nich ın Ruhe befinden, ist mit sehr grosser An- 
näherung 


6) i=-p=i-l 
u 

und ausserdem 

7) in=ni=tt=0 


und überhaupt sind alle Mittelwerthe von Functionen, in denen eine 
Geschwindigkeit in ungerader Potenz enthalten ist, gleich Null. Hier- 
von können wir in erster Näherung jedenfalls Gebrauch machen, 
dann wird 


_ a 
u) ten 
vun) 2 Eu — 2 (> + = 
6. Die Ableitung von: DEE’ ta HE ) erfordert mehr Rech- 


nung. Wir haben 


9=eE+wWw[lE+W + nn +W+G&+ w) 
= ++) + uw? +r?+ w) 
+ Ew + +w) + u + + 8) 
+ 2524 + 2Env + 2E5w + 28u2 + 2nuv + 2fum. 


288 Siebentes Capitel. 


Somit wird 
= et +Dd tur + ta ++ 
+ 2Eu + 29V + 28. 
Indem wir wieder in erster Näherung alle Mittelwerthe mit un- 


gerader Potenz der Geschwindigkeit fortlassen und $2 — 7? — H aı- 
setzen, erhalten wir 


Q=uw+ v+ w) + 5uf. 


Somit wird 
= ut +) + oh, 


_ °Q 

Te | 

Weiter ist, wiederum unter entsprechenden Vernachlässigungen 
R=-BRFTFOH+EBE HU HM, 


RR —-Bautu+w+5BB 


— 2uw. 


ou 

— _.— —0Q _ — 
nQ = 2n?uv, n? zu 2n?uv, 
— 5 00 _ — 
9 = 2{?uw, 82 Zn 262uw 


Wenn die Bewegung des Gases als Ganzes nicht zu heftig ist, 
dürfen wir für die Vertheilung der molekularen Geschwindigkeiten 
innerhalb derselben das nämliche Gesetz anwenden, welches im Ruhe- 
zustande herrscht. Demnach ist 


a to+« 


(4) [I freenaona 


— DD — 0 —6% 


Fer] 


Die Integrationen nach n7 und & ergeben = es bleibt also 


+ 
— m njerrae 


und dieses ist nach den Gleichungen auf Seite 139 


— & 1 4! 3 1 ——® 
4 = — -- _—_ 1 —— 2 . 
yr (2) DET A 7 a a 


Nun ist aber v: —3 E2, also wird 


Bush 
Ferner haben wir 
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+2 +9 + 


7 | J Samerertrasanat 


= -(7) Ip Bmert@t+ m dEdn. 


Da nun die #,n von einander unabhängig sind, haben wir 
#5 (Serra) (mern 
(2) ar Fan re 


Bm — 


woraus folgt 


__ 1 — — — 
in=-PH=-,WW=RR 
Hiernach können wir £Q auch schreiben 
Q=spR+EP+ERR=I—PRR 
Demnach fallen in der Gleichung I,) die zweite, dritte und vierte 
Zeile ganz fort. 


In der ersten Zeile aber ist unter gleicher Vernach- 
lässigung 


(2 _, ee ++ _,,38. 
vw dt arT; 
Alles zusammen erhalten wir 


IX,) u Bun su 4 u (pe@etrte 


0008 
HB) + BE =, 


da die sechste Zeile wieder zu vernachlässigen ist; also indem wieder 


+27 5 


B— ı—- ht — I 
ne u 
gesetzt wird 
DD e— nn a8. > , 
DEE? ++ u p ( ou v 
IX,) m, =5u 71 +2, 3u. +’, 
a8 
Ow OvV ou ow ou v u 
_— _— __ st _uo 
res, tun, re, tr ten) + u 3x 
Weinstein, Thermodynamik. 
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Indem nun zufolge VII,) und VIII,) und der entsprechenden 
Gleichungen für die anderen Geschwindigkeiten 


a, p cu DE: 
2u At + 4 u “27 = 2u Dt 
sp ,(er Ei —_ 9,2" 
rn — 20 Dt ’ 
p cw cu _ DEE 
? u ex —) — 207, 
ist, geht die obige Gleichung über in 
E (£’ ' 2 gi 4, 
x D eat? + - €) eu er 
IX,) gg = 3u — =r er 32 +32 


DE: 
Die beiden ersten Glieder rechts können wir noch fortlassen, denn 
bei gleicher Vernachlässigung giebt V,) 


„ dE+m+E _ GE — OvV = Ow 
v1) at 2 tr, t ne) 
das ist 
d, p [cu . 
‚) IT +? Ale ++ =, 


auf welche Gleichung wir übrigens bald zurückzukommen haben. Zu- 
letzt ıst also 


. Dee ++ | rer, „Der DEE) 
IN) 90,77 = 2“ mtr’ te IE 
Du RN o7 20 
ri Mm cı 


Uebrigens ersieht man aus dieser ‚Gleichung, dass man 
DEE HE FR 
Dt 
auch berechnen kann, sobald dieses mit den anderen Grössen 
DE? Din 
Dr Dt 


u. s. f. der Fall ıst, man braucht also nur diese letzteren zu kennen. 
Es verdient hervorgehoben zu werden, dass, weil 
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Fe Du®_ _Dv: _Dw? _Duv Dovw Dwu 
ug Dr De De De Di 


sein MUS8, man 


mit 


vertauschen darf. Für 
Dee’ tm +5 
Di 
u. s. f. ist eine solche Vertauschung nicht zulässig. 

Wie bemerkt, leitet Maxwell nunmehr neue Wertbe für die 
gleichen Veränderungen der betreffenden Grössen mit der Zeit als 
Functionen dieser Veränderungen selbst ab. Dazu gelangt er durch 
Betrachtung der Vorgänge beim Zusammenstossen von Molekeln. Da 
uns aber diese Vorgänge an sich unbekannt sind, macht er eine Hypo- 
these über die Wirkung von Molekel zu Molekel überhaupt. Diese 
Hypothese ist sehr specieller Art und hat am meisten Schwierigkeiten 
geboten. Nach ihr sollen sich nämlich die Molekeln umgekehrt pro- 
portional der fünften Potenz der Entfernung gegenseitig abstossen. 
Ich folge den bewunderungswürdigen Rechnungen, die Maxwell auf 
Grund dieser Hypothese ausführt, nicht, verweise wegen derselben viel- 
mehr auf die im Eingang dieses Abschnittes erwähnte Darstellung, die 
Gustav Kirchhoff von derselben gegeben hat. Angesichts der grossen 
Unsicherheit, in der wir uns auf diesem Gebiete befinden, ist es viel- 
leicht gestattet, eine Hypothese durch eine andere zu ersetzen. Da 
nämlich die gesuchten Veränderungen jedenfalls sehr klein sein müssen, 
wenn nicht etwa die äusseren Einflüsse stark sind und stark variiren, 
so liegt es nahe, sie mit den Grössen selbst in Verbindung zu bringen. Bei 
den Grössen &’n’ u. s. f. hat das keine Schwierigkeit, diese Grössen sind 
selbst sehr klein, man wird ihnen deshalb ihre Aenderungen proportional 
setzen. Und da diese durch Stosswirkungen entstehenden Aenderungen 
unter sonst gleichen Umständen mit der Zahl der dabei betheiligten 
Molekein und ihrer Wucht zunehmen müssen, wird man sie auch pro- 
portional der Zahl der Molekeln in der Raumeinheit und der Masse der 
Molekeln, also überhaupt proportional der Dichte des Gases annehmen. 

Hiernach setzen wir 


DEn' DEn BE Dr'e' D 
m _ Don uEn, Dr& _ Das 


I) m DD een 
DEE DE, m 
Di Omi. 


19* 
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so dass die Veränderungen verschwinden, wenn die Grössen selbst ver- 


De 
schwunden sind. Bei Di 
haben sollen, ist nicht von vornherein klar, welchen Functionen sie 
proportional zu setzen sind. Bedenkt man aber, dass mit sehr grosser 


Annäherung 


u s. £, welche auch sehr kleine Beträge 


und 


ist, so bieten sich die Funotionen 
BrT+B—-sBPFmT+R- I mME+m+HrO— sH 
fast von selbst dar. Wir setzen also 

DD _DB 


Zum herr +eR— sh, 
h) DDR EFRFR-m, 
DR _D8 


DIV mhtetrteR— sh. 


Gleichungen derselben Art sind es aber, zu denen Maxwell auf 
Grund seiner Hypothese von der Kraftwirkung zwischen den Molekeln 


gelangt, für die DE 


Dee f. stimmen sie der Form nach genau mit 


Fr 
diesen überein, für DE in so fern nicht, als die Proportionalität für 


m? + 6° — 2£? angegeben wird, was aber offenbar dasselbe ist, wie 
das Obige. Darin jedoch besteht — abgesehen von der Anschaulich- 
keit der Maxwell’schen Hypotbese — ein Unterschied, der aber, wie 
wir bald sehen werden, nur scheinbar ist, dass nämlich die Max- 
well’sche Theorie sogleich auch zwischen den Constanten a und b eine 
Beziehung ergiebt, nämlich 


1 
= zu 


Constante enthält. 


Wir haben nun zufolge 
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as 

B— (1-57 =) - 5 et 

u 3bu0x 3bu dt’ 

? 

= (20) 1 TE 

m 3bwcy bu dt’ 

a? 

x) B= 2 ( _._2 >E 1 u 

ı u 3budz 3bu dt’ 
In 2 (ir , 
67 auu \0y x) 
= (et, 
ng um 5 + 55)" 
ge _P_ (u | 9m 


Um auch für die folgenden drei Grössen Mittelwerthe zu erlangen, 
beachtet man erst, dass wegen der bereits gegebenen Gleichung 


FH SRH HN HU +U Hm) 
ta + m +5) + 2 + 2EnV + 2Fw 


Dt Dt Di 
DE DEN DEE 


Kuh 7 EEE "7 En 172 


ist, woselbst noch das zweite Glied fortfällt, weil & + mn? + £2 
sich durch die Molekularstösse nicht ändern solle Wiederum ist 


&(£° + n? + $2) eine kleine Grösse, bleiben wir im Rahmen unserer 
bisherigen Annahmen, so werden wir also setzen 


Dr@® ++ 


0 BETTEN _ EFT nn 
= nermrn, BOFFIN_ ernten 


Auch das entspricht der Maxwell’schen Berechnung aus seiner 
Hypothese, nur dass bei ihm wieder die Constante c durch a bestimmt 
ist, es ist 

2 


-=+rz4 


ahen wir nunmehr die Beziehung 


294 Biebentes Oapitel. 


ng ZA AESCLES UBER 7 un 2 EDEN. 
Din DE 
Ho + 2er Ze 


= 
o| ® 

es 
nt 


un _ıls» 
errrn-=ı(ls : 


o| ® 
Fe ejele 8 
St 


nermras=ltlls2 
x) 1e+r+9-z (» ® 


© 


wrrrn=ile”t) 


Die Gleichungen unter X) stellen die in zweiter Annäherung für die 
betreffenden Grössen gerechneten Werthe dar, nachdem in erster An- 


näherung für &, 73, {$ der Werth r für die anderen 0 angenommen war. 


Es soll nun gezeigt werden, wie man auch zu der Maxwell'- 
schen Beziehung zwischen den Proportionalitätsfactoren gelangen kann. 
Zunächst zu der zwischen a und b; nämlich es ist 


in=ile+m-d- m 


also auch 
Din _1DE+W'-E m] _1DE+MI _1DE- MN 
Dt 4 Dt 4 Dt 4 Dt 


Grössen nun wie (£ + n)? und (£ — n)? unterscheiden sich in 
ihrem Verhalten bei Gasen in keiner Weise von Grössen wie &? oder 
n? oder $2. Sie durchlaufen genau das nämliche Gebiet von Werthen 
zwischen — © und + ®, sie nehmen, wie & oder 7 oder £, jeden der 
Werthe und in gleicher Weise positiv wie negativ an. Das Max- 
well’sche Gesetz für die Vertheilung der Geschwindigkeiten lehrt 
denn auch, dass beispielsweise 

Tram KIM == 
ist, wenn das Gas sich in Ruhe befindet. Bewegt sich das Gas, so 
@ nicht genau zutrefien, aber da wir uns hier mit Näherungs- 
äftigen, können wir Grössen wie (E + m)? so be 
Grösse 2#° oder 27? oder 28%. Gleiches gilt von 
angenommen haben, es sei 
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DE -mEFmFE—3B, 


so ist hiernach eicher Weise zu setzen 


DE + m = RE + +H—-3E+M) 
BeZmM —_ uBe FR FW IE. 
Also wird 
ı1DE+ mM ıDE— m» _ Fr 
a DB TI Den dtuin 
D&n 


Dieselbe Grösse ist aber auch und da dieses aen sein sollte, 


Dt 
haben wir 
a—=— 3b. 


Das ist aber die erste Maxwell’sche Gleichung zwischen a und b. 
Ferner haben wir 
DER ++) _ (Pet +2 +59) +b£) 
4 . 4abDt 
_De@® ++) — bil 
4abDt 


Wenn nun a und b stets positive oder stets negative Grössen sind, 
worunter a eine Zahl, b eine Geschwindigkeit sein muss, so verhält 
sich a(£&2 + n?2 + 8?) + b& nicht anders wie die Grösse b£, ver- 
mehrt um eine stets positive oder stets negative und unveränderliche 
Grösse. Hieraus aber können wir in ähnlicher Weise wie im vorigen 
Falle schliessen, dass wenigstens c dem a proportional sein muss. Nun- 
mehr ergiebt sich: 

Macht man die einzige Hypothese, dass die durch Zusammen- 
stösse von Molekeln bedingte Aenderung des mittleren Quadrates einer 
linearen Function a& + bn+c& +.d der Geschwindigkeiten gleich ist 


ı) D@E Hin Heiita) = ur [+ HEFTE 
.— 3 
+d -3(as + m +et+ %)]. 
so ist 


a=— 3b, 
c proportional a und b. 


Namentlich auf die erstere Beziehung muss besonderer Werth gelegt 
werden, und diese ist zweifelsohne mit grosser Annäherung richtig. 
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Noch weiteres Vordringen erfordert Untersuchung der molekularen 
Vorgänge, worauf ich später zurückkomme. Ich bemerke nur, dass die 
beiden Maxwell’schen Gleichungen 


a=—3hb, 
2 


(-=2=+r7za 


der Erfahrung gegenüber sich sehr verschieden verhalten, die erstere 

hat sich wenigstens für einatomige Gase bewahrheitet, die zweite aber 

nicht. Wir haben aber nunmehr, indem mit 3 eine Zahl bezeichnet und 
=—j;b 


gesetzt wird, indem ferner die in erster Näherung richtige Gleichung 
unter V,) beachtet wird 


er 2 p ou 2 »p ([Oöu | Ov ow 
1 — = —_ ıL_ı _ I 
=k=p 3b ud Hu ZUETET, 
2 p cv 2 p cw 
1 — — — _— _ __ — 
W"=h-p St uoyT du Aura ’ 
— 2 p cw 2 p 
2 — — —— | TE — — m | — — 1° 
u 2 ? 3 ud ++): 
2 __ 1 p [ou cv 
‚== 3b u ey = In 
—_ 1 p (öv | Ow\ __ 
" IE=2.—— 1 p/cw, cu 
E=2=- lat) 
ac 2% 
2 2 2) — — _.__ 2 _I_ 
use? +n?+ 5) = 2ug = bu De’ 
re Wir 
2 + n? 2) — WZ=-—-— 
net +9)=2uy bu Cy’ 
BE we 
+ 2) — 9uu.— — —_ ı 
ug nn" + 5) 2ug: u % 


Dass diese Gleichungen selbst als Ergebniss einer Näherungs- 
rechnung nur für einatomige Gase gelten, erhellt aus der mehrmaligen 
Anwendung der Gleichung unter \,'). Diese Gleichung war nämlich 


d eu ce 
vv) 30 5, tm l+H = 0. 
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Zufolge der Continuitätsgleichung aber ist der Factor von 2p gleich 


_ 1 4u 
u dt’ 
also wird 
p 
dt 
3 —#_ g 2 au =(, 
dt u? di 
woraus folgt 
d(pv) dv __ 


oder nach dem Boyle-Gay-Lussac’schen Gesetze 
3 __pdv Bdv 


2 Ras var 

Nun folgt aber die Gleichung V;') aus der allgemeinen Gleichung 
V,), indem wir daselbst rechts nichts weiter behielten als die Glieder, 
die mit £2, n?, £3 multiplicirt waren, und in diesen auch noch näherungs- 
weise setzten IL . 

B=uft=uf—=p 

das heisst, wir haben einen adiabatischen Vorgang ohne Temperatur- 
bewegung und ohne Reibung in Rechnung gezogen. Also sind dv und 
4% die in Abschnitt 34 für adiabatische Vorgänge mit (dv), (49) be- 
zeichneten Aenderungen und folglich haben wir gemäss 12) in diesem 
Abschnitte 


dv _ (dv) ____vC 
dd (49) R» 
Also wird 
3 C 
r3=rR 
oder 
2 _®_ 
3 & ' 
das heisst 
% _?® 
v8 


Diese Bedingung ist aber nur erfüllt für einatomige Gase, also 
gelten auch die Gleichungen XI) nur für einatomige Gase. Ausserdem 
ist zu beachten, dass diese Gleichungen nur Näherungsgleichungen 
darstellen, sie sind nach den Gleichungen 


KB=putmn ut —=nuin=Vuns=luii-=0, 
2. = y=0, 0 
die nächste Näherung. Die erste Näherung trägt der durch die Be- 
wegung entstehenden Reibung und dadurch bedingten Wärmebewegung 
keine Rechnung, die zweite thut es zum Theil. 
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Noch ergiebt die Vergleichung der sechs ersten Gleichungen unter 
XI) mit dem entsprechenden Systeme unter 4) in dem voraufgehenden 
Abschnitte 
- 1» _ 
Die Gleichung für E’ entspricht, wie wir bereits wissen, in der 
That der für einatomige Gase. 


Nun hängt 2 nur von der Temperatur ab, nicht vom Druck und 


der Dichte. Es ist also auch 


R ‚ ı R 

Ferner ist R umgekehrt proportional dem Molekulargewicht des 
Gases. Also bekommen wir, Alles zusammengefasst, den zuerst von 
Maxwell entdeckten Satz: 

DerReibungscoöfficient einatomiger idealer Gase ist vom 
Druck und von der Dichte des Gases unabhängig, ist ferner 
proportional der absoluten Temperatur und unter gleichen 
Umständen umgekehrt proportional dem Molekulargewicht. 

Die Beschränkung auf gleiche Umstände bezieht sich auf gleiche 
Beschaffenheit der Molekeln (gleiche Form, gleiche Atomzahl u. =. f.). 

Führt man in den sechs ersten Gleichungen unter XI) die nunmehr 
durch E ausgedrückte Grösse 5: ein und bildet die Bewegungs- 
gleichungen unter III,), so folgen die früheren Gleichungen unter 28) 
im voraufgehenden Abschnitte, woselbst man noch, da es sich um ein- 


atomige Gase handelt, 0* durch — n 9 zu ersetzen hätte. Doch ist 


dabei 0 wie eine Constante behandelt. Dass sie es nicht ist, wissen 


S 


wir jetzt, sie hängt noch von der Temperatur ab, es hätten also die 
Glieder 


ee‘ | ’ 
= 1’ 
u mV) 
>) 
DIN 
% 


welche gleich 

Rc9 RcH U RCH 

3ber 3beu 3bcz 
sind, mit den betreffenden Factoren multiplicirt, noch berücksichtigt 
werden müssen. Die gewöhnliche Theorie thut das nicht. Auch ist 
dieses nur nöthig, wenn innerhalb des Gases Temperaturdifferenzen 
vorhanden sind, was freilich bei den meisten Bewegungsexperimenten 
der Fall ist. Vollständig haben wir also, wenn die in 28) des vorigen 
Abschnittes rechts schon enthaltenen Glieder mit 
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ae 
ns’ Kt)’ KT) 


bezeichnet werden: 


kette et tlz 
+ (5 + 2) oe N @ + =) o2, 

u RE RCEEBTE 
ovV ov\ 00 
++ =) ++ + 22) 08 

u e,eli-i@enesgle 
arte) 


woselbst, um es nochmals hervorzuheben: 


R 
XL) e= 5,9 


ist. Die Bewegungsgleichungen werden dann freilich ganz intractabel. 
Die Gleichung V;) für die Wärmebewegung geht unter Benutzung der 
Formeln unter XI) über in 


p | E | r) | r) 


xIv) I — 
ou ow /cu\? ov\?  0w\? 
- 2» ar + 2) ee] 
p) cu 00V IM ou , 00V ov. Oow 
+30 on ei _ andy - (= +55) 
or (O4 
woselbst 


5 


‘= 


Ei 
u 
gesetzt ist. 


Sehen wir für einen Moment von allen Bewegungen ab, so dass 
nur die erste Zeile stehen bleibt, und beachten, dass 


P—_R$ 
u 
ist, so wird 
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18 2 (# 2) (8 > a (X 5 
Ta Te 


Für diesen Fall giebt aber die Theorie von Fourier 


„a8 _ 2 (, 52) Mur iur) 


di rn 0: 


also haben wir 


v_3H#, 
ev 
und umgekehrt 
„ _ K, _5o 2 _ 5Rc, 5, 
= — = = — 0. 


In der Maxwell’schen Theorie ist die Zahl 3 = 2. Andere Theorieen 
geben andere Werthe, wie wir bald sehen werden. Jedenfalls folgt: 

Der Coöfficient für innere Leitung der Wärme ist bei 
einatomigen Gasen unabhängig von Druck und Dichte, und 
proportional der absoluten Temperatur. Ausserdem ist der 
Coöfficient proportional der specifischen Wärme bei con- 
stantem Volumen und dem Reibungscoöfficienten. 

Indessen setzt das alles voraus, dass die Grösse b eine wirkliche 
Constante ist. Dieses kann kaum zutreffen, denn, wenn die Molekeln 
beispielsweise gar nicht zusammenstossen, sollte 5 gleich Null sein, 
und fast Null sollte es sein, wenn die Molekeln sich sehr lange be- 
wegen, ehe sie zusammenstossen. Man wäre geneigt, da sonst die 
Häufigkeit der Zusammenstösse in den Formeln gar nicht zum Aus- 
druck kommt, b umgekehrt proportional der Bewegungsdauer anzu- 
nehmen (s. S. 302). 

Weitere Näherungen sind bis jetzt — soviel bekannt — noch 
nicht gerechnet worden. 


40. Deutung und Erweiterung der Maxwell’schen "Theorie 
der Gase, Verhältniss zur gewöhnlichen Theorie. 


Die wichtigen Ergebnisse gelten, wie wir gesehen haben, an- 
genähert nur für einatomige Gase. Wie die Rechnungen und Hypo- 
thesen zu ändern sind, wenn es sich um mehratomige Gase handelt, 
scheint leicht dargethan werden zu können. Nehmen wir beispielsweise 
die Gleichungen für &2, so hatten wir aus VII,) bei Fortlassung der 
zu vernachlässigenden Grössen ermittelt 


per de: 2 
Dt at + 28 — 
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und dann hatten wir noch die Hypothese gemacht 


9 F-Hörmte-sH. 


Weiter hatten wir 


PB+m+i=3, 
gesetzt und 


was wir als erste Näherung bezeichneten. Allein zunächst ist jedenfalls 


+9? +9=2R9 
eine Gleichung, die für alle idealen Gase gilt, nicht bloss für ein- 
atomige. Dagegen ist 
P—_ RB. 
u 


Die Substitution 


FrwFE=32 
würde also verlangen, dass 
3R—=2R* 
ist, eine Beziehung, die, wie wir bereits wissen (S. 195), nur für ein- 
atomige Gase besteht. Soll nun aber doch, wie die Erfahrung durch- 
aus erwarten muss, in den Ausdrücken für X, u. 8. f. das erste wichtigste 
Glied p sein, ohne jeden Factor, so müssen wir offenbar unsere Hypo- 
these, ohne sie im Wesen zu ändern, anders fassen, und zwar haben 
wir, wie sofort zu sehen ist, in derselben statt &? + n?+ & zu setzen 
—2 - Alsdann lautet diese Hypothese also 


Gr =tu(s? - 383) 


| 
und allgemein, um auch >» 


1a) DeiHt + ct’ +) 


+8 —3(a6 + m +c&+5) | 


u. 8. f. zu erhalten: 


= ub|(a: +b +0) = 


Das ist ganz unerlässlich, und auch die Maxwell’sche Theorie 
muss zu derselben Beziehung führen, wie übrigens Boltzmann, $. 22 
des ersten Bandes seiner Vorlesungen über Gastheorie, durch seine 
Formeln anzudeuten scheint. Sonst erhält man eben in X,, Y y» 2 
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nicht p als erstes Glied, sondern p multiplicirt mit einem Factor, der 
nur bei einatomigen Gasen 1, bei anderen nicht 1 ist. 

Eine wichtige Folge der neuen Fassung der Hypothese ist dann 
freilich, dass 


13,) N FIT’ (3 2 — SFm+R) 


wird, also nicht mehr Null ıst. Indessen sehe ich nicht, was diesem 
Ergebnisse entgegenstehen sollte. &2 + n? + $? ist nur noch die 
lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung, nicht mehr die ganze 
lebendige Kraft und nur von letzterer würden wir Unveränderlichkeit 


durch die Stösse verlangen dürfen. 
Die obige Formel würde ergeben 


DE? +" + 


— _ı 
13,) Dt —= 3bu(3R 2 R*)®, 
oder 
D(e: + + + 9 2 R* 
13) ug Ibn Im ı)E, 


was wir bald zu benutzen haben werden. 
Nunmehr wäre also die Gleichung für a ne v1)] 


le 


Eigentlich ist das eine Diferatiglsihung für £? und als solche 
wird sie auch von Maxwell und Boltzmann aufgefasst. Nur sind 
wir nicht in der Lage, diese Gleichung zu integriren, wenn nicht die 
Bewegung selbst schon gegeben ist, die ja erst zu ermitteln ist. So 
hätte man beispielsweise, wenn die Bewegung ohne relative Unter- 
schiede geschieht, derartig, dass — — Aa = 37 ==( ist: 


ne 


& 
S 


as? — 
und hierin wäre as’ ein gewöhnlicher Differentialquotient von &? nach 


dt 


der Zeit, und da dann auch u und m - constant sein müsste, hätte man 
&2 — /_ de-sbut 


wo d eine neue Constante bedeutet, die für einatomige Gase Null ist. 
Die Gleichung in etwas anderer Form steht auch im Boltzmann’schen 
Werke an der angeführten Stelle, und Maxwell nennt den reciproken 
Exponenten, also 
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1 
nu TT Te, | 
die Relaxationszeit. Die Integration ist nun allgemein nicht ausführbar, 
also müsste man eigentlich sagen: Die Gleichungen für die Bewegung 
von Gasen bestehen in den drei Gleichungen unter III) 
au OX, OX, oX, 
serT, r 0x oy 02 
und den entsprechend gebildeten für u und v ferner den weiteren 
Gleichungen 
1 
d — Xz 
»_1x\-_#_ 49212, % 
XV,) 364 (2 „%)= di + 2 ray 


und den entsprechend gebildeten für Yy, Z., Xy, Yz, Zr. 
Wir haben hiernach 


1X 
pP _X:\ _ _# Xz ou 
ı% 
»_Y\_ Zu ®v 
a0 ( )= FT 77, 
p Z re Z, 0w 
ltr 
Xy _ Xz 00 I, ou _ 
3 ad: u oy 3buY,, 
Y, _ Y,0w Z,0vU 
— 3b, — tan 3buZ, 
xvo) yet et — 0%; 
Xr 
34a( = 
09 :) X, 0u Y,cov 
u (D u 53 
7, 0w Xz u) __ . 
Mare r7 a 
Y 
3d(— 
>08 __ (=) N, ou Y,ov 
ui = | Un rar 
a ( 
Z, 2 Y “) 
ni 5 —_ = 2%c ‚ 
+ u :) + u °Y u gy 
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( sa (#) 
08 _ u) (& eu Y,ev 
2cukr, E77 ai +2 rn dar nd 
xvı) Zu 

ö Z, ©w\, z \u)_ 
+ m 2) +5 u rs = 2cu4. 
Und zu diesen Gleichungen gehören die anderen Gleichungen, die wir 
schon kennen und die ich bequemer Uebersicht wegen nochmals hin- 
schreibe: 


au ._0X, _0X, _ 8X 
Ig=ri- ou Ds 
av y_ı._orn,_on 
Teer F77 d2' 
dw _ 62. 282%, _234 
Bar H2— 6 0 a 
1du ou öv Ow 
wann art) 
a4 +2) ° (#5) (#32 
xvım!_ [BERN „BER 92/ , N 09 
2dt °x oy 
„® ee] 
[22 2 u u u 7) 
. ou °v ow © ° 
Yung tantnGr 
„(ev dw Cw CH) 
ae DEAN 
» 
—,8)=0. 
(9) 


Aber nun sind zwei grundsätzliche Unterschiede zwischen der 
Maxwell’schen und der gewöhnlichen Theorie zu betonen. Nämlich 
erstens die fünfte Gleichung unter XVIII), die, wie wir 
wissen, mit der entsprechenden Wärmegleichung der ge- 
wöhnlichen Theorie zuidentificiren sein soll,istnur eine 
Folge der drei Gleichungen für die Druckkräfte, sie ist 
einfach die Summe dieser drei Gleichungen. Dass dieses in 
der angegebenen Form nicht zum Vorschein kommt, liegt lediglich an 
den eingeführten Vernachlässigungen. Lässt man diese fallen (vergl. 
die entsprechenden], so giebt die bezeichnete Summe, 
s sein kann, die in Frage stehende Ua. 


wie 
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In der gewöhnlichen Theorie ist diese hervorgehobene Gleichung un- 
abhängig von allen anderen Gleichungen, in der Maxwell’schen Theorie 
nicht, ihre selbstständige Existenz ist hier nur scheinbar und, wie be- 
merkt, eine Folge der Vernachlässigungen. Eigentlich also hat diese 
Gleichung als besondere zu entfallen, und es gehören zu den sechs 
ersten Gleichungen unter XVII) nur die vier ersten Gleichungen und 
die letzte Gleichung unter XVIII), so dass im Ganzen, abgesehen von 
den drei letzten Gleichungen unter XVII), welche nur Definitions- 
gleichungen sind, 11 unabhängige Gleichungen vorhanden sind. Aber 
wir haben 12 Grössen zu bestimmen, nämlich u, ®, w, 9, &, X, Yyı Zu 
Xy, Ya, Zz, #, es fehlt also eine Gleichung, nämlich die zur Er- 
mittelung der Temperatur. Diese fehlende Gleichung kann aus der 
Thermodynamik oder auch aus der Kinetik entnommen werden. Im 
letzteren Falle bedarf es also noch einer Gleichung für die Temperatur, 
wozu etwa die genommen werden kaun 


sm 1 (= + n + =) — Je,# — R*P. 


Zweitens; die gewöhnliche Theorie giebt nur für die u, v, 
w, ü, ® Differentialgleichungen, dagegen für die Druckkräfte 
bestimmte Gleichungen. Bei der Maxwell’schen Theorie ist 
das nicht der Fall, diese giebt für alle Grössen lediglich 
Differentialgleichungen, und diese Differentialgleichungen 
sind derartig mit einander verbunden, dass sie nur gleich- 
zeitig behandelt werden können. Dass man mit Hülfe von 
Näherungsrechnungen auch aus dieser Theorie heraus zu bestimmten 
Gleichungen für die Druckkräfte gelangen kann, hat auf die Deutung 
der Ergebnisse dieser Theorie gar keinen Einfluss. Nach ihren Ausgangs- 
betrachtungen kann diese Theorie gar nicht zu anderen Gleichungen 
gelangen als Differentialgleichungen. Demnach kann diese Max- 
well’sche Theorie mit der gewöhnlichen nur in Bezug auf besondere 
Probleme verglichen werden. Aus den Ermittelungen mit Hülfe der 
durch Näherungsrechnungen erlangten expliciten Gleichungen kann 
kaum etwas geschlossen werden, denn die Integration ist nicht aus- 
geführt, sondern umgangen, und es können dabei für die Deutung 
wichtige Integrationsconstanten verloren sein. 
Auch die Art, wie die Näherungsrechnungen geführt wurden, 
mahnt sehr zur Vorsicht. Sie bestanden zuerst darin, dass man in allen 
Gleichungen rechts vom Gleichheitszeichen Glieder, welche eine un- 
gerade Potenz der Geschwindigkeiten enthielten, fortliess. Sodann 
810g Man von der als unselbstständig bezeichneten fünften Gleichung 
unter XYJII) aus, um aus den Gleichungen für die Druckkräfte die 
diese atialquotienten dieser Druckkräfte nach der Zeit zu entfernen. Da 
VID ; lichung nur die Summe der drei ersten Gleichungen unter 

we zmusste noch die Annahme gemacht werden, dass sie für ge- 

"ef, Thermodynamik. 2) 
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wisse Theile, nämlich für diejenigen. welche die Druckkräfte enthalte: 
dem Dreifachen einer der drei Gleichungen für die drei ersten Druct- 
componenten gleichkommt. indem man setzte = 4 = — & en!- 
. X; . Y, . 2: 
weder gleich 3 ru oder gleich 3 rn oder gleich 3 Pu Alles diese: 


sieht sehr künstlich und anfechtbar aus, berührt jedoch nicht di 
Theorie, sondern nur ihre Anwendung. Wir sind nicht in der Lage. 
die 12 Gleichungen, von denen noch dazu 10 Differentialgleichungen 
sind, zu behandeln und zu integrirten Gleichungen zu führen. uni 
darum sind wir gezwungen. Näherungsrechnungen anzustellen. dere 
Resultate, wieja bei Näherungsrechnungen immer, ungenau und zweifer 
haft sind. 

Wiewohl hiernach den Ergebnissen aus den Näherungsrechnungen 
theoretisch kein hoher Werth beizumessen ist, können sie immerhn zı 
erster Orientirung dienlich sein. Wir gehen dabei auch für mahr- 
atomige Gase am zweckmüssigsten von den ursprünglichen Gleichunger 
für die &? u. s. f. aus. 

Bei einatomigen Gasen konnte man, wenn es sich nicht um Be 
wegungen handeit, die mit den Molekularbewegungen in Vergleich nn 
stellen sind, wie es geschehen ist. 


1% 

— d Z_ 
dE: u 
dt durch FTZ 


ersetzen und 
— cu cu 
&2 —- durch L£ —. 
cı ucr 


Letzteres verlangt. dass auch T klein ist, also die relativen Be 


wegungen nicht übermässig sind. 
Bei mehratomigen Gasen hätte man unter genau denselben Re 


dingungen #2 durch - R*®%. also durch 


2 TR*p 5 2 R* p Cu 
SR „end: durch > R uc« 
zu ersetzen, und dann wäre nach \V,) 
. pr p 1,2 ( tu 2 R* p» 2 
XV. 1m — — —— | - .— = —— le 
6 u 3bu\3 dt +2, 7% r 


Ferner hätten wir, da nunmehr zufolge 13,) 


Date _ op 3R — 2RN 3 
= 07 bu @R—2)8 = Ihe FR! 
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anzusetzen ist, nach V,), woselbst rechts eben diese früher als Null 
angenommene Grösse hinzuzufügen ist: 


, 3 R u) „3R—2#*p 
V\,) 3 FF = + 35 R m 
2 R* » /Ou 0vV ow 
- nette) 
also wäre | 
Bob 4 [Rome ‚22mn ae, 2 
: u + Fon bu wr33 u\d: t 5% 
ow 1 2 R* p Ou 
+2) - mann 
oder 
ou 


x) Kerr 2Wt+tz alt + 


9 IR 
56m t)| 


_ 12KR*p 
gesetzt ist. Dabei haben wir zufolge der in Abschnitt 30) angegebenen 


Beziehungen 


indem 


_?> 
3 __13k—5 
ka KK" 


2 R®_ _2_% _?2 k ee — f 


also beispielsweise 


XV) u—=p— 22° +5 2: + ar) Mu 


2 2 k 
1 2 %& 
XI) (e) — mn sE_T 


Die Gleichungen für X, u. s. f. würden ungeändert bleiben, es 
würde nur (e) an Stelle von @ zu setzen sein. 

Wenn man, wie das allgemein geschieht, die Variabilität des (e) 
mit der Lage des betreffenden Punktes vernachlässigt, fällt bei der 
Einführung der Druckcomponenten in die Bewegungsgleichungen das 


Glied 
3R 
(e)3 bu (m — 1) 


20* 
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fort. Mehratomige Gase haben dann dieselben Bewegungsgleichungen 
wie einatomige, nur der Reibungscoöfficient ist ein anderer, da er noch 
2 


mit = multiplicirt erscheint. Was die Formeln unter X,) für 


—h_ 
5k—1 
Ed&s + 7° + 63) anbetrifft, so ändern sie sich nur insofern, als an 


Stelle von z überall tritt 
2R*p 
IR 
Es wird also beispielsweise 
2R*p 
5 2R*p E37 
wc 3R u °x " 


x Ee+mM+E 


2 R* . 
Ist auch während der Bewegung FR unabhängig von 2» Y, £, so 
setzen wir . a 
c 5k—1 
x am =): 
G R 

Dann bleiben die Formeln ganz ungeändert, es tritt nur (c) an Stelle 
von c. 

Ist @ der Reibungscoöffhcient für einatomige Gase, s0 haben wir 
also für mehratomige als Reibungscoöfficienten 

2 k 
X) 5; 8 

Diese Gleichung, von der ich übrigens nicht weiss, ob sie schon be- 
kannt ist, die aber auch aus der Maxwell’schen Hypothese abgeleitet 
werden kann!), lehrt, dass die Reibungscoöfficienten auch bei mehr- 
atomigen Gasen nur von der Temperatur abhängig sind, denn 5" 
ist bei allen idealen Gasen, ob sie ein- oder mehratomig sind, von 
Druck und Volumen unabhängig. Doch kann diese Grösse von der 
Temperatur abhängen, und deshalb braucht nunmehr (9) nicht mehr 
wie g der absoluten Temperatur proportional zu sein. Bewirkt eine 
Temperaturerhöhung oder -erniedrigung Aenderungen in der Molekel 
selbst, so wird (E) sich gleichfalls ändern, wenngleich nicht feststeht, in 
welcher Weise. 

Da % mit wachsender Atomzahl abnimmt, so wäre man vielleicht 
geneigt, aus der obigen Formel zu schliessen, dass der Reibungs- 
coefficient mit wachsender Atomzahl zunehmen muss. Indessen ist ein 


folgenden Abschnitte wird sich eine ganz andere Gleichung 
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solcher Schluss nicht zulässig, weil (@) auch von E bestimmt ist, und 
diese Grösse ihrerseits durchaus auch vom Molekulargewicht abhängt, 
und zwar, wie die Erfahrung gelehrt hat, nicht etwa diesem propor- 
tional ist, sondern eine viel verwickeltere und noch nicht genügend er- 
forschte Function des Molekulargewichts bildet, vielleicht auch eine 
solche der Atomzahl, worüber im nächsten Abschnitt. Sie ist ausserdem 
noch durch andere Umstände bestimmt, die erst bei näherer Unter- 
suchung hervortreten können, namentlich von dem Werthe von b, den 
wir auch nicht als constant ansehen dürfen. 
Für den Leitungscoöfficienten k mehratomiger Gase haben wir 


- 5/2 k 5o/f2 kN 
X) = Gh) ea=- TG 0- 


Auch dieser Coöfficient bleibt nur von der Temperatur abhängig, ohne 
ihr nothwendig proportional sein zu müssen. Für diesen Coöfficienten 
kann mit viel grösserer Wahrscheinlichkeit behauptet werden, dass er 
mit wachsender Atomzahl zunehmen sollte, als für den Reibungs- 
coefficienten. 

Die Näherungsgleichung V3') für einatomige Gase ist für mehr- 
atomige Gase in die Gleichung V,;') übergegangen. Ersetzen wir darin 


ou Cv ow 


x + °Y + 02 
wie früher durch den aus der Continuitätsgleichung folgenden Werth 
_1Ldu 
u dt’ 
so folgt, weil 
3R—2R*\p _ 2R*p /3R | 
30 )y = ir ur (. 1) 
pP 
sa (?) 
B/_ı9 Gm) 2p du 
ra !) Far ar 
also 
3d(pv) p e dv 
a rd ar )- 2% 
oder 
d® p (3R I dv 
3RT—= +96 (m ı) 2R 77 
Wiederum haben wir für einen adiabatischen Process 
ev C 
dvz= — 5 R dd, 
also 


dd p /(3R d® 
RG + tt (u 1)+20% 
oder 
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Nun ist 
also 
let _MeP\_ 
GEN er Ge2)=o 
oder 
(dd _ bu 
rl Tee nel=o 


Für einatomige Gase ist die Gleichung erfüllt, weil 3k — 5 — 0 ist, 
für mehratomige Gase muss 


48 _ , 9ek—) 

a=+7% ud 
sein, und zugleich ist 

LSSSSRER IS 2; 

a Kk—ı1ddt' 
d.h, wir haben die beiden Gleichungen 

ad _, Ibn /k—ı 

,” E] ( [3 ) at 

de _ _9bu 

Team 


B F 1. 
Die aweite Gleichung giebt, weil u = T ist, sofort, falls & als constant 
angesehen werden darf: 
BE 
u 3; 
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eine gar zu specielle Angabe über adiabatische Processe erscheinen. 
Indessen ist zu beachten, dass in der Natur wirklich adiabatische Pro- 
cesse nicht möglich sind, wenn sie nicht ausserordentlich rasch vor 
sich gehen. Alle adiabatischen Processe tragen den Charakter plötzlich 
sich abspielender Vorgänge. Der Erfahrung widerspricht also das 
Resultat nicht, oder besser, es passt auf Vorgänge, die in der Natur 
vorkommen. Immerhin ist es etwas auffallend und widerstrebend. Es 
ist mir aber nicht bekannt, ob anderweitig versucht worden ist, die Max- 
well’sche Theorie auf mehratomige Gase auszudehnen und dabei be- 
friedigendere Ergebnisse erlangt sind. Auch darf man nicht übersehen, 
dass das alles nur Näherungsangaben sind. 

Noch auf einen Umstand ist hinzuweisen, in welchem die Max- 
well’sche Theorie gleichfalls noch einer Vertiefung und Erweiterung 
harrt. 

Wie wir gesehen haben, giebt diese Theorie, auf Näherungsrechnun- 
gen beschränkt, als unabhängig nur einen Reibungscoöfficienten, nämlich 
denjenigen, welcher von der Reibung der Gase herrührt, wenn Schichten 
mit verschiedenen Geschwindigkeiten in einander strömen. Von dem 
zweiten Reibungscoöfficienten der gewöhnlichen Theorie, welcher, da er 
immer mit ‚ 

u, dv w . du 1 
Fraser] + zz lo mit 
multiplieirt ist, von den inneren Bewegungen bei der Ausdehnung oder 
Zusammenziehung der Gase herrührt, sagt sie aus, er sei !/, so gross 
wie der erste, und zwar gleich viel, ob es sich um einatomige oder 
mehratomige Gase handelt. Aber demzufolge, was vorhin über die 
eigentliche Bedeutung der Maxwell’schen Gleichungen ausgeführt ist, 
kann hieraus nichts weiter geschlossen werden, als dass diese Gleichungen 
als Differentialgleichungen in der That nur einen besonderen 
Reibungscoöfficienten enthalten. In den integrirten Gleichungen 
kann aber dieser Coöfficient sowohl allein, als mit einem Factor multi- 
plicirt auftreten, und in der letzteren Form würde das Product die 
Rolle eines vom ersten unabhängigen Reibungscoäfficienten spielen 
können. 

Wie das zu verstehen ist, kann leicht an dem Seite 263 ff. be- 
(handelten Beispiele dargelegt werden. Im Sinne der Maxwell’schen 
je haben wir für diesen Fall zunächst die Gleichungen [erste und 
‚Gleichung unter XVIII) und erste Gleichung unter XVII) unter 
dq ° 2] 


tigung der Beziehung für diesen Fall u" 


Su ___ 0x, 
BZ=——ge 
wu__ude 
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X; 
»_%)- u gKr du 
ssu(} Ta ua FF 


Nun ist aber 


also zufolge der beiden ersten Gleichungen 


2 
B___,9u | Kr du 
ETF uu0oz 


und die Gleichung für X, geht über in 


IN EI zer" 
Zufolge der zweiten Gleichung nun ist, wie früher, 4% von x un- 
abhängig, somit ergiebt die Integration der ersten Gleichung 
X. = — vu + cd". 
Die Bedeutung der Buchstaben ist die nämliche wie Seite 267. 


Setzt man hiernach den Werth von wu? in die Gleichung für X, ein, 
so ergiebt diese 


36u(p — X) = (4X. — co) 2“ 


oder | 
FE ce’ ou 
also 

ce’ ou 
u Pt zu dr 
Ar ou 
ur 
14 3bu 


Diese Gleichung, welche streng der Maxwell’schen Theorie 
entspricht, hat kaum Aehnlichkeit mit derjenigen, welche die gewöhn- 
liche Theorie ergiebt. Sie kommt ihr näher, wenn von dem Ergebnisse 
der Erfahrung Gebrauch gemacht wird, dass nämlich 3b eine sehr 
grosse Zahl ist, alsdann kann man ihr die Form verleihen 


" 


_ 4 peou C ou_ ee + ou 
up 7 + 20): 


3HuCz' Ihbuca 
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1» __ 

ET 
der sogenannte erste Reibungscoöfficient nach der Maxwell’schen 
Theorie. Die Gleichung hat aber zweifellos noch einen zweiten mit 
diesem anscheinend in keiner Verbindung stehenden Reibungsco£ffi- 
cienten, nämlich 


E 


” 
‚ c 


u 1 rn 20. 
c' ist ein Druck, und zwar der Druck X, an derjenigen Stelle, wo 
Ruhe herrscht für « = 0. Der zweite Reibungscoöfficient ist also 
eine Grösse genau derselben Art wie der erste, braucht aber nicht mehr 
1/, von diesem zu sein, ja, da c” seiner Bedeutung nach völlig will- 
kürlich ist, mit diesem gar nicht zusammenzuhängen. 

Offenbar wird man nach der allgemeinen Theorie von 
Maxwell für jedes Problem besondere Reibungscoöffi- 
cienten erhalten, und nur insofern es zulässig ist, von 
den angegebenen Näherungsrechnungen Gebrauch zu 
machen und die Integration der Druckgleichungen zu 
umgehen, haben die für dieReibungscoöfficienten ange- 
gebenen Formeln Bedeutung. Die strenge Maxwell’sche 
Theorie aber sagt nichts in dieser Hinsicht voraus, und 
darauf hinzuweisen ist nothwendig, damit nicht diese wunderbare 
Schöpfung eines Genies durch Verleihung von zu grosser Bedeutung 
an Folgerungen aus Formeln, die nur angenäherten und ausgleichenden 
Werth haben, Schaden leide. 

Zugleich ergab sich, dass eine wirkliche Vergleichung der ge- 
wöhnlichen Theorie mit der strengen Maxwell’schen gar nicht möglich 
ist, nur mit den aus der Maxwell’schen Theorie ableitbaren ge- 
näherten Beziehungen könnte allenfalls eine solche Vergleichung statt- 
finden, jedoch eigentlich auch ohne verbürgbare Sicherheit. Zweifellos 
sind die Formeln der gewöhnlichen Theorie auch nur Näherungsformeln, 
man kann aber nicht sagen, ob die in ihnen enthaltenen Näherungen 
den aus der Maxwell’schen Theorie abgeleiteten im Grade entsprechen. 
Entscheidend insbesondere ist das, was über das Verhältniss der 
Wärmeformel zu den anderen Formeln in beiden Theorien ausgeführt 
ist, weil hieraus die grundsätzliche Verschiedenheit beider Theorieen 
erhellt. 


41. Kinetische Theorie der Reibung. Erfahrung über 
Reibungserscheinungen. 


Die vorstehend behandelte Theorie von Maxwell macht von den 
sonst üblichen Methoden der kinetischen Theorie keine Anwendung. 
Wir kommen mit dieser kinetischen Theorie wieder in Berührung, wenn 
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wir für den Vorgang der Reibung und Wärmeleitung eine mechanische 
Vorstellung angeben und diese in Gleichungen umsetzen. 

In der kinetischen Gastheorie stellt man sich die Erscheinung. 
welche wir der Reibung zuschreiben — wodurch ungleich bewegte 
Körper. wenn sie in Berührung sind, ihre Bewegungen gegenseitig be- 
einflussen, indem jeder den anderen in seine Bewegung hineinzuziehen 
strebt, was auch zur Folge hat, dass sichtbare Bewegung verloren geht 
und ihre Energie als Wärme oder in anderer Energieform zum Vor- 
schein kommt — stellt man sich also diese Erscheinung vor als dadurch 
veranlasst, dass an der Berührungsfläche ein Uebertritt von Molekeln 
sus dem einen in den anderen Körper und umgekehrt stattfindet. 
Durch diesen Uebertritt wird auch Bewegung aus dem einen Körper 
in den anderen und umgekehrt übergeführt. 

Diese Vorstellung ist rein hypothetisch, man würde vielleicht auch 
geneigt sein. die Reibung zwischen zwei Schichten als eine Folge der 
durch die relative Bewegung veranlassten Aenderungen in dem Ver- 
halten der Molekeln bei und nach den Zusammenstössen an und in der 
Nähe der Grenzfläche anzusehen. Auf eine solche Erklärung der 
Reibung deuten vielleicht die elektrischen Erscheinungen hin, die bei 
der Reibung mitspielen und aus übergeführten Bewegungsgrössen schwer 
zu erklären sind. Indessen ist jene Vorstellung einmal angenommen 
und wir wollen ihr folgen. Wir haben also die übergeführte Be- 
wegungsgrösse zu ermitteln. 

Unter Benutzung früherer Erwägungen können wir sagen, dass die 
Trennungstläche von denjenigen Molekeln beiderseits durchfahren wird, 
welche von dieser Fläche höchstens um die mittlere Weglänge abstehen. 
Ferner wird eine Molekel diese Trennungsfläche in einer bestimmten 
Zeit so oft durchfahren, als sie in dieser Zeit neue Wege antritt, also 
als sie in dieser Zeit Stösse erleidet. 

Wenn nun zwei einander berührende Gasschichten sich mit 
gleicher Geschwindigkeit bewegen und auch die Gase gleicher Art sind, 
wird durch die Grenztläche nach der einen Seite hin eben so viel Be- 
wegung übertragen als nach der anderen und es ändert sich nichts. 
Sind aber die Gase in verschiedener Bewegung begriffen, so muss selbst 
bei gleicher Beschaffenheit nach der Seite hin ein Ueberschuss über- 
tragener Bewezung vorhanden sein, woselbst die geringere Geschwindig- 
keit herrscht. \Vie nun die Trennungstläche geartet sein mag, für die 
Uebertragung dieser Bewegung können wir sie als an jeder Stelle eben 
ansehen, weil diese Uebertragunz nur durch die nächsten Molekein 
geschehen kann und deren Wege sehr kurz sind. 

Die Bewerung muss beiderseits der Trennungsfläche parallel gehen, 
die übertragene Bewegung zerfällt also in zwei Theile, einen, der dieser 
Fläche parallel gerichtet ist, und einen, der dazu senkrecht gerichtet 
ist. Bilden wir den ersten Theil. 

dS sei ein Element der Trennungstläche: wir wählen die Tangential- 
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ebenen an d S zur rYy-Ebene und die dazu senkrechte Linie zur 2-Axe, 
die y-Axe falle in Richtung der Bewegung. Diese Richtung nehmen 
wir bei beiden Gasschichten als an der Grenzfläche gleich an, wäre das 
nicht der Fall, so würden daselbst turbulente Wirbelbewegungen ent- 
stehen, die wir auszuschliessen haben. Indem wir die 2-Axe zur Axe, 
die y2-Ebene zur Ebene eines sphärischen Coordinatensystems mit der 
Poldistanz 9 und der Länge ® wählen, können wir sagen, dass auf 
eine Molekel, deren molekulare Bahn durch die Winkel ® und ® be- 
stimmt ist, von der Bewegung der Gasschicht (der sie zugehört) als 
Ganzes, deren Geschwindigkeit v sei, der Theil vsin®#'cos® in die 
Richtung der Bahn der Molekel entfällt. Ist daher wie früher Yy die 
rein molekulare Geschwindigkeit, S die ganze Geschwindigkeit, so 


haben wir 
v = YS? — 2Svsindoso + v.. 


Nun sei wieder » die Anzabl Molekeln in einer Volumeneinheit, die 
Zahl Molekeln in dem sphärischen Kugelelement rIdrsin®d9 do ist 
dann nr?drsin®d®dw und darunter die Zahl derjenigen, deren Be- 
wegungsrichtung durch die Winkel 9 und ® gekennzeichnet ist, 


270089 


nrrdrsin®d9do — —ndrsin®cosP#d9do. 
2rzr? 


Davon sind Molekeln mit Geschwindigkeiten zwischen S und S + dS 
vorhanden nach 7,) in Abschnitt 26 


3 
n""—=n (75) e-t(®+v?—2Svendcow S2drcosdsinddddods. 
\V IT 


Ungestört durch Stösse legen den Weg r nur zurück nach 32,) in Ab- 
schnitt 27 die 


IE! 


&\3 u . 
N" —n (7) e-(8+W—2SvBindosw) Sg ! drcos®sinddddads, 
7 


wo ! die mittlere Weglänge bedeutet. Diese Zahl haben wir noch, um 
die Anzahl aller innerhalb einer Zeiteinheit von diesen Molekeln be- 
wirkten Durchfahrungen durch dS zu erhalten, mit der Anzahl der 
Stösse innerhalb einer Zeiteinheit zu multipliciren, denn jeder Stoss 
bedeutet einen neuen Antrieb zur Fläche dS. Nennen wir diese Stoss- 
zahl v, so haben wir zugleich 


2. 
v 
Allerdings ist diese letzte Gleichung so gebildet, als ob keine Massen- 
bewegung stattfindet. Ist aber diese Bewegung nur gering gegen die 
Molekularbewegung, so sind die vernachlässigten Glieder, wie sich aus 
20) in Abschnitt 27 ergiebt, nur von zweiter Ordnung. 
Die Zahl aller Durchfahrungen in der Zeiteinheit sind hiernach 
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vr 


& \3 S , _ 
n"=n (—) et H+vt—25vsindcosw) Sie vdrcos®sinddagdad. 
% » 


Jede dieser Durchfahrungen bringt auf die andere Seite der 
Trennungsfläche die Bewegungsgrösse m Ssin® cos ® in Richtung der 
allgemeinen Bewegung. Die ganze nach einer Seite übertragene Be- 
wegungsgrösse ist also 


9 = nm ( Al: seo dd fernen 


3 


vSe E sin? cos cos ©, 


woselbst m die Masse einer Molekel bedeutet. 

Nun war dv die Geschwindigkeit in der Ausgangsstelle der Molekel. 
Diese Ausgangsstelle ist für die verschiedenen Molekeln verschieden 
hoch über der Trennungsfläche, also wird auch ® für die verschiedenen 
Molekeln verschieden sein. Wie nun diese Geschwindigkeit auch 
variiren mag, da wir es nur mit sehr geringen Entfernungen von der 
Trennungsfläche zu thun haben, können wir der Variabilität von v da- 
durch Rechnung tragen, dass wir für ® das Mittel aus einem Ausgangs- 
werthe und dem Endwerthe einsetzen, letzterer beträgt nach dem 
Taylor’schen Satze und weil es sich nur um Variabilität senkrecht 
zur Trennungsfläche handelt: 

vu + rwos® = . 
Das Mittel ist also 


1 0) 
do + 5 rcos® =. 


Das haben wir an Stelle von v einzusetzen. 

Man kann nun die Integrationen nicht ausführen, wenn man nicht 
die Exponentialfunction durch eine Reihenentwickelung ersetzt. Dieses 
ist selbstverständlich nur dann zulässig, wenn die Bewegung des Gases 
im Verhältniss zu der Bewegung seiner Molekeln geringfügig ist, was 
nicht hindert, dass sie für unsere Untersuchungen immer noch bedeutend 
genug ist. Wir haben dann 
e R— 2Stntwa + dd — „AS (14: „(28 Senden ZN) -.. -) 
Wir beschränken uns auf die Glieder mit der ersten Potenz nach 


rt, dann wird 
7 
7 


1) am les to [ar [arc-es (£. nächste Seite) 


N) n ö 
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0% 
02 


Eine Gleichung genau derselben Form besteht für diejenige Bewegungs- 
grösse Q,, welche von der anderen Seite in die erste Gasschicht zurück 


vr 
I: +22S(%, + z res )sin8 cos o |ve 5 SSgin2#cos® cos. 


transportirt wird, nur hat 0 das negative Zeichen. Die Differenz 


02 
Q, — Qs giebt den Verlust der ersten Schicht an Bewegungsgrösse 
und dieser Verlust beträgt also, wenn die beiden Gasschichten gleicher 
Art sind und die Bewegung aus der einen Schicht in die andere stetig 
übergeht: 


rn 
& 2 


PR vr 
3 _!r 
2) ı - &) =nm (—-) [asfan[ao| rare et 
Vz 0606090 6 


(2 &2 Ssind cos cos © 5.) v sin? D' cos D' cos @. 


Da die Reibung nur eine Folge von Bewegungsunterschieden ist, 
so hätten wir eigentlich nunmehr noch $ als Function von r, 9, © 
darzustellen. Dann wäre auch v eine Function der gleichen Variabeln. 
Indessen darf davon abgesehen werden, denn alle Molekeln, welche 
überhaupt durch eine bestimmte Stelle gehen können, müssen dieser 
sehr nahe sein; in dem Gebiete, in welchem alle diese Molekeln ent- 
halten sind, werden hiernach alle Aenderungen der Bewegung nur ge- 
ring sein, und ihre Berücksichtigung würde nur Glieder zweiter Ord- 
nung in die Formeln einführen. 

Unter diesen Umständen können wir zunächst die Integration 
nach r ausführen und erhalten 


@ 27 
E \5 0% 56 
2) a — Q9 = 2eE!nm (—) -*|as[ao| as 
O2 y 
yx 0 0 0 
e-®S sin3 D cos? cos? @. 
Die Integration nach ® giebt den Factor 27, die nach 9 führt 


den Factor . ein. Ferner hatten wir 


somit wird 


_ [82 , &\8 sa) 9 ® 
4 —- Qa= | 15 einm (72) [asi®e ” 2° 
0 


Der in Klammern gesetzte Factor ist der erste Reibungscoöfficient, be- 
zeichnen wir ihn wieder mit 0, so wird also 
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sf_ 

3’) oe — gs” enm (—) jise“* ds. 
15 Y ı 
ö 
Die weitere Rechnung hängt von dem Werthe ab, den wir der 

Weglänge ! der Molekeln zuschreiben. Wählen wir hierfür denjenigen 
Betrag, der allen Molekeln und im Ruhezustande des Gases im Durch- 
schnitt zukäme und bezeichnen diesen Werth mit L, so haben wir 


8 ke) 
a — & nm (75) | Ser#stas. 
” 0 
Das giebt nach den Formeln auf Seite 139 
8n E\® 2! 8 1 
— I 22. —_ — 0 — 
E I, nm (7) L 3 (E93 16 nmL : Ym 
oder weil 


ist 
0 = - mnLY — 0,26667mnLv. 
Will man genauere Werthe erhalten, so muss man für 7 diejenige 
Beziehung ansetzen, welche für eine bestimmte Molekel gilt. So hätten 
wir z. B., wenn zufolge der Gleichungen 11) und 12) in Abschnitt 27 


es 
_ —1 
Te lpeesı._—_ et dr 
Ya S nno? 
und L zufolge 7,) des gleichen Abschnittes 
_ 1 
Y2zno: 


gesetzt wird, nach OÖ. E. Mayer 
3) o = 0,30967mnLY. 

Es werden noch andere Formeln für g angegeben, sie unterscheiden 
sich sämmtlich nur durch den Zahlenfactor von einander. Da es im gegen- 
wärtigen Stande der Wissenschaft auf diesen Factor nicht sehr an- 
kommt, setzen wir ihn beliebig gleich z an, indem wir nur behalten, 
dass 2 ungefähr 0,3 ist, und bekommen 
4) ee = zmnLv, 
mn ist nichts anderes als die Dichtigkeit des Gases, also wird auch 

0 = zuLlv. 
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Der Reibungscoöfficient wäre hiernach etwa ein Drittel vom Product 
der mittleren Dichte, Weglänge und Geschwindigkeit. Ist 7 die mitt- 


lere Bewegungsdauer, so haben wir zZ — %, also auch 
T 
6) e = 2:7 5.0, 


so dass der Reibungscoöfficient auch proportional ist der mittleren Be- 
wegungsdauer und der lebendigen Kraft der mittleren Bewegung inner- 
halb der Volumeneinheit. 

Nach 13) in Art. 25 ist 


_ 8yYy2 
2 — ” r_ 
Y 97°’ 
also auch 
g __ 
— ».°. 2 
7) 0=2,,rmV T. 
Bei idealen Gasen nun ist 
=> p 
v: =3 —,’ 
u 
also 
_829- 
8) [e = 7 u Tu. 


Diese Formel hat grosse Aehnlichkeit mit der unter XII,) des Ab- 
schnittes 39 gegebenen, sie fällt mit dieser zusammen, wenn man die 
dort unbestimmt gelassene Grösse b aus der Gleichung berechnet 

1 82 - 


9) 3 zu 


so dass 1/b proportional der mittleren Bewegungsdauer und der Dichte 
und hiernach keine absolute Constante wäre, wenn die mittlere Be- 
wegungsdauer nicht umgekehrt proportional der Dichte variirte. 
Andere Beziehungen erhalten wir, wenn die Gleichung für L ein- 
geführt wird. Nehmen wir zunächst den aus der gewöhnlichen Theorie 
für Molekeln mit endlicher Wirkungssphäre folgenden, so haben wir 


zm — 


Y2z0: | 
-— (8 —! 
= (5,9) 


_ p 
y? — 3 —3RP» 
u 


10) = 


Da wir 


und 


setzen können, so ergäbe sich 
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1 
zm R? /8\3 
1 ° Y2xo: (=) v® 
Mit dem Zustande möglicher Weise variabel ist noch 6, n dagegen 
ist ganz entfallen, also hängt e von der Dichtigkeit und dem Drucke 
selbst nicht ab, wenn das bei 6 nicht der Fall ist. Das würde mit 
dem Maxwell’schen Gesetze, das auf Seite 298 bereits angeführt ist, 
in Einklang sein, jedoch hier wie dort werden dabei gewisse Grössen 


e bezw. 6 oder r r) als constant oder nur von der Temperatur ab- 


hängig angesehen. Ist 0 überhaupt constant, so müsste Q wie die 
Quadratwurzel aus der absoluten Temperatur variiren, was dem Max- 
well’schen Gesetze nicht entspricht, demzufolge E proportional der 
Temperatur selbst sich ändert. 0? müsste selbst umgekehrt pro- 
portional der Quadratwurzel aus der Temperatur sein oder es müsste 
42 ganz constant sein, wenn die frühere Angabe nach Maxwell be- 
stehen bleiben soll. Die Erfahrung spricht, wie wir bald sehen werden, 
weder für das eine noch für das andere. 

Nehmen wir dagegen die hier in Abschnitt 32 abgeleitete Formel 
für die mittlere Weglänge, so haben wir zufolge 7) bis 11) des ge- 
nannten Abschnittes 


= (4) sa, ek, 
w 


somit nach Gleichung 4), indem L mit !und nm —= u mit — identi- 


ficırt wird: 
5 sk—5 
12,) e=:(8t 
_5$»5 1 
12,) | e—=z(A)R °*pr?, 
sk—5 6—8k 1 
12,) — z(A)R °* p "kg 


Hiernach haben wir für einatomige Gase: 


13,) 0=:(4)%R, 

_ı 1 7[1ı 
13,) e=:(4)R "'p’r°’; 
für zweiatomige (Gase: 

1 
14,) o—:(4)9"r 
1 

14,) =: (IR ps re}, 


1 N 


14,) 0 =: DR "p" > 


1 
? 
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für dreiatomige Gase: 
1 


15.) 0—=2(A)9my 
1 

15,) 0 = 2 (ART pm v?, 

_ı 12 01 
15,) e=:(A)R "pp" 8’ usf,; 
für unendlich atomige Gase: 

1 

16,) e=:(A)#°v °, 

— 5 5 _ 
16,) e=z(AR 'p'v’, 

_ ı 1 ı 
16;) e=z(AR 'p’#°’. 


Unter allen Umständen nımmt hiernach der Reibungscoöfficient 
mit wachsender Temperatur und mit wachsendem Drucke zu, mit 
wachsendem Volumen dagegen in isothermischen Processen ab, in iso- 
piestischen zu. Letzteres bedeutet, dass die in solchen Processen durch 
Anwachsen der Temperatur entstehende Zunahme grösser ist als die 
durch gleichzeitiges Anwachsen des Volumens eintretende Abnahme. 
Das ist alles so, wie man es erwarten möchte. Der Exponent für die 
Temperatur ist in isometrischen Processen grösser als in isopiestischen 


und ist überhaupt R oder höchstens >. er nimmt zu mit wachsender 
) 


Atomzahl. Die Abhängigkeit von Druck und Dichte in isothermischen 
Processen nimmt zu mit wachsender Atomzahl, sie ist bei einatomigen 
Gasen überhaupt nicht vorhanden und selbst bei dreiatomigen noch so 
geringfügig, dass sie fast ganz vernachlässigt werden kann; sogar bei 


15atomigen Gasen dürfte sie noch kaum der jten Potenz vom Druck 


oder Volumen proportional gehen. Sofern also überhaupt ein Gas 
noch als ideal angesehen werden darf, ist also auch nach dieser Theorie 
der Reibungscoäfficient von Druck und Dichte so gut wie unabhängig. 
Das steht also mit der Maxwell’schen Behauptung in Einklang, und 
ausserdem trägt diese Theorie etwa vorhandener geringer Abhängig- 
keit von Druck und Dichte noch Rechnung, wenigstens bei mehratomigen 
Gasen. 

Was die Abhängigkeit von der Temperatur anbetrifft, so ent- 
sprechen auch diese Formeln der Maxwell’schen Behauptung nicht, 
sie geben zwar für mehratomige Gase eine grössere Abhängigkeit von 
der Temperatur, wenigstens in isopiestischen Vorgängen, als die üb- 
liche Formel 11), indessen ist diese Abhängigkeit selbst bei unendlich 


atomigen Gasen noch geringer (am R des Exponenten ) als der Max- 


Weinstein, Thermodynamik. 2 
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well’schen Behauptung entspricht. Wie sich die Erfahrung hierzu 
stellt und wie die Abweichungen zu erklären sind, wird später dar- 
gelegt werden. 

Führen wir in unseren Formeln an Stelle des specifischen Volumens 
das für alle Gase unter gleichen Verhältnissen gleiche Molekularvolumen 
v ein und beachten die Beziehung unter 15) in Abschnitt 32 für (4). 
so wird, indem zur Abkürzung 


k+5 

17) M'—= (m) °* eatPpm 
gesetzt wird 

5 3k—8 
18,) ) — u" gek v 6k 

_ H) ‘B ı 
18,) oe—=M"(R) ’"p°'v’, 

3k—5 5-3Kk ı 
18,) 0 — M"(R) 6k » 6k 9? 


NM” bestimmt die Abhängigkeit vom Molekulargewicht. Ein Maximum 
oder Minimum kann eintreten für 


k5 
1” ee Teer PI% 
(k |). — 
dm 
also wenn 
d(@ + Bm) 
dm 


negativ ist, @ ist dann ein Maximum. Das kommt vollständig überein 
mit dem, was in Abschnitt 32 über die Stosszahl gesagt ist, nur dass 
bei dieser es sich um ein Minimum handelt, und die Grenzwerthe sind 
dieselben. Maximum des Reibungswerthes und Minimum der Stoss- 
zahl treffen zusammen, die Maxima der Weglängen treffen, wie in Ah- 
schnitt 32 abgeleitet ist, früher ein. Die übliche Formel giebt solche 
Maxima und Minima nicht. da ihr zufolge der Reibungscoöfficient viel- 
mehr ständig mit wachsendem Molekulargewicht anwachsen muss. 
Endlich. da A bei idealen (rasen höchstens gleich s sein kann und 
wenigstens gleich 1 sein muss, erhellt. dass der Exponent von m in 


+) 
der Gleichung für MM” zwischen 3 (für einatomige Gase) und 1 (für un- 


endlich atomige Gase) liert. Bereits für dreiatomige Gase ist er nur 
wenige noch von 1 verschieden. Mit wachsender Atomzahl nimmt also 
die Abhängigkeit des Reibungscoöfticienten vom Molekulargewicht rasch 
ab. Gase, deren Atomzahl fünf oder sechs überschritten hat, besitzen 
bei gleichem Molekulargewichte fast den gleichen Reibungscoöfficienten. 
Von derartigen Verhältnissen giebt die übliche Formel überhaupt keine 
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Rechnung. Wenn man & und ß als wirkliche Constanten ansehen 
darf, sind die Grenzwerthe gegeben durch 


k+5 
GB 

Gehen wir nun zu den vorliegenden Erfahrungen über die Reibungs- 
verhältnisse über, so ist zunächst hervorzuheben, dass keine von ihnen 
eine entscheidende Vergleichung mit den Ergebnissen der theoretischen 
Speculation mit Sicherheit zulässt, denn alle bisher ausgeführten Unter- 
suchungen leiden an dem Mangel, dass die thermodynamischen Ver- 
hältnisse wenig oder gar keine Berücksichtigung gefunden haben. 
Man weiss nicht, ob die Vorgänge, welche die Beobachtungen geliefert 
haben, mehr adiabatisch oder isothermisch u. s. f. gewesen sind, und 
die Untersuchungen sind meist auf die Abhängigkeit von einer der 
Variabeln, dem Drucke oder der Temperatur gerichtet gewesen. Dazu 
kommt noch die Schwierigkeit, welche die mathematische Entwickelung 
der erforderlichen Gleichungen — denn der Reibungscoöfficient kann 
aus den Beobachtungen nur errechnet werden — zur Berechnung 
bietet, und welche zu mehreren, oft nicht beurtheilbaren Vernach- 
lässigungen zwingt. 

Es handelt sich zunächst um die Voraussagung Maxwell’s hin- 
sichtlich der Abhängigkeit des Reibungscoöfficienten allein von der 
Temperatur. Entscheidend hierfür sind die Versuche, welche bei con- 
stanten Drucken oder Dichten ausgeführt sind, also die Beobachtungen 
an schwingenden Körpern in Gasen, wie sie von O. E. Meyer!), 
Maxwell?2), Kundt und Warburg‘), Crookes*), zuletzt von 
Warburg und Babo°) ausgeführt sind. Die anderen Versuche über 
den Durchgang der Gase durch Röhren sind deshalb viel weniger be- 
weisend, weil bei ihnen der Druck und die Dichte nothwendig variabel 
sind, und der Nachweis sich weniger auf Unabhängigkeit von Druck 
und Dichte als vielmehr auf solche von Differenzen dieser Grössen 
bezieht. 

In der ersten Art von Versuchen also lässt man einen Körper, 
eine Kugel oder ein Pendel u. s. f. in einem Gase unter verschiedenen 
Drucken schwingen. Man nimmt an, dass der Körper allmälig das 
Gas in seine Bewegung mit einbezieht, also auch im Gase schwingende 
Bewegungen entstehen; diese sind an verschiedenen Stellen verschieden 
stark, wodurch Reibung der einzelnen Gastheile an einander bewirkt 
wird. Diese Reibung beeinflusst die Mitbewegung des Gases, und in- 
dem die Mitbewegung des Gases ihrerseits auf die Bewegung des 


m zZ — 


Y) Pogg. Ann., Bd. 125, S. 177. 

8) Proceedings of the Royal Society 1866, Vol. 15, p. 14. 
®) Pogg. Ann., Bd. 155, Seite 337 ff. 

*) Philosophical Transactions 1881, Vol. 172, p. 387. 

®) Wiedemann’s Ann., Bd. 17, 8. 390. 
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Körpers einwirkt. kann man aus den Beobachtungen über diese letztere 
auf die Mitbewegung des Gases und hierdurch auf die Reibung in ihu 
schliessen. 

Die betreffenden Versuche von O.E. Meyer und von Kundt und 
Warburg zeigen, dass völlig unabhängig vom Drucke der Reibungs- 
coefficient nicht ist. In zwei Versuchsreihen fand O.E. Meyer für Luft: 


erste Versuchsreihe: 


beim Druck von .... 157,5 500,6 251,1 mm Quecksilber 


als Reibungscozfficient 0,000332 0,000307 0,000236 —® —-, 
cm. Bec. 


zweite Versuchsreihbe: 


beim Druck von .... 749,1 499,7 250,5 mm Quecksilber 


als Reibungscoefficient 0.000388 0,000385 0,000318 —®— . 
cm. sec. 

Die Temperatur war in den ersten drei Beobachtungen 22,4° C., 
ın den letzten drei 20,4°C. Beide Reihen zeigen deutlich eine Ap- 
nahme des Reibungscoefficienten mit abnehmendem Drucke, also auch 
abnehmender Dichte des Gases. Sind auch die Zahlen für diesen 
Cosfticienten an sich vielleicht anfechtbar, der Gang derselben dürfte 
Zweifeln kaum unterliegen. Im Mittel hätten wir bei 21,4°C.: 


für einen Druck von... 750 500 250 mm Quecksilber, 
als Reibungsco@fficienten 0.000360 0,000 346 0,000277 —B_. 
cm. sec. 


Die Abnahme ist nicht gross. aber deutlich ausgesprochen. 

Eine andere. nach derselben Methode ausgeführte Anzahl von Ver- 
suchen rührt von Kundt und Warburg her und bezieht sich auf 
Luft. Kohlensäure und Wasserstoff. Für jedes dieser Gase sind drei 
Versuchsreihen vorhanden. die ich. weil die Zahlen von den genannten 
Herren selbst nicht zerechnet sind. sämmtlich mittheilen will, indem ich 
noch pemerke. da:s a..e Zahlen sich auf 15°C. beziehen und die Reibungs- 
cafürienten in abso,uten Einheiten em “ geben (s. Tabelle a. £. S.). 

Die drei Reihen weichen zwar systematisch von einander ab, alle 
aber .assen eine Abratme des Reibunrscoäfücienten mit abnehmendem 
Drurze erkenzen. zweiie../s ist diese Ahnahme von etwa 400 mm Queck- 
süteräruck ab verhanden. wihrend siz zwischen 400 und 750 nicht mit 
Siyterheit berveortritt. Die erste Reiie ziebz die stärksten Asnderungen, 
Sr atltegie sehwichsten, im ganıın sind lie Aenderungen jedoch gering 
un! znamentiich gering bei der Kehlsnsaure. Leider lassen sich sichere 
Mittewerthe nieht bien, erstens wei) iie Reihen sich nicht voll- 
stäniig entspreshen, Zweitens weil, wie sch:n bemerkt, die Reihen 
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Erste Versuchsreihe: 


Luft Wasserstoff Kohlensäure 


— 


Beibungs- 
coefllcient 


Beibungs- 
coefficient 


Druck 
mm Hg 


0,0001932 0,0000956 0,0001587 


20 1915 20 935 
7,7 1894 922 
2,4 1835 | 
1,53 1756 | 
0,63 1621 ! 


Zweite Versuchsreihe: 


mm Hg | mm Hg mm Hg 
750 0,0001864 750 0,0000901 1 750 0,0001493 
380 1862 380 901 880 1493 
20,5 | 1852 20 894 20,5 1483 
24 | 1804 2,4 1467 
1,58 i 1763 1,54 1442 
0,63 | 1674 0,65 1381 

Dritte Versuchsreihbe: 

mm Hg mm Hg mm Hg 
750 0,0001894 750 0,0000918 750  -0,0001524 
380 1894 380 914 380 1511 
20,5 1890 20,5 909 8,8 1506 
7,3 1867 8,1 909 2,4 1498 
2.4 1845 2.4 891 1,48 1473 
1,53 1805 0,65 | 825 0,60 1433 

0,68 1756 | | | 


systematisch von einander abweichen und nicht auf einander reducirt 
werden können. 

Bei der zweiten Methode lässt man (sase durch enge Röhren 
unter verschiedenen Drucken strömen. Die Drucke werden am Ein- 
gange und am Ausgange der Röhren variirt. Da hier der Druck 
innerhalb der Röhre von Querschnitt zu Querschnitt sich ändert, gehen 
die Reibungserscheinungen unter verschiedenen Drucken vor sich, man 
nimmt von vornherein an, dass sie von diesen Drucken nicht abhängen 
und sieht zu, ob die dann berechneten Ausflussmengen oder Druck- 
veränderungen am Eingange oder Ausgange der Röhre mit den be- 
obachteten Mengen oder Druckänderungen übereinstimmen. Diese 
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Metliode ist theoretisch sehr anfechtbar, sie ist aber sehr bequem und 
viel angewandt. Sie heisst auch die Methode der Transspiration:- 
Leubachtungen. Ich habe schon bemerkt, dass es sich hier nur un 
eine Abhängigkeit des Reibungscoöflicienten von dem Ueberdruck au 
der Eingangsstelle ın die Röhre und der Ausgangsstelle, nicht vom 
absoluten Drucke selbst handelt. 

Aus den sehr ausgedehnten Versuchsreiben von Graham!) hat 
0. E. Meyer nachgewiesen, dass eine solche Abhängigkeit vom Ueber 
druck mit Sicherheit nicht geschlossen werden kann, wenigstens nicht 
wenn es sich um Drucke zwischen 5 und 50 cm handelt. Dageger 
tritt die Abhängigkeit vom Drucke bei höheren Drucken deutlich her 
vor. Entscheidend hierfür sind die Versuche von Warburg und 
Babo. Sie beziehen sich nur auf ein Gas, auf Kohlensäure, dafür 
reichen sie bis zu Ueberdrucken von mehr als 110 Atmosphären. Leider 
beginnen sie freilich erst bei Ucberdrucken von 43 Atmosphären. :» 
dass zwischen 1 Atmosphäre und 43 Atmosphüren eine breite Lücke 
klafft. Die Kolilensäure war nicht ganz luftfrei, doch betrug der Luft- 
gehalt in keinem Falle 0,01 Volumenprocent, so dass er für unsere 
Frage kaum in Betracht kommt. Drei Versuchsreihen sind bei 32,6°C. 
ausgeführt, eine bezicht sich auf 40,3°C. Da die Versuchsreihen im 
übrigen mit einander congruiren, gebe ich sogleich die Mittelwerthe für 
32,6°C. an, inden: ich nur noch bemerke, dass die Drucke zwar nicht 
srenau in Einheiten eines normalen Atmosphärendruckes gegeben sind, 
aber doch nahezu. Genau sind die hier als Drucke bezeichneten 
Grössen Zahlen, welche der Dichtigkeit des Stickstoffs entsprechen. 
Besonders dankenswerth ist, dass auch die Dichte der Kohlensäure in 
jedem Falle mitbestinmmt ist: 


Druck Dichte Reibunge- 
coöftlicient 

45,1 oe, Jon 0,000 177 
50,7 170 189 
70,3 240 212 
5,0 310 240 
11,1 380 77 
7 4A0 323 
I zu 370 
2,5 sau 424 
San I Te 499 
90,7 750 70 
111,5 | Ruu 688 


Der Reibungscoäflicient steigt mit wachsendem Drucke und mit 
wachsender Dichte, und zwar mit letzterer noch regelmässiger als mit 


Trans. 1846, p. 573 und 1849, p. 349. 
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ersterer, denn an der Stelle der Drucke, woselbst schon geringen 
Druckveränderungen starke Dichtigkeitsänderungen entsprechen, steigt 
der Reibungscoöfficient nicht in so geringem Maasse wie die Drucke, 
sondern so stark wie die Dichten. Das Ansteigen vermehrt sich mit 
wachsender Dichte. Da der Reibungscoöfficient unter normalen Ver- 
hältnissen nach den Angaben von O. E. Meyer etwa 0,000150 be- 
trägt, so wächst er vom Druck 1 Atmosphäre bis zum Druck 43 Atmo- 
sphären um 0,000027, dagegen für die folgenden 42 Atmosphären um 
etwa 0,0004, das ist der l5fache Betrag. 

Vergleichen wir diese Ergebnisse der Erfahrung mit den An- 
gaben der verschiedenen Tbeorieen, so zeigt sich, dass an sich gute 
Uebereinstimmung vorhanden ist. Die letztgenannte Reihe von Ver- 
suchen müssen wir von vornherein ausschliessen, denn bei so hohen 
Drucken entspricht der Zustand der Kohlensäure nicht mehr dem eines 
idealen Gases, wie auch die Vergleichung der Reihe für die Drucke mit 
der für die Dichten, die nicht mehr dem Boyle’schen Gesetze ent- 
sprechen, lehrt. Alle anderen aber ergaben, dass zwar eine wirk- 
liche Unabhängigkeit von Druck oder Dichte anscheinend unter keinen 
Umständen besteht, dass eine solche jedoch innerhalb eines weiten 
Intervalls von vielleicht on Atmosphäre bis zu 10 Atmosphären mit 
hinreichender Genauigkeit angenommen werden kann. 

Mit diesen Ermittelungen sind alle bisher aufgestellten Theorieen, 
auch die hier neu gegebene, in Einklang, denn auch nach letzterer ist 
eine Abhängigkeit des Reibungscoöfficienten vom Druck gar nicht oder 
nur in sehr geringem Maasse vorhanden, so lange das-Gas noch als 
ein ideales betrachtet werden darf, d. h. bei nicht zu hohen und nicht 
zu geringen Drucken. Die hier aufgestellte Theorie verlangt voll- 
ständige Unabhängigkeit vom Druck innerhalb der bezeichneten Grenzen 
nur für einatomige Gase. Versuchsreihen mit wechselnden Drucken 
für solche Gase scheinen jedoch nicht vorzuliegen, nur Angaben für 
bestimmte Drucke sind mir bekannt. Diese Behauptung lässt sich also 
nicht prüfen. Für andere Gase geben die Formeln eine gewisse Ab- 
hängigkeit und ist die Prüfung möglich. Nehmen wir beispielsweise 
das Mittel der Versuchsergebnisse von O. E. Meyer für Luft, welches 
zwar kein einfaches Gas ist, aber sich wesentlich wie ein solches ver- 
hält, so käme, weil Sauerstoff und Stickstoff beide zweiatomig sind, die 
Formel unter 14,) in Betracht. Die Abhängigkeit vom Druck ent- 


spräche der = ten Potenz des Druckes, und es wäre 


woselbst c aus den Versuchen zu ermitteln ist. Man findet aus den 
angeführten Zahlen c = 0,0002241, und hiermit berechnet sich wieder 
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9 für die drei angegebenen Drucke zu 0,000345, 0,000331, O,C 
no dass gegen die Beobachtungen Abweichungen bleiben von — O,( 
— 0,000015, :+ 0,000032, also durchschnittlich von etwa 6 I 
was an sich nicht viel ist. Es wäre aber aus dieser Beobac) 
reihe zu schliessen, dass die Formel eine zu geringe Abhän 
des Reibungscoöfficienten vom Druck angiebt. Dagegen folgt bı 
weise aus der dritten Versuchsreihe von Kundt und Warbur 
die Formel eine zu grosse solche Abhängigkeit feststellt. 

Aus den bis jetzt vorliegenden Beobachtungen lässt sich ei 
scheidung nicht entnehmen; die ausserordentliche Schwierigk: 
der ihre Ausführung verknüpft ist, macht die Ergebnisse s« 
sicher; ist doch beispielsweise die Veränderlichkeit des Reibung 
cienten mit dem Drucke nach der ersten Versuchsreihe von ] 
und Warburg fast dreimal so gross wie nach den beiden fol, 
und nach diesen beiden kaum ein Zehntel so gross wie nach d 
suchsreihe von O0. E. Meyer. Zu dieser Schwierigkeit komm 
ein Umstand, auf den hingewiesen werden muss. 

In der Formel für @ bedeutet nämlich p den Druck, der 
Stelle, woselbst die Reibung herrschte, vorhanden war. Dieser 
nun hängt von der Bewegung ab und ist an verschiedenen Ste] 
(raser während der Bewegung verschieden. In Folge der Be 
wird er kleiner sein als wenn Ruhe herrscht, und zwar um sw 
im Verhältniss zum Drucke, wenn Ruhe herrschen würde, je 
das Gas ist. Was aber ın den Beobachtungen angegeben «. 
lediglich der statische Druck im Ruhezustande, nicht diese 
misch modifieirte. Auch die Dichte varürt während der Ber 
was gleichfalls nicht berücksichtigt werden kann. Welche Ca 
in Folge dessen an den Druckangaben anzubringen ist, läs 
nicht sagen. 

Auf einen anderen Mangel der vorliegenden Beobachtunge 
bald aufmerksam zu machen sein. e“ 

Für grössere Dichten ist. wie die Versuche von Warbaı 
Babo erkennen lassen. selbst die von unserer Formel 
hängigkeit vom Volumen unzureichend. Es ist jedoch zu be 
dass für dic wirkäichen Gase % seibst mit wachsender Dichte zı 
Abschnitt »&. aasurch niımıt auch die Abhängigkeit des Ba 
en -fharerten von. Vırutsen m. abıchmendem Volumen zn. als 


p.iciren sich die \erimtsisse sehr. denn dann Vvarüren ax 


. & 
anderen Vart.ver. s. a St.iei I; vOUSTADnLTem Dd, und (m ' 
e.mstan.tem m Starter seion.ct saruber nicht AUSSagen. wei 
die Funetion. zach se don. altangig ist. nicht kenn 
Aitigen Kain do NaS vu. Wohnen tz. 

Genen, won u Ablaugiekeit von der Test 
20 hiegen. uva ori imo. Ton ..f6 Versuche vor. Ale ar 
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dass der Reibungscoöfficient mit wachsender Temperatur ansteigt. Das 
entspricht auch allen bisher abgeleiteten Theorieen und nicht minder 
der hier dargelegten. 

Nach den Angaben der verschiedenen Beobachter soll der Reibungs- 
coöfficient unter den bei ihren Versuchen herrschenden Umständen 
einer Potenz der absoluten Temperatur proportional sein, die etwa 


zwischen . und 1 liegen und mit der Atomzahl wachsen soll. 


Die Hauptbeobachtungen sind an Transspirationsvorgängen ge- 
macht und zwar in der eingehendsten Weise von Obermeyer!). 
Folgende Formeln gelten nach ihm: 


mn Emma I — m 


Gas Atom- | Molekular- Reibungscoefficient 
zahl gewicht 
I 
Wasserstoff .. . . . . | 2 2 0,0000861 (1 + 0,003665 t)0,70 
Sauerstoff... ... . 2 | 32 0,0001878 (1 + 0,003665 t)0,80 
Stickstoff . . . . . . . 2; 28 0,0001559 (1 + 0,003885 t)0,74 
Luft ... 2.2220. 2 ı 29 0,0001678 (1 + 0,003865 t)9,76 
Kohlenoxyd ...... ee 30 0,0001625 (1 + 0,003865 t)0,74 
Stickoxydul . .... . I 3 44 ı 0,0001853 (1 + 0,003719 t)0,98 
Kohlensäure. . . . . . Ä 3 44 | 0,0001383 (1 + 0,003701 t)0;94 
Asthyln . ...... er 28 | 0,0000922 (1 + 0,003665 t)0,96 
Aethylchlorid . .... — Ä 28 | 0,0000889 (1 -F- 0,003900 t)0,98 
| | 


$ ist die Temperatur in der Celsiusscala gemessen. Das Anwachsen 

des Exponenten der Temperatur mit wachsender Atomzahl ist deutlich 
“ susgesprochen. Nur die hier dargelegte Theorie sagt dieses Anwachsen 

wenigstens in isometrischen Versuchen unzweideutig voraus, alle an- 
deren Theorieen ergaben für alle Gase unter allen Umständen nur 
6 die gleiche Abhängigkeit. 

‘ Was aber die Stärke dieser Abhängigkeit von der Temperatur an- 
M betrifft, so scheint die von Maxwell angegebene der Erfahrung noch 
»f& am besten zu entsprechen. Nach ihr soll der Reibungscoöfficient der 
se‘ Temperatur proportional ansteigen. Die übliche Formel unter 11) 
# setzt ein Ansteigen proportional der Quadratwurzel aus der Tempe- 
s“ ratur fest, wenn man sie nicht durch Wahl einer geeigneten Function 
„’ für den Wirkungsradius 0 der Erfahrung noch anpassen will. Die 
„r hier abgeleiteten Formeln sind für mehratomige Gase und isometrische 

Versuche günstiger gestellt, jedoch immer noch nicht so, wie es 
« swünschenswerth wäre, der Exponent der Temperatur läge zwischen 0,6 
‚für zweistomige Gase und 0,833 für unendlich atomige, während er 
„oe der Erfahrung zufolge zwischen etwa 0,75 für zweistomige und 1,00 


Pr ) Carl’s Repertorium 1877. 


n * 
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fur unendlich atomigre liegt, es bleibt eine Differenz von gegen O,lt 
nach dieser Theorie und von 0.25 bis 0,50 nach der Formel unter 11). 

Nun ist aber Folgendes zu beachten. Erstens ist X& thatsächlich 
keine Constante, sondern selbst von der Temperatur abhängig. Da e: 
mit wachsender Temperatur abnimmt, so nimmt die Abhängigkeit de: 
Reibungscveftieienten von der Temperatur nach den gegebenen Formeln 
rascher zu. als vs mach diesen Formeln den Anschein hat. Su würde 
beispieisweise in isometrischen Vorgängen der Exponent von 9 mit 
wachsender [ezuperatur selbst anwäachsen. 

weiter» Wanıt der Reibungscoöfticient nicht bloss von der Tempe- 
ratur ab, sondern uch, wie die Erfahrung lehrt und der hier dar- 


Altunexkes von der Temperatur verschieden ausfallen. je nachden 
bei den heszuden den Versuchen ein Wärmeaustasusch mit der Un- 
zebung szartäeder der nieht. Adisbatische Vorgänge müssen eine 
andere Fuxetioz der I[cwperitur ergeben als diabatische. Hierau 
hat schon oO. F. Meyerö hingewiesen und diesem Umstande dadurch 
Kevauuug zu tragen versucht, dass er die betreffenden Vorgänge. nin- 
ich bei Jen Vrausspirstions! beubachtungen von Graham, halb al: 
adiabstische, nad ar Jisbatiscbe behandelte Das letztere besagt. 
er zabım au. dass zwar ein Wärmesustausch mit der Umgebung :tatt- 
‘gi, sder mient in dem Mausse, wie er bätte ststtlinden sollen un 
zarte stattiinden Sjuzer, wern die Vorgänge sich hinlänglich langsaz 
s2g.stteit alten. A: ges: Eis Ser Uamsgliehkert, zu entscheiden. wi 
e. zen vorilerenden Be barıtumzen Jer Wärmesustausch mit der Un- 
zesunz genau statzgeizeden Nat nnd amfesichts des Umstandes. das 

ier Uhar ae Letuzesti.itieT der (rase zu gering ist. um bei den 
SRNEWIRdIgKeten, 7 wiogen ın Jen Versuchen die Vorgänge sich 
s’ursDleit ade e.imein W' heben. ien Verhältnissen entsprechenden 
N ureaustaasen ans „suseiatnir.diege Annahme von 0. E. Merer 
2m asus Tiossil, Tas Zrutem Ne Vorgänge sind zum Thei 


rose der, at: diische Vyrwänge 


% . 'n - Rdn 
„ ? = 
. L 2. 
“.ı or . . "2.277 UENLSU (rası 3- für zweıstomift 
s _ 2... "am man die Vorgänge bei de 


sy; ıDselen, 3) würde hierzad 
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. . 1 
für sie ® in den Potenzen 2’ 0,72, 0,88 u. s. f. erscheinen und das 


entspräche den Angaben v. Obermayer’s sehr gut. Wir können 
hiernach wohl sagen, dass aus den Beobachtungen ein Grund, die 
Richtigkeit der Formeln zu bezweifeln, nicht entnommen werden kann, 
dass im Gegentheil die Formeln in ihnen eine gewisse Stütze finden, 
denn den Verhältnissen entsprechend interpretirt, geben die Beob- 
achtungen keine andere Abhängigkeit von der Temperatur als die 
Formeln auch. Das gilt jedoch nur für die hier abgeleiteten Gleichungen 
und für mehratomige Gase. Für einatomige Gase soll der Theorie zu- 
folge E immer proportional y$® sein. Von Koch liegt eine Angabe 
über den Exponenten von ® für Quecksilberdampf bei hohen Tempe- 
raturen (370°C.) vor. Danach soll dieser Exponent 1,6 betragen; das 
stimmt mit der Theorie absolut nicht und weicht auch von allen an- 
deren Angaben, wonach der Exponent bei einatomigen Gasen am 
kleinsten sein sollte, ab. Eine Erklärung weiss ich nicht zu geben, 
vielleicht gelten die Formeln für Dämpfe überhaupt nicht. 

Wir haben nun noch die Ergebnisse der Erfahrung hinsichtlich 
der Abhängigkeit des Reibungscoöfficienten vom Molekulargewicht und 
von der Atomzahl mit denen der Theorie zu vergleichen. 

Die Hauptformel der üblichen Theorie unter 11) besagt, dass, 
wenn 6 als constant betrachtet werden darf, der Reibungscoöfficient 
proportional der Quadratwurzel aus dem Molekulargewicht anwächst, 
und zwar unabhängig von der Atomzahl. Nach den Angaben, die 
ich hierüber dem schon mehrfach erwähnten schönen Werke von O. E. 
Meyer entnehme, ist dieses allgemein sicher nicht der Fall. Vielmehr 
steigt der Reibungscoöfficient mit wachsendem Molekulargewicht erst 
an, um dann wieder abzunehmen, er ist eine periodische Function des 
Molekulargewichtes. Folgende Zusammenstellungen (s. Tab. a. f. S.) 
mögen das versinnbildlichen. 

Die Zahlen sind sämmtlich auf 0°C. bezogen. Auf die Zahlen der 
beiden letzten Spalten kommen wir später zu sprechen. Die Tabelle 
beweist die obige Behauptung ohne Weiteres. Zunächst hängt hier- 
nach zweifellos der Reibungscoöfficient von der Atomzahl ab, und zwar 
vermindert er sich mit steigender Atomzahl. So kommt dem sieben- 
atomigen Methyläther weniger als die Hälfte des Betrages des Reibungs- 
coefficienten zu, welchen das an Molekulargewicht noch ein wenig 
geringere Argon aufweist. Der 15atomige Aether hat einen Reibungs- 
coöfficienten, der nur halb so gross ist wie der der gleich schweren 
schwefligen Säure u. s. f. Ferner ist in den ausgedehnteren Reihen für 
ein-, zwei-, drei- und fünfatomige Gase das Anwachsen und die darauf 
folgende Abnahme des Reibungscoefficienten mit wachsendem Mole- 
kulargewichte deutlich genug ausgesprochen. Wie die Grösse des 
Reibungscoöfficienten mit wachsender Atomzahl abnimmt, so ver- 
ringert sich auch deren Veränderlichkeit mit dem Molekulargewicht. 
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Molekular- Reibungs- Mittlere | 
Gas | co#fficient Werlänge 
| gewiclit ’ g’ang 
| cm-sec cm Millionen 
Einatomige Gase: 
Helium 4: 0,000 185 | 0,0000240 ' 4 
Argon... 2... 40 0,000 208 . 0,00000989 * 3 
Quecksilberdampf . . | 198,9 0,000162 |! 0,0000034 ! z5W 
Zweiatomige Gase: 
Wasserstoff 2 | 0,000084 | 0,0000178 | 9% 
Kohlenoxyd 27,8 0,000 167 0,0000095 480 
Stickatoff 27,9 ' 0,000 167 0,0000095 ' +4iW 
Stickoxyd 29,8 | 0,000 168 | 0,0000094 | 4 
Sauerstoff | 31,8 0,000 191 0,0000102 ' 419 
Uhlorwasserstoff h 36,2 0,000 141 0,0000071 56:0 
Chlor | 70,4 | 0,000 128 | 0,0000046 6 
Dreiatomige Gase: 
Wasserdampf. 17,9 0,000 097 0,0000071 TI 
Schwefelwasserstoff . 33,8 0,000 118 0,0000080 I 
Kohlensäure . | 43,7 0,000 145 0,0000065 53% 
Stickoxydul | 43,8 0,000 144 0,0000065 55 
Schweflige Säure . ' 63,6 0,000 125 0,0000047 63W 
Vieratomige Gase: 
Ammoniak . . 16,9 0,000 098 0,0000071 au 
Cyan 51,7 0,000 097 ı 0,0000040 2% 
Fünfatomige Gase: 
Grubengas . 15,9 0,000 106 | 0,0000080 5% 
Chlormethyl 50,1 1 0,000105 | 0,0000 TE 
Methyichlorid Su | 0,000 108 | 
«hlorofuorm . 119 | 0,000 096 | 
Sechsatomige (rase: 
Asthrien. 28 0,000 099 ' O,OWONEE EX 
Sieben- bis fünfzehnatomige Gase: 
Merby.äther 46 v,000 092 0,000 041 By 
Aetivi.hder:d gt N.000 094 
Alkub-) 46 v.ud0 083 
Acetou An 0,000 073 
Benz.üi . DRS v,o00 071 
Arıber 4 0,000 069 


f I” 
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Von allen diesen auffallenden Verhältnissen giebt die gewöhnliche 
Formel unter 11) keine Rechenschaft, doch kann sie freilich denselben 
angepasst werden, da für die Grösse 6 nichts vorausbestimmt und 
nichts bekannt ist. 

Was dagegen die Formeln anbetrifft, die hier abgeleitet sind, so 
ist schon auf Seite 322 dargelegt, wie sie genau das Nämliche voraus- 
Ssgen, was der Anblick der Zahlen in der Tabelle lehrt. Qualitativ 
entsprechen sie jedenfalls der Erfahrung, und zwar sowohl hinsicht- 
lich der Abhängigkeit vom Molekulargewicht als auch in Bezug auf 

die Abhängigkeit von der Atomzahl. Die quantitative Prüfung ist 
mit grossen Schwierigkeiten verknüpft, weil das vorliegende Material 
doch sehr unvollständig und unsicher ist. In der Gruppe der ein- 
gomaigen Gase ist fast alles ungewiss, für Helium und Argon’ stehen 

die Molekulargewichte nicht fest, für Quecksilberdampf ist der Reibungs- 
eo&fficient für 0° mit einem unsicheren Temperaturcoäfficienten durch 
an so weites Intervall wie 370°, wodurch er auf !/, des beobachteten 

erthes reducirt wird, errechnet. In der Reihe für zweiatomige Gase 

dürften noch die sichersten Zahlen stehen, doch fällt hier die An- 
gabe für Sauerstoff stark heraus, sie ist grösser als für Stickstoff und, 
wie hinzugefügt werden kann, für Luft (o = 0,000172). Ueber die 

ahlen in der Reihe der dreiatomigen Gase habe ich kein Urtheil, für 

Ohlensäure jedoch wird oft eine viel grössere Zahl für den Reibungs- 
©6öfficienten angegeben. Die Zahlen der übrigen Reihen kommen für 
©ine quantitative Prüfung überhaupt nicht in Betracht. 

Das Maximum des Reibungscoäfficienten scheint bei zweiatomigen 
Gassen bei einem geringeren Molekulargewicht einzutreten (etwa bei 
32) wie bei dreiatomigen (etwa bei 40). Das würde mit unserer 

eorie stimmen, wenn, was ja sehr nahe liegt, & und ß als constant 


angesehen werden dürfen, denn es ist dann der Grenzwerth für das 


. . . . {) Ö . . . 
Molekulargewicht bei zweistomigen Gasen — o ; bei dreiatomigen 


nn Ol also bei letzteren jedenfalls | grösser als bei ersteren. Den 
Werth von ß kann man hieraus leider nicht mit einiger Sicherheit be- 
rechnen, weil sich die Grenzwerthe für mn: aus den Beobachtungsdaten 
mur ungenau vermuthen lassen. Nur die Grössenordnung wäre zu 
ermitteln. Aus den Angaben für zweiatomige Gase erhielte man mit 
m — 32 als Grengwerth etwa ß — — 0,024, aus denjenigen für drei- 
atomige mit m —= 40 etwa B = — 0,020. Trotz der nahen Ueber- 
einstimmung kann man diese Zahlen doch nur als erste rohe Nüherungs- 
werthe ansehen. 

Zur genaueren Ermittelung müssen die Werthe des Reibungs- 
coöfficienten selbst herangezogen werden. Die hier anzuwendende 
Formel 18,) in Verbindung mit Formel 17) ergielt in gewöhnlichen 
Logarithmen 
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loyge — loyz + Pm)loye 


+" En (loyp — log.) +3 — vg, 
also 
(& + Bm)loge = logo — lugz — 5 Wyd — a Ivqm 
— 273° (ogp—logR). 
uk 


Indem wir alles auf absolute Einheiten beziehen und für » deı 
Normaldruck 1013217 und für ® die Temperatur 0°C., also 273 an 
setzen, wird, weil 1} — 82889500 und z nach O. E. Meyer gleic 
0,30967 ist, 

-3k 


(« + Bm)loge = lıyo — 0,70898 + ar - 1,91280 


Ich führe die Rechnung für einatomige, zweiatomige und dreiatonig 


Gase aus und setze für diese Gase k = >; 1,4; 1,3, somit 


5—-3k_, 1 1 
6E 0.’ 105° 78° 
+5 _2 8 21 
6k 3’ 105’ 236’ 


wonach wir erhalten für einatomige Gase 
(& + Ba) loye — lun@ — 0,70898 — . log m, 
für zweiatomige Gase 


(« + Pm)loye = long — 0,52681 — logm, 


S_ 
10,5 
für dreistomige Gase 
(a + Bm)loye = Iyo — 0,43923 — 24 logm. 
Da es nicht ohne Interesse ist, die Werthe von (& + Bm) iu 


selbst kennen zu lernen, lasse ich sie, abgesehen von den in de 
Formeln stehenden Constanten, folpen. Sie sind sämmtlich negativ. 
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4,1838 4,3043 5,0252 
4,7499 4,8775 5,1590 
5,3232 4,8790 5,1636 
4,8977 5,1718 
4,8634! | 5,3593 
5,0836 
5,3008 }) 


Abgesehen von der mit einem Ausrufungszeichen versehenen Zahl 
für Sauerstoff wachsen alle mit wachsendem Molekulargewicht. Man 
erhält nun folgende Werthe durch Ausgleichung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate: 


für einatomige Gase 

ee —=—1161, P= —0,01190, 
für zweiatomige Gase ?) 

“= —1141, P= —0,03226, 
für dreiatomige Gase 

“= —1228, P= — 0,01267. 


Die Werthe für & und ß sind also wohl sicher als durchaus real zu 
bezeichnen, wenn auch die Erfahrungen nicht hinreichen, sie absolut 
mit hinreichender Genauigkeit abzuleiten. Der Gang der hiernach zu 
berechnenden Reibungscoäfficienten entspricht in jeder Reihe genau 
dem der beobachteten Zahlen, die Abweichungen zwischen Beobachtung 
und Rechnung sind aber nicht unerheblich. Am grössten sind sie für 
die einatomigen Gase, wiewohl hier nur eine Gleichung überschüssig 
ist. Angesichts dessen, was früher über die Unsicherheit der Mole- 
kulargewichte zweier Gase und die Unsicherheit des Reibungscoeffi- 
cienten für das dritte Gas gesagt ist und der Anwendbarkeit der Formeln 
für das letztere (weil die Bestimmung des Reibungscoöfficienten sich 
auf den Körper im dampfförmigen, nicht ideal gasförmigen Zu- 
stande bezieht) wird dieses nicht Wunder nehmen. Für die anderen 
beiden Reihen, von denen die erste fünf, die zweite drei überschüssige 
Gleichungen bietet, ist die Uebereinstimmung zwischen Rechnung und 
Beobachtung eine viel bessere und ausserdem — und das ist von 
Wichtigkeit und spricht weiter zu Gunsten der Theorie — ist das 
Verhalten der Formel zu den Zahlenreihen bei den zweiatomigen Gasen 
entgegengesetzt wie bei den dreiatomigen, für jene giebt die Formel 


!) Für Chlor ist k = 1,34 abweichend von dem für zweiatomige Gase 
sonst geltenden Werth 1,40. 

2) Abgesehen von Chlor, wofür die Constante « einen etwas anderen 
Werth haben muss. 
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nicht aus den angegebenen Gründen beigebracht werden. Dass man 
auf die Schwankungen, welche die Werthe für die mittlere Weglänge 
innerhalb jeder Reihe aufweisen. gar kein Gewicht zu legen hat, braucht 
wohl nicht erst begründet zu werden. 

Eine Folge der so geringen mittleren Weglänge und der, wie «ir 
früher Abschn. 23 gesehen haben, so grossen molekularen Geschwindig- 
keit ist die ausserordentliche Grösse der Stosszahl, sie beträgt bei allen 
aufgeführten Gasen mehr als 4000 Millionen in der Secunde, steigt! 
aber zu fast 10000 Millionen. Die Gasmolekel bewegen sich also kaum 
Zo0g illiontel Secunde ungehindert, so dass es sich bei ihnen eigent- 
lich mehr um ein ausserordentlich rasches Zittern nach allen möglichen 
Richtungen wie um wirkliche Fortbewegung handelt; dass eine Ga- 
molekel in endlicher Zeit ihre Lage um irgend eine mesebare Strecke 
verändern kann, wird man hiernach kaum annehmen wollen, wenig- 
stens würde man das für einen merkwürdigen Zufall betrachten, wen 
das ja geschehen sollte. Indessen darf man nicht vergessen, dass & 
sich hier nur um mittlere Verhältnisse handelt, einzelne Molekela 
werden endliche Strecken ungehindert durchmessen. Ihre Zahl lies* 
sich auch an der Hand des Maxwell'schen Gesetzes über die Ver 
theilung der Geschwindigkeiten berechnen. Doch hat das keinen Werth. 
Im Allgemeinen gehören besondere Vorgänge dazu, wenn Gasmolekeln 
sich um endliche Strecken von Ort zu Ort fortbewegen sollen. Dahin 
zählt die nicht weiter interessirende Strömung und dann die Diffusion. 
zu deren Besprechung wir übergehen. 


43. Kinetische Theorie der Diffusion der Gase, Theorie va 
Maxwell. 


Die thermodynamischen Verhältnisse der Diffusion sind schon us 
Abschnitt 35 behandelt. Hier kommt es auf den eigentlichen kine- 
schen Vorgang an. Ich erinnere daran, dass bei der Diffusion die di 
(rleichungen bestehen: 


pr = Ep — const, 
1) u" — In = const, 
I — comst. 


p ıst der Gesammtdruck des (semisches, n ist die Gesammtzall ak 
Molekeln des (remisches in einer Volumeneinheit, & ist die Tempersie. 
alle diese Grössen sollen an allen Stellen des Gemisches immer d# 
nämlichen Werth haben. wie auch die Partialdrucke Ps und die Parıı 
zahien 2, variiren mören. Wenn nun trotzdem die Gase sich dd 
eininder beweren, so kann das nur dadurch stattfinden, dass es 
ihr» Partialirurke nicht überall rleieh sind. 
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Wir betrachten den Fall zweier Gase. Sie sollen sich in einer 
cylindrischen horizontalen Röhre befinden und ihre Bewegung gehe 
parallel der Axe der Röhre, die wir mit x bezeichnen. Jedes der Gase 
geht von Orten höheren zu Orten niedrigeren Partialdruckes, und zwar 
so lange, bis jedes von ihnen die Röhre überall mit gleicher Dichte 
erfüllt und sein Partialdruck überall der nämliche ist. Ist der Partial- 
druck des einen Gases an einem Querschnitte 9, und an dem davon 
nur + 3 dx abstehenden p,', so haben wir 


ld 
2) pı =Pı + > 2 Fr dx 
Analog ist 
1 dp 
— +_ 
2:) P=1I,7, d 
für das zweite Gas. Ferner ist auch 
8,) N =n4t> dx 
1 Ang 


Multiplicirt man die letzten Gleichungen mit R®# und beachtet, dass 
allgemein _ 
KL nr = % 

ist, so findet sich hiernach 

z—.4n _dmn Zz.4m _ dp 

Dar Pr Frhr Per Tr 

Nun haben wir, ganz ähnlich wie früher (S. 315 ff.), für die Anzahl 

(r,)— der von Seite der abnehmenden % in Richtung der wachsenden x 
durch den Querschnitt q bei x in der Zeiteinheit gehenden Molekeln des 
ersten Gases 


” 
2 


m-=ı(7 no) ferfaofaofar 


( — 5 an cos ) v| %?e Yemen co 
und analog die Zahl (r,)+ der von Seite der zunehmenden x in Rich- 
tung der abnehmenden x durch den Querschnitt g gehenden Molekeln 
des gleichen Gases 


Ir 


Ar 
Yet sind cosd. 


(m + 5 Ir cos °) v,%?e 


22* 
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Die Differenz (n,)+ — (n,)_- giebt den Ueberschuss. welcher sich 
in Richtung der wachsenden x durch den Querschnitt bei x bewegt. 
nämlich: 


*|4 


27 


um m un) = -4(,- _) ler jeojae arm ua =. 


ut sin R cos? 9. 


Für »',. welches streng genommen von r abhängig ist. denken wir uns 
einen mittleren Werth eingeführt, wir können dann alle Integrationen 
bis auf diejenige nach t' ausführen. nie Integration nach @ giebt den 


Factor ?7, die nach ® den Factor . die nach r endlich den Factır 


u: oo. 
Feb somit wird 


& Sdn 22 ( u 
ı ). Y_ = 1 Ei _ı _ — „tut 
1m.) in. ] \, - 3 \ » e— dy 


Für das zweite Gas haben wir genau ebenso für die Zahl der im 
Ueberschuss nach der Seite der abnehmenden r sich bewegenden Molekel 


on) — N). = -.— 1 (— 


In der ersten Gleichung ist r‘, die Anzahl Stösse, die eine Molekel 
des ersten (rases. der die Geschwindigkeit t' zukommt, in der Zeitein- 
heit erfährt und a.s soiche von et‘. gemäss der Formel 11) in Ab 
schnitt 27. abhängig. Setzen wir jedech an Stelle dieses », den für 
ae M.ieke.n im Durchschzitt ze.tenden Werth. so haben wir (S. 150) 


En er LM Ya 8fa 
In ern le een Tine 
Som 
N q 1 de; 
L—ı. = - -. oo. — ı1), = — -—,; 
2 2.” " ” +7 vg FFI 
\ rerssits nanen Wir 
no I 
_ 2177 zy—, 4 
- L ,_— ETALLFR 
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Bezeichnen wir Bar Ni — (n)_ durch An, so ist hiernach 


_" - 728 
4) An =— 21y,° FF _—, An, =j- Tu. 
Den Ausdruck 
(ae 
5) an=- Ya ern 


können wir hiernach als die Menge Gemisch der beiden Gase bezeichnen, 
welche in der Zeiteinheit durch den Querschnitt g nach Richtung der 
wachuenlen x wandert. In diesem Gemische als Ganzes aufgefasst 


müssen = —_ An Molekeln des Gases erster Art und = An Molekeln des 


Gases zweiter Art vorhanden sein. Denken wir uns, "während die Zahl 
An, der Molekeln des ersten Gases durch qg geht, das Gemisch In 


entgegengesetzt wandern, so gehen mit ihm n 4n Molekeln des ersten 


Gases zurück nach der Seite der abnehmenden x. Insgesammt ver- 
bleiben also an Molekeln des ersten Gases im Ueberschuss auf der 
Seite von q, welche nach den wachsenden x gerichtet ist: 


An — wi An. 
n 
Diese überschiessende Zahl nennen wir Ön, und erhalten hiernach 
_ xqa/ an, dnı 
6,) un = 16n (m 9 Yı iz N, % a — iz 
und ähnlich 
-— + U u Rn un Te) 
65) In = 16n (m Yı dx N, Ya la iz 
Beachtet man noch, dass, weil n = n, + n, eine Constante ist, 
am _ __4M 
de dx 
sein muss, so folgt 
. zg dn 
7.) Im mitm) Te 
% — — da 
73) In=— nd, ı + 9 al; Fr 


Den in beiden Gleichungen gleichen Factor bezogen auf Flächen- 
einheit 
T — — — 
8,) D= I6n (m vl + 2 ds h) 
nennt man den Diffusionsco&fficienten. 
Von den Molekeln Ön,, welche in der Zeiteinheit im Ueberschuss 
durch qg nach der Seite wachsender x wandern, verbleibt in dem Raume 
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zwi:chen dem Querschnitt y und einem von diesem um «dr abstehenden 
Querschnitte die Anzalıl 


Nun ist aber die Aenderung. welche die Anzahl n, der Molekeln des 


ersten (sases ın einer Volumeneinheit innerhalb der Zeiteinheit erfährt. 
du . 
ro also die entsprechende Aenderung ‚der Anzahl im. Volumen gdx 


zwischen den betrachteten ‚Querschnitten a qdx. Somit erhalten «ir 
dn, _.,„ En, 
9. nam’ 
In _., d’n, 
92) Te Po 


Das sind zwei partielle Diflerentialgleichungen für die Grössen x, und 
3. Sie rühren von v. Stephan her. Sie entsprechen vollständig 
den Gleichungen für die Wärmebewegung längs einer Richtung und 
die Diffusionsconstante spielt dieselbe Rolle wie die Leitungsfähigkeit 
für Wärme. Da übrigens - 

pn=KInd, p—=Rm® 


ist. so haben wır auch 


d pı d? p, 
0, = . 
10.) T daR’ 
d »P- d2p» 
10,) at = D FECH 


Gleichungen für die Partialdrucke in ihren Aenderungen nach Zei 
und Raum. Endlich ist auch 


ds _ „Ep 
11) dt D da 
ıl Yo _ (d? Ug 
11.) dt re 


Es ist überall angenommen. dass D von x nicht abhängt. Thrift 
dieses nicht zu, so hat man allgemein 
da _ «l2(Da) 


12) Mm dr’ a == pP. bı: Iı5 Pa a, Ne 


Vın besonderem Interesse für uns ist zunächst der Diffusionscoöf® 
cient D. Wir können dem Ausdrucke für ihn mit Hülfe früherer Bst 
wickelunsen sehr verschiedene Furmen geben. Ersetzen wir die ai 


on U . 
leren Weslängen ! durch —. so wird auch 


” 


Kinetische Theorie der Diffusion. 343 


12 2 
85) D= ” (m vi + un he . 
1 


Die v,, v5, sind die Stosszahlen der Molekeln in einem Gemische zweier 
(rase und nach 15), 16) in Abschnitt 27 gleich 


13,) vr =Y2an o?%, + x, 0? Yy? + Y5, 


13,) „=Y2an,0}%, + zn,02 Y y} + v.. 
Beachtet man, dass 
2 8 
v— 3n 
ıst, so wird 


4 ı 1 

v = (y2 zn 0?R? + ano YR, + R.) (=) 9, 
_ 1 — gl 1 

v = (y2 mo R + am yYR + R, ) (=) 9, 


Hiernach hängen die Grössen — und —, ausser von der Quadratwurzel 
1 2 


der Temperatur, nur noch von dem Mischungsverhältniss ._ der beiden 
i 
Gase ab. Da ferner 


__P 
n R#’ 
so folgt: 

Der Diffusionscoöfficient D ist: 1. umgekehrt propor- 
tional dem Gesammtdrucke; 2. proportional der $-Potenz der 
absoluten Temperatur und 3. im Uebrigen nur noch abhängig 
von dem Mischungsverhältniss der Gase, alles dieses vor- 
ausgesetzt, dass die Wirkungssphären der Molekeln von Druck und 
Temperatur nicht abhängen. Das Erstere haben Loschmidt’s und 
anderer Forscher Versuche bestätigt. Das Zweite steht mit der Er- 
fahrung nicht ganz in Einklang, denn nach Loschmidt soll der Dif- 
fusionscoöfficient mit wachsender Temperatur rascher zunehmen, als der 
Sten-Potenz der Temperatur entspricht, und zwar soll er proportional dem 
Quadrate der Temperatur wachsen. Die hier dargelegte Theorie der 
mittleren Weglängen würde etwas günstigere Ergebnisse, wenigstens 
für ıisometrische Verhältnisse liefern, und zwar in demselben Maasse 
günstigere, als sie es für den Reibungscoäfficienten thut. 

Einen anderen Ausdruck für D gewinnen wir durch Einführung 
dieses Reibungscoöfficienten. Sind @,, Es, @ die Reibungscoäfficienten 
der beiden Gase und ihres Gemisches, so haben wir, wenn wie früher 
(Art. 27) 

6 +06 
= 2 


gesetzt werden darf, zufolge 10) im Abschnitt 41 
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n am dı U, 
Bae— "mM Yozo— Mate 
(2 O3 
Aus diesen Gleichungen sind mit den bekannten Werthen 
o,m und % die Wirkungsradien 0,, 0, abzuleiten, woraus ı 
Betrag für 
—_ ı+% 
— 2 
ergiebt, so dass also v, und Y, numerisch bestimmbar sind. 
dann in der Gleichung für 7) das n aus der Beziehung 


nu —_ 
Rd 
ermittelt wird, erhält man nur numerische Daten zur Vorausbere 


des Diffusionscoefficienten, wenn noch das Mischungsverhältniss 


beiden Gase bekannt ist. O. E. Meyer hat eine solche Rechn: 
diejenigen Paare von Gasen angestellt, für welche Loschmi 
Diffusionscoefficienten unmittelbar experimentell ermittelt hat. 
oft citirten Werke entnehme ich die folgende Gegenüberstellu 
berechneten Beträge für D und der beobachteten : 


— — — — -. 
- - _ — ——— nn m 


Diffusionscoäffic 


(1ase On 

berechnet | beot 
Wasserstoff-Sauerstoff . -. . » 2: 2 2200 e. 0,688 | Ö. 
Wasserstoff-Kohlenoxyd -. . . . 222200. | 0,865 | Ö, 
Wasserstoff-Kohlensäure . - . : . 2 2 222.2. | 0,575 | 0, 
Wasserstoff-schweflige Säure . . . » . 22... ! 0,499 0, 
Kohlenoxyd-Sauerstoflf . -» -» 2 22200. | 0,174 0, 
Sauerstoff-Kohlensäure . . -» » 2: 2 2 220 e 0,173 0, 
Kohlenoxyd-Kohlensäure - - - - 2000. ' 0,133 0, 
Grubengas-Koblensäure . . : » 22200 na 1 0,139 0, 
Luft-Kohlensäure - - - » > 2 2 2 2 nn nn 0,138 0, 
Stickoxydul-Kohlensäure . .» . 2.2.2200. 0,097 0, 


Die Zahlen sind in absoluten Einheiten ausgedrückt. Die | 
einstimmung zwischen Theorie und Erfahrung ist eigentlich eine 
befriedigende, zumal die Theorie eine nicht unerhebliche Zah 
Vernachlässigungen einführen muss, um ihre Formeln numeri 
Rechnungen zugängig zu machen. 

Maxwell hat auf Grund seiner Annahme über die Wirkung de 

"keln auf einander eine andere Theorie der Diffusionserschein: 
. Was hiernach in seiner Theorie als hypothetisch z 
n ist, kann in folgender \Weise angegeben werden: Wenn 
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Gase gemischt sind und beide ausser der molekularen Bewegung auch 
Bewegungen als Massen haben, so ist die Aenderung, welche eine 
mittlere Geschwindigkeitscomponente eines Gases in Folge der Zu- 
sammenstösse mit Molekeln gleicher Art erleidet, zwar wie früher 
gleich Null, aber in Folge von Zusammenstössen mit Molekeln un- 
gleicher Art nicht Null, sondern der Geschwindigkeitsdifferenz der 
Gase in ihrer Bewegung als Ganzes gleich zu setzen. Bezeichnet man 


diese Aenderung analog wie in Abschnitt 39 mit Zu, wenn es sich 
% 


um Zusammenstösse von Molekeln der Art % mit solchen der Art i 
handelt, so soll also sein 


Didi _ Dosda _ 


Dit Dot 
Dis&,' 

4 13252 __ _ 

1 ) Dit b, Kı (u, Us), 
D,, &' 


Dut — di lg (lg — U)). 


b, ist eine Grösse ganz derselben Art, wie die in Art. 39 mit b be- 
zeichnete. Hiernach ist die weitere Rechnung folgende Wir wenden 
die Maxwell’sche Grundgleichung I,) in Abschnitt 39 auf ein Ge- 
misch zweier Gase 1 und 2 für eines derselben, 1, an. Indem wir von 
derselben die Continuitätsgleichung 


om __dmi) mm) _dm ir) 
() 0x 0Y 02 
zum Abzug bringen und beachten, dass die durch > i angezeigte 


Aenderung in die beiden Theile 


a 
D,ı r 


Dıa 
Dyst 


Do 2) 


zerfällt, erhalten wir 
oQ 2) dQ D.Q 
I 377 — 
(X; o£' + 96’ Ki At — D,ıt 


D;, Q an ar ok lm' — v)Q Ob (&' —u)Q 
a 


Setzt man hierin 


2 


teten 


so wird Q = 4,, weil E, = ( ist, . — 1, und es kommt wegen 
1 


der Gleichungen unter 14) 
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ka BEE 
3) mim hmm) + a 


ou, (sı - (di — ya —v v,) + op (&ı' — u) I) “) 
ey 02 


Die Mittelwerthe 
(&’ - — - u) (m - — - 0) und &'— u — u) )(& — u %) 


dürfen wir wieder als sehr klein ansehen, setzen wir nach früherem 
analog nn 
u (di — m) = Dıı 
so wird 
d, ıı 


Ö 
16) HMA—hi;  — dritt — U) + II Er 


Die Grösse p, entspricht dem Partialdrucke. Die Gleichung bestimmt 
die Bewegung des Gases 1 in dem Gasgemische. Sehen wir von der 
Existenz äusserer Kräfte ab, so haben wir es mit freier Diffusion zweier 
Gase in einander zu thun, und es ist, wenn wir jetzt die Indices 1, 2 
an den Differentialzeichen als unnöthig weglassen: 


du 7) 
17,) 0=M Fra — dh ki ug (u — u) + —— nn 

d ; 
175) = m dann — u) + —es, 


Entsprechende Gleichungen gelten für die anderen Richtungen. Im 
Allgemeinen sind die Geschwindigkeiten bei allen freien Diffusions- 
erscheinungen sehr klein, namentlich aber darf man von ihren Ver- 
änderungen ganz abstrahiren. Dann haben wir 


Pı = U &, Pa — u, 6? 


und 
ep L 
18,) TE bi kı Ua (1% U), 
18,) °P — b,ut,(t — U) 
2 Öx ırrı172 1 2). 


Diese Gleichungen besagen das Nämliche, wie die von v. Stephan 
in seiner Theorie der Diffusionserscheinungen gemachte Hypothese, 
dass nämlich der Diffusionsbewegung eines Gases in einem Gemische 
stets ein Widerstand entgegenwirkt, welcher der relativen Geschwindig- 
keit der durch einander diffundirenden Gase proportional ist. Von 
diesen Gleichungen gelangen wir zu den früher angegebenen Gleichungen 
für die Diffusionserscheinungen in folgender Weise: Neben denselben 
bestehen die Continuitätsbedingungen 


19) Gt —_ _ c (U 11) cr __ O(l; U) 


ch cz "et ex 
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Ist nun, wie früher angenommen ist, die Temperatur überall in 

dem Gemische die nämliche, so muss Pi und P? vonz und Zunabhängig 
1 2 

sein, also bekommen wir, indem wir uns in den obigen Continuitäts- 


gleichungen &, durch p, Fr und &, durch P, ersetzt denken, 
1 2 


20) op = — (2%) 0 Ps — — Bw). 
ot 0x ' 0 x 
Addirt man diese Gleichungen, so resultirt 
oa. +P) _ _0Wwım + Pı%e) 
ot 0x 
Pı + Pa aber ist der Gesammtdruck und soll als solcher bei Diffusions- 
erscheinungen auch nicht variiren, demnach muss seit 
21) o(pı Üı + 93 u,) — 
0x 


Die Diffusion soll in einer beiderseitig geschlossenen Röhre vor 
sich gehen — wie das bei den Versuchen von Loschmidt der Fall 
gewesen ist, an den Enden ist alsdann jedenfalls 4, = u, = 0; daraus 
und aus der Gleichung 21) folgt, dass überhaupt 


22) Pıtı 7 Pate = 0 
ist. Hiernach bekommen wir 


0. 


Us — Ur = eo U pP 
. P2 
op __,; Mala 


23) 0x Pı Pa 


PPpı %, 
Kı Us 


Pı Pa 


somit weil constant ist, zufolge der Gleichungen 20) 


do bb, p Om’ 
Pa _ 1 Pıpa 1 O2 Pa 


ot bin p 0.8 


Diese Gleichungen fallen mit den“ unter 10) gegebenen zusammen, 
wenn der Diffusionscoöfficient D gleich gesetzt wird 


bi kı dr p 
Diese aus Maxwell’s Theorie folgende Gleichung stimmt mit der 


ursprünglich von v. Stephan angenommenen überein. Da 


Pı Pa — R, R, #2 
uU, Ur 


. m Po 

- u? 1 77 zu -D on me = — rue 0m 0 TT Dale 
| Ji- "ze d .- ET ... “nn. _ - r »meo Das un ot in _. -Z — 
DSL EENT BL Br Zur D 7 m. . .- u. r - .. - ur Ci. 
Be.“ De - vw e 4 ... eos ve Lt nut nam .— aus —— - =. 
a.“ a. wu FL u 1 Pe Zu. ra _. —__ .n »” ie 
[4 - . 7 

As:i- el. oo Leer m "un n.lolule T> Ir II: Ta 

„ben. zuefe uni. wm 20 Ur & ir in .— 


eilt ST immo Let ie Vrgiictee ur Loorıı 


em LT La Dem minieiel Cie: ız ir L.:r um 
U Riten. Demmin elle ne: Zu SZ I II 2 
Leiseiue mo meist LLesel 2 we o Ders #7 2-7 - 
Bet... ne LUR. Leeinsle _in.uke_ lei un Der 
PA Eee} Pa ee ve tl „IldifI we Tas“ DZ. PVOEBEFRE Kng) 
nu en "ei; ner atmet ;7 Luce ale” Jaimmeriot ler 


56 Wirnssutiır or Gübe. 


Note Bey arı 22 DeL Vupeauüuer Zrwoaielunen m 
ee Le Une SULam.T joe inel- Ce Tyler Ur lei ver 
er Leni wo ai DUO SWMTZEELL OL Dumas 71 vn 
m. mo we Jenubckl UM +lWetmufcur "01 Jewepunr im Ze 
Voermmenpig ın eismeupiir vor pierDipe Lab eurem ur 

en Geb Dane SL-UBLLULPESI ULLI #7 LOBL TDL Mel ALTE 
year giyeusll le Lil ELLI eu eol SIDRTWEREL LIT Cr „tin 
as, Gi emp een. er ZEWEULLE ber Nisekelt DEmeCbIst Wit- 
rn. La sms nupp zer Virus DiemzEtit Venschemlünt ausr I: 
ur per eu Bus LAU Tab 
meeneunz Der Gasbone Sir ge 22 
: #24 Fibcheneiuuen Dun 82:7 


LETZTE RTL RILT 


Woerramer regte arg alte 


„AN mem + Tr 1. 


. a PB - 1 TE ne 
- . - . . 17 
ma Wu. 2 ner reis oo. 28 L2 Le Vocmeneinbeafi entbaiere 


irre Mass Lu Worz-everiıs suattinder. wenn Tempe 
le ae nat EV Glen Ten t2sleler &%e_er vorbanden sind, und 

I :rterifererzen verbunden sein 
nat wartır Lu LLL LALTILLDTG »ı versehiedenen Stellen 
rear... Prem. Ler  .1tl.Lktiı seir. Betrachten wir die 
evejuenot,t car Les A. tııy 2.2 LLeL 3er zur T-Axe parallelen. 
Io rau we wa Ihrer 2 Erıllilei TEeL,% zu ersetzen durch 
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€ + = r cos». 


Das v behalten wir mit O0. E. Meyer noch als unveränderlich bei, in- 
dem wir hierfür später einen Mittelwerth einsetzen. Nun ist bis auf 
unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung % &? zu ersetzen durch 


en + GH — + 38&2n n) rcos® 
und e-*%* durch 
de 
— ey? 2 __ 
e (1 + 280 7 ros®). 


Also wird 

om 7 ur 
1) r—1 mn(- - =) | v|ao [a far ve "er"W*y4Fcos® sind, 

2" \yz 

N) 0 ) 

woselbst 
1 dan de 
F=1l + Er 4 (2 - 2202) 5] rcos®% 


ist. Das + oder — Zeichen ist in F zu wählen, je nachdem der 
Wärmetransport nach Richtung der abnehmenden oder zunehmenden 
x stattfindet. Die Integration nach ® giebt 2, die nach 9 im ersten 
Theile von F giebt 3, im zweiten Theile ;, die nach r giebt im ersten 


n\ 
Theile den Factor N, ım zweiten Theile den “ Nach alledem wird 


—_* E\l , 2 WR er m __ v ee vi 
(een v 
0 
ldn 3 € 
+62) | 


Das erste Integral ist gleich 2 —, 80 dass 


sT— n 435 — | How 


=). 
+: +(@-2w)zlav 


n dz € 
wird. 

Nun hat Clausius den Grundsatz aufgestellt, dass die Wärme- 
übertragung an sich nicht durch Massenübertragung stattfinden soll, 
sondern lediglich eine Uebertragung lebendiger Kraft zu bedeuten 
hat. Man sieht die Richtigkeit dieses Grundsatzes am leichtesten bei 
stationären Wärmebewegungen ein, denn dann findet zwar eine Wärme- 
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übertragung statt, aber die Dichte bleibt an jeder Stelle stets die 
nämliche.e. Für die Uebertragung an Masse nach einer Richtung 
haben wir aber gemäss einer der Gleichungen im voraufgehenden Ab- 
schnitte 


7 


== —[asfüofas far (=) + ge reos®) v2 


e "er sindcos®. 


Hierin haben wir nunmehr noch & zu ersetzen durch 


de 
&E—- — rcos®, 


dx 
wonach wir bekommen 
n)- = — .(: —) Serlaofafarure ne 9 os ®sin®E 
oo 
Nach Clausius soll nun (nr); — (n)_ Null sein, das heisst 
= [avfa ofasfurre. en. e 7 
ö ö 0 ö 
I-- n - F — 28 ev) = rcos®| %2 cos? 9 sin, 


woraus nach Ausführung der Integrationen in der oben schon an- 
gegebenen Weise folgt 
” ar ldn de 
— gr y? __ —_ 3 
o=[av&. + +(2 2.9.) 7]. 
0) 


n dx 


Das ist eine Bedingungsgleichung zwischen = und ze, ihre 
explicite Darstellung hängt von der Ausführung der Integration nach 
Yv ab. diese wieder ist bestimmt durch dıe Annahme über v. Für 
dieses v ist eine genaue Formel nicht angebbar, die am meisten in 
Betracht kommende ist die unter 11) in Art. 27 enthaltene Mit 
dieser Formel ist das obige Integral durch Quadraturen von W. Conrau 


gerechnet. O. E. Meyer giebt hiernach als Beziehung zwischen n 


de. 
und er die Gleichung 


l du 142132 de 


1) nd e dx 
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Hiernach finden wir 


mn 1 4 mn "6 de 

— ___ = __ 2 _emityt — g£2 2 — 

ITeatzgn |E: (2,21066 8? u?) dv —— 
0 


Für die Differenz der Uebertragung von lebendiger Kraft, also für 
die resultirende Wärmeströmung JS T in Richtung wachsender x folgt 
hieraus 


B mn „def ye 
AT=—- - —-e2 | - eu —_ g2ıb2 . 
JT 3 ar = |7: (2,21066 &2 2) dy 
Wir haben nun 
3 1 3 1 1 
!?=,— =, 7, Fr 
y2 3 p 2 
u 
somit 
de? _ 1 dB _ €? dd 
dx 2RMdza ® dz 
Andererseits haben wir ferner, wenigstens für einatomige Gase, 
a 
= Iey  HEic, 
wodurch 
de: ____ tet dy 
de 3 dx 
wird, und man 
8 mn . d® "ps 
A1T=- — 3>__ I p-ryR — r?1ı2 
1 5 Vr Ave 12 | > e (2,21066 — &?%?) dv 
) 
erhält. Nun ergiebt aber die Theorie der Wärmebewegung von Fourier 
AT= — k > 
x 


woselbst k den Coöfficienten der Wärmeleitung bedeutet, somit be- 
kommen wir für diesen Coöfficienten die Gleichung 


PR: 
EM as | V (say — 2,21066)e-"W dp. 

9 T V 

0 
Darin ist zufolge 11) in Abschnitt 27 
ey 
7X — 
2  y2 
te vetw 4 BEER e-"* de 
2 Yr dv 
0 


Führen wir also $ —= eu als Variabele ein, so ist 
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F 
z _ } 
nz260- — 2 

v= — vet — u e-" dr|. 

- eirg ; 
. I\z - 
also wegen 2! — ur 

2 > er? 4 
nzo? — 2qg° — 1 
v= e (et - I le“ dr)- 


Den Klammerausdruck, der nur eine Zahl sein kann, nennen wir 


v. 3% wird 


% 


27 (9: — 221066) e= "dp. 


2) . 
2,) E— 2 Le" —| 
iz nzole®'. 
Das Integral, welches ebenfalls nur eine Zahl bedeuten kann, nennen 

wir 2’ und haben 


k— 


l6r.z’m ur vm 

Pu u = £& Cr u _— 

Vergleichen wir dieses mit dem Werthe für @ in 10) Art. 41, 
=) folgt 


a ar 


das heisst der Leitungscoefficient ist proportional der specifischen 

Wärme bei constantem Volumen und dem Reibungscoöfficienten. Für 
I 

die Zahl ® Vene giebt O. E. Meyer nach Rechnungen von W. Conrau 


und Honigbauer 1,6027, so dass 


2) k — 1,6027 0.0 
wird. Clausius hatte gefunden 

_ 5 
2.) k— Ta; o; 
Maxwell 
2,) k— 5 Cr. Q- 


Die obige Formel liegt zwischen beiden, jedoch näher der Maxwell’schen. 

Man kann diese elegante Ableitung von O0. E. Meyer ein wenig 
verschärfen, indem man auch der Veränderlichkeit von v mit z Rechnung 
trägt. Da v proportional rn ist, darf diese Veränderlichkeit eigentlich 
nicht vernachlässigt werden, wenn derjenigen für n Rechnung getragen 
wird. Ausserdem ist v abhängig von %, also von &. Als Function von 
„ und & ist nın dem Obigen zufolge 
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Vervollständigung der Theorie 


2 
— 2! Yo: er + LES PER 
6 


v 

€ 

, io 

Bezeichnen wir den von 2 und & unabhängigen, überhaupt con- 


stanten Factor von = mit v , so ist also 
2 2p + + If 


v' — 0? “ 
ö 


und es wird daher zunächst gleich die erste Gleichung für 17 
r 
2 


AT= 
2 
0 0 
_N Urn 
NERV ecosh sind 


Indem wir nunmehr wie früher » durch 
+ an rcos® 
dz 


und & durch 
€ + r 


ersetzen, ist für n?&2 zu nehmen 
de dan 
222 _ lt _—__\. 

n?e? + 2ne (nz +E Ze) ros® 


ferner für z 
n ldn 1 
tar) (FH 1 

N ldn n de 
a (ie ga) rend 
so dass 
— Ya Lv 
ee’ »7 
hiernach zu ersetzen wäre durch 
-% _— 1 dn nn de „ r?cos® 
° E Fye(, dx rn)? v 
Die letzte Grösse können wir schreiben 
-7 ldn 1 de\ r2cos® 
e ‚| +» (4 — rn) y )- 
" 23 


Weinstein, Thermodynamik 
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v ist zwar sehr gross, dafür ist dann % relativ klein, ausserdem haben 


wir überall Glieder, die r? zum Factor haben, fortgelassen, also hätten 


wir e ” beizubehalten. Dagegen haben wir an Stelle von e- *Y* wie 
früher zu setzen 


e-*yvt (1 — 2:9 2). 
Nunmehr wird 
) an 7 (0) vr 
m & \3 ur ? 
IAT— z” ——) dvldawaldd|\darvuYte ev Fcos®sind, 
Y” 0:3 
woselbst 
"—_ lan (2 - ) | 
F=1+2[,% : Ey 72] re? 


ist. In ähnlicher Weise geht die Bedingungsgleichung über in 


X 
oo 92 2 


— [av[an|asfarnuze * e- ty 
0 0 


0.0 
I; An (= —E o) z| rsind cos®. 
€ dx 


Hieraus würde sich ergeben 


Idn__ 1,21066 de de 
nd € dx’ 


3) 


was von der früher angegebenen Gleichung abweicht. Für IT 
hätten wir 


IT 


& vr 
II= (77) fsfro[: 18 [arvwe vo-ayı 
er 
0 


0 0 0 


9) — 2212 
£ +2 IE Te ron®| cos 8 sin ®. 


Das ist aber die nämliche Gleichung, wie wir sie früher erhalten hatten. 

Es ändert sich also durch diese etwas strengere Rechnung zwar die Be- 
. ldn lde 

ziehung zwischen - — — und — 

dx e dx 
Leitungscoöffieienten. Uebrigens ist es nicht schwer, auch die quadrati- 
schen Glieder zu berücksichtigen. 

Wir ziehen nun aus den Formeln für %k einige Schlüsse. All- 
gemein ist 
“\ k = 0c,0, 


‚ nicht aber die Formel für den 
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wo & eine Zahl bedeutet. Nach Fourier haben wir nun als Gleichung 
für die Wärmebewegung in Gasen 
(#-) 2(kz-) 


- 09 
so (Rz) 


°Y 08 
wu dd Tu Tu 
Da wir k als von den Coordinaten unabhängig betrachten, wäre 
Lv 


hiernach die Gleichung auch, indem 4 — = gesetzt wird 
‚ee _er, me, me 

ot 02 oy? 02? 

Darin nun ist 
5) 1 = kB, 
“og 
A wäre also proportional der Dichte und umgekehrt proportional dem 
Reibungsooöfficienten. Ersetzen wir noch E durch seinen Werth 


so geht A über in 

52) i—V2u® 
[ud 
IL 
alle Gase gleich, also hätten wir 


ist aber als Molekulardichte nach dem Avogadro’schen Gesetze für 


5,) pi =— ei 


wo ß eine für alle Gase gleiche Constante ist. 

Die Wärmebewegung der Gase ist hiernach ausser von den räum- 
lichen und zeitlichen Verhältnissen bestimmt durch den Querschnitt 
einer Wirkungssphäre und die molekulare Geschwindigkeit. Da letztere 
proportional ist der Quadratwurzel aus der Temperatur und erstere, 
wie die Erfahrung über Reibung lehrt, bei gewöbnlichen Versuchen 
nahezu umgekehrt proportional dieser Quadratwurzel ist, so würde 
A nahezu umgekehrt proportional der Temperatur sein, im Uebrigen 
aber nur noch vom Molekulargewicht und der Wirkungssphäre in 
irgend einem Zustande abhängen. Namentlich wäre 4 unabhängig von 
Druck und Dichte des Gases. Nach der hier dargelegten Theorie des 
Reibungscoöfficienten finden solche einfache Beziehungen nicht statt, 
ebensowenig nach der Erfahrung. 

Eines findet unter allen Umständen statt. Der Coefficient der 
Wärmeleitung varürt mit Druck, Dichte und Temperatur genau so wie 


23* 
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das Product aus specifischer Wärme bei constantem Volumen und dem 
Reibungscoöfficienten. Die specifische Wärme bei constantem Volumen 
kann bei idealen Gasen höchstens von der Temperatur abhängen. Da 
ferner der Erfahrung nach und auch nach allen Theorieen der Reibungs- 
coäfficient, extreme Verhältnisse ausgeschlossen, auch nur von der 
Temperatur abhängt, so muss also der Wärmeleitungscoöfficient von 
Druck und Dichte unabhängig sein und darf nur von der Temperatur 
abhängen. 

Das hat die Erfahrung bis zu einem gewissen Grade bestätigt. 
v. Stefan, Kundt und Warburg und Winkelmann haben experi- 
mentell dargethan, dass in der That die Wärmeleitung von Druck und 
Dichte als unabhängig angesehen werden darf. So ist nach Stefan 
k für 750 mm Druck 0,0000555 und für 428mm Druck fast genau so 
gross, nämlich 0,0000552, und aus den Angaben Winkelmann’s 
kann man schliessen, dass auch bei Drucken, die bs Imm Hg herab- 
gehen, % noch fast so gross ist wie bei 750mm. Indessen ist hier in 
Folge der Schwierigkeit der Experimente der Nachweis lange nicht so 
strict, wie bei dem Reibungscoäfficienten. Was die Abhängigkeit von 
der Temperatur anbetrifit, so liegen hierfür recht vollständige Be- 
obachtungen von Winkelmann vor. Es ergiebt sich aus diesen Be- 
obachtungen, dass die Wärmeleitung, wie die Theorie verlangt, jeden- 
falls mit wachsender Temperatur zunimmt. Winkelmann hat die 
Veränderlichkeit durch eine lineare Function nach der Temperatur aus- 
geglichen. Setzt man 


k=k(l + Bi), 
wo t die Temperatur in Graden der Celsiusscala ist, so findet Winkel- 
mann 


p= 
für Luft . . 2 .2.2.2.2.2%0,00277 
»„ Wasserstoff. . . . . ...0,00277 
„ Stickoxydull . . . . . 000415 
„ Wasserdampf . . . . .. 0,00439 
„ Kohlensäure . . . + ..0,00497 
n Schwefelkohlenstoff . . ...0,00572 
„ Ammoniak. . . . . ....0,00513 
„ Aethlen . . . 2.2..0,00575 
„ Alkohol. . . . 2 2..0,00615 
n„ Aether . . . 2 2.2..60,00701. 


Die Zahlen sind nach wachsender Atomzahl geordnet und nehmen 
ständig zu, ganz, wie das bei dem Reibungscoöäfficienten der Fallist. Zu- 
erst sind sie kleiner als 0,003665. der Ausdehnungscoöfficient der Gase, 
woraus folgt, dass der Leitungscoöfficient sich weniger ändert, als der 
ersten Potenz der absoluten Teinperatur entsprechen würde. Später 
sind die Zahlen grösser (zum Theil sehr erheblich grösser) als 0,003 665, 
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der Leitungscoöfficient würde dann stärker variiren, als der ersten 
Potenz der Temperatur entspricht. Da er dann auch, wie aus einer 
Vergleichung mit den S. 329 gegebenen Formeln von v. Obermeyer 
folgt, stärker variiren würde wie der Reibungscoöfficient, muss ein 
Theil der Veränderlichkeit an der Veränderlichkeit der speoifischen 
Wärme mit der Temperatur liegen. In der That wächst diese Wärme 
auch mit wachsender Temperatur an, und zwar um so stärker, je 
mehratomig das Gas ist. So ist nach Wüllner 
c, bei 0°: c, bei 100°: 
bei Luft. . . 2°... .0,16902 0,16930 
„ Koblenoxyd . . . . 0,17289 0,17395 
„ Kohlensäure . . . . 0,14886 0,16730 
„ Stickoxydull . . . . 0,15130 0,17384 
„ Aethjlen . . . . ...0,27007 0,35336. 


Die letztgenannten Zahlen in Verbindung mit den früher an- 
. gegebenen für den Reibungscoöfficienten gewähren auch die Möglich- 
keit, die Formeln für den Leitungscoöfficienten selbst zu prüfen. 
Wüllner!) findet gemäss der von O. E. Meyer nach seiner jetzigen 
unter 2,) gegebenen Formel vorgenommenen Umrechnung 
ko Ko 
nn u GER 
beobachtet: berechnet: beobachtet: berechnet: 


für Luft . . . . 0,0000513 0,0000455 0,0000653 0,0000579 


„ Kohlenoxyd. . 499 450 — 571 
„ Kohlensäure . 305 330 466 498 
„ Stickoxydul. . 350 328 506 506 
„ Aethylen. . . 395 399 636 707. 


Die Uebereinstimmung ist zum Theil eine ausgezeichnete. 
Da mc, eine für alle idealen Gase fast gleiche Grösse ist, so muss, 
zufolge der Formel 4) 


k = (am«,) n 


sein, woselbst & eine Zahl bedeutet. Der Leitungscoöfficient soll also fast so 
varliren wie n Wäre nun, wie es die übliche Theorie für den Reibungs- 


co&ffhicienten verlangt, E proportional dem Molekulargewicht, so würde 
hieraus folgen, dass der Leitungscoefficient vom Molekulargewicht über- 
haupt fast unabhängig ist. Das ist nun zweifellos nicht der Fall. 
Nach den Beobachtungen von Winkelmann haben wir z. B. für 
zweiatomige Gase ?): 


!) Wiedem. Ann. 1878, Bd. 4, 8. 321. 
®) Rühlmann, Mechanische Wärmetheorie, Bd. 1, 8. 207. 
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Molekular- Leitungscoefficient 


Gas: gewicht: bei 0°; 
Wasserstoff . . 2 2 220.202 0,0003324 
Kohlenoxyd . . . 2 .2..2...27,8 0,0000512 
Stickstoff. . 2 2 20202. 297,9 0,0000524 
Stickoxyd . 2 2 2020020..298 0,0000460 
Sauerstoff .- . 2 2 2020. .8318 0,0000563. 


Man sieht sofort, wie k mit wachsendem Molekulargewicht ab- 
nimmt. Dieses Verhalten widerspricht der üblichen Reibungsformel. 
Nach der hier abgeleiteten müsste k mit m sich so verändern, wie die 
Function 


Da k > 1 ist und & und ß beide negativ sind, besagt die Formel, 
dass %k mit wachsendem Molekulargewicht ständig abnimmt. Das be- 
stätigen die obigen Zahlen zunächst jedenfalls. Die Formel giebt aber 
kein Minimum an; ob auch dieses von den Beobachtungen bestätigt 
wird, scheint zweifelhaft, da für Sauerstoff der Leitungscoöfficient wieder 
grösser angegeben ist wie für die voraufgehenden Gase. Leider ge- 
stattet das vorliegende Material nicht, in eine genauere Prüfung ein- 
zugehen, die Zahlen sind gar zu unsicher. 
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Die wirklichen Gase. 


45. Abweichungen vom idealen Zustande. 


Die Eigenschaften der wirklichen Gase, wie die Natur sie uns 
bietet, kommen denen der idealen Gase in vieler Hinsicht sehr nahe, 
Manche dieser Gase schliessen sich in ihrem Verhalten den idealen 
Gasen so sehr an, dass man sie ohne weiteres wie solche ideale Gase 
behandeln darf, ohne selbst gegen strengere Anforderungen allzu sehr 
zu verstossen. Bei anderen Gasen wieder treten die Abweichungen 
gegen die idealen Gase ‘scharf hervor und nöthigen bei genaueren 
Forschungen, von anderen Gesetzen Gebrauch zu machen. Vieles in- 
dessen hängt von dem Zustande, in welchem das Gas sich befindet, ab 
und von den Aenderungen, die es durchmachen soll. Zu einem all- 
gemeinen Ausspruche in dieser Hinsicht kann man auf Grund der 
Thatsache gelangen, dass alle Gase unter gewissen Verhältnissen, die 
wir bald kennen lernen werden, sich verflüssigen lassen. Je weiter ein 
Gas von dem Zustande entfernt ist, in welchem es in eine Flüssigkeit 
übergeführt wird, desto mehr entspricht es in seinem Verhaltem dem 
der idealen Gase, je näher es diesem Zustande ist, desto weniger ist 
das der Fall. Aber anscheinend müssen wir auch das zweite Extrem 
noch berücksichtigen, das zu starker Verdünnung. Auch wenn Gase 
zu stark verdünnt sind, scheinen sie von den idealen Gasen abzuweichen. 
Kurz, es giebt für jedes Gas eine gewisse Reihe von sich an 
einander reihenden Zuständen, innerhalb deren es sich dem 
Verhalten idealer Gase mehr oder weniger anschliesst; zu 
beiden Seiten dieses Intervalls weicht es von diesem Ver- 
halten ab, und zwar im Allgemeinen um so stärker, je weiter 
es von diesen Zuständen entfernt ist. Mehr als diese allgemeine 
Regel lässt sich im gegenwärtigen Stande der Wissenschaft nicht an- 
geben. Im Grossen und Ganzen ist es aber bemerkenswerth, wie um- 
fassend doch für die meisten Gase das bezeichnete Intervall ist und 
wie allmälig nur die Abweichungen von den Eigenschaften der idealen 
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Gase anwachsen. Es hätte sich nicht rechtfertigen lassen, der Beband- 
lung der idealen Gase den breiteren Raum zu gewähren, wie es hier 
geschehen ist und allgemein geschieht, wenn dieses nicht der Fall wäre, 
In der That aber darf man alle im Vorstehenden gegebenen Regeln ın 
allen Zuständen, in denen man Gase überhaupt noch als solche be- 
zeichnen kann, ohne Furcht, sich allzu merkbar von den Thatsachen zu 
entfernen, anwenden. Viele dieser Regeln weiss man nicht einmal für 
die wirklichen Gase umzugestalten, und eigentlich ist überhaupt die 
Theorie der wirklichen Gase eine Wissenschaft von heute, die auch 
noch nicht tief in das Wesen der Sache eindringt. 

Zwei Hauptmerkmale waren es, welche wir den idealen Gasen zu- 
geschrieben haben, die Proportionalität des Productes von Druck und 
Volumen mit der absoluten Temperatur, und die der inneren (poten- 
tiellen und actuellen) Energie gleichfalls mit dieser absoluten Tempe- 
ratur. 

Abweichungen der wirklichen Gase von dem ersten dieser beiden 
Merkmale sind am frühesten bekannt geworden. Diese treten auch 
am augenfälligsten zu Tage. Man fand sehr bald, dass bei einigen 
Gasen, wie bei der Kohlensäure, die Regel pv = R® unter Umständen 
gänzlich versagte, wenn der Druck, unter dem das Gas sich befand, 
eine gewisse Grenze überschritt, da beispielsweise ein Gas sich auch 
ohne Druckvermehrung weiter und weiter comprimiren liess. Die Zu- 
standsgleichung idealer Gase verlor dann ihre Anwendbarkeit, und da die 
Uebergänge nur allmälig geschehen, so war das erste Bestreben darauf 
gerichtet, an Stelle des Boyle-Gay-Lussac’schen Gesetzes eine 
andere Gleichung als Zustandsgleichung für die wirklichen Gase auf- 
zustellen. Unzählbar fast sind die Versuche, die, theils von theoreti- 
schen, theils von praktischen Gesichtspunkten ausgehend, in dieser 
Hinsicht gemacht worden sind. Die wesentlichsten Fortschritte ver- 
dankt man theoretischen Speculationen. Wie unsicher auch die Er- 
gebnisse solcher Speculationen sein mögen, weil die Grundlagen un- 
sicher sind, man gelangt doch von ihnen aus weiter und weiter und 
kann die Gesetze mehr und mehr vervollkommnen, ohne in uferlose 
Formeln hineinzugerathen, deren Bedeutung man nicht einmal an- 
zugeben vermag!). Gegenwärtig verfügt man bereits über Ergebnisse 
solcher Speculationen, die den Erfahrungen nach manchen Richtungen 
hin ganz gut entsprechen und manches haben voraussehen lassen, was 
der Wahrnehmung bis dahin entgangen war. Rankine, E. Dühring, 


) Es führt zu rein gar nichts, wenn ıman die Ergebnisse der Theorieen 
ohne weiteres, ich meine ohne Besseres an deren Stelle zu setzen, einfach 
bei Seite schiebt. Dass diese Ergebnisse noch nicht befriedigen können, wer 
zweifelt daran? Aber rein empirische Formeln, so hoch ihr praktischer 
Nutzen ist, haben an sich gar keinen Werth, namentlich nicht, wenn man 
mit ihnen irgend welche mathematische Operationen (z. B. selbst nur Dif- 

entiationen) vornehmen nıuss. 
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v. d. Waals, Clausius und Andere haben Formeln angegeben, welche 
das Verhalten der wirklichen Gase darzustellen gestatten; keine dieser 
Formeln erschöpft die Thatsachen vollständig; eine Vorstellung von 
diesem Verhalten zu gewähren, sind aber einige von diesen Formeln 
gar wohl geeignet. Zu quantitativ genügenden Darlegungen zu ge- 
langen, scheint wegen der grossen Zahl von Naturerscheinungen und 
wegen des Zusammenhanges zwischen allen Naturerscheinungen kaum 
möglich. Man muss sich begnügen, die Annäherung an die wahren 
Verhältnisse weiter und weiter zu treiben, und schliesslich ist ein 
qualitatives Ergebniss gleichfalls ein Ergebniss, und ein sehr wichtiges, 
da es uns zu bildlichen Vorstellungen über die Verhältnisse in der 
Natur verhilft. Gerade qualitativ aber genügen schon mehrere der 
bekannt gewordenen Zustandesgleichungen. Die hier in Abschnitt 15 
dargelegte Theorie sollte eine Verallgemeinerung und Verschärfung der 
Speculationen der genannten Forscher bieten. 

Uebler steht es um Anpassung des zweiten Merkmales für die 
idealen Gase auf die wirklichen Gase. Für die innere Energie der Gase 
einen Ausdruck zu gewinnen, ist von v. d. Waals und dem Verfasser 
zuerst versucht, wenigstens sind andere Versuche nicht bekannt, und 
doch ist jede Theorie unvollständig, wenn sie nicht auch diese innere 
Energie umfasst. Um einen Ueberblick über das Verhalten der Gase 
gleich hier zu gewähren, will ich einige der hierüber gewonnenen Ver- 
suchsergebnisse mittheilen. 

Ueber die Eigenschaften der Gase bei niederen Drucken gehen 
die Angaben der Physiker weit aus einander. Nach Mendelejeff und 
Kiripitscheff soll das Product pv auch bei gleichbleibender Tempe- 
ratur mit abnehmendem Drucke stetig abnehmen !), so dass, wenn es 
beispielsweise bei 646 mm gleich 1 angesetzt wird, es beträgt 

bei 51,6 16,4 14,55 mm Hg 
0,9931 0,9711 0,9655 


Amagat dagegen findet, dass wenigstens Luft bei niedrigen Drucken 
fast genau dem Boyle-Gay-Lussac’schen Gesetze folgt. Andere 
Beobachter wieder kommen zu anderen Ergebnissen. Kurz, wir wissen 
nichts Sicheres, wahrscheinlich entspricht es dem Verhalten idealer 
Gase nicht. 

Sehr viel besser sind wir über dieses Verhalten bei höheren und 
hohen Drucken unterrichtet. Hierüber hat sich allmälig ein massen- 
haftes Material angesammelt, von dem man nur bedauern kann, dass 
es meist einer ernsten Bearbeitung unzugänglich ist, weil die Forscher, 
und zumal die neueren Beobachter, mit wenigen Ausnahmen, nicht die 
Originalzahlen veröffentlicht haben, sondern interpolirte und aus- 
geglichene Werthe, über deren Genauigkeit man im Dunkeln bleibt. 
Folgende Hauptergebnisse sind demnach zu verzeichnen: 


!) Wüllner, l. c. I, 8. 534. 
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1. Das Product pt ist bei keinem Gase bei constanter 
Temperatur constant und es ändert sich mit wachsendem 
Drucke auch nicht ständig in gleichem Sinne. Gehen wir 
vom gewöhnlichen Atmosphärendrucke aus, so nimmt dieses Product, 
abgesehen von Wasserstoff (das Verhalten von Argon und Helium und 
der hoch siedenden Dämpfe kennt man noch nicht) erst stetig ab, um 
später stetig wieder anzuwachsen. Die Compressibilität wächst 
also erst an und nimmt dann ab. Die Aenderungen sowohl wie 
die Umkehrstellen sind abhängig von der Natur des Gases und ausser- 
dem von seiner Temperatur. Das erstere, die Abhängigkeit von der 
Natur des Gases, erkennt man leicht an den folgenden Angaben v von 
Amagat für Kohlenoxyd und Aethylen. 

j , 

p pt 
|Kohlenoxyd | Aethylen 


pe 


Koblenoxyd ' Aethylen 


mHg 


24,1 | 27147 27420 12 210 
340 | 27102 28.092 15 116 
45,2 27 007 29217 18 962 
55,5 27025 80.467 22115 
64,0 27 060 31 722 25 065 
72,2 27071 _ 29 333 
8427 27158 


In beiden Reihen sieht man das Product pv erst fallen, dann 
wieder ansteigen. Aber wie verschieden sind die Zablenreihen! Dem 
langsamen Fallen und langsamen Ansteigen bei Kohlenoxyd steht das 
rapide Stürzen und in die Höhe gehen bei dem Aethylen gegenüber. 
Der Wendepunkt findet sich bei Kohlenoxyd etwa in der Nähe des 
Druckes 45 m Hg, bei Aethylen gegen 20 m Hg höher. In der 
Nähe vom Druck 200 m Hg ist Aethylen, in der von 84 Kohlen- 
oxyd wieder ebenso compressibel wie bei 24 m Hg. Die Punkte 
gleicher Compressibilität liegen aber nicht symmetrisch zum Wende- 
punkte. Wasserstoff nimmt bei nicht zu tiefen Temperaturen eine 
Ausnahmestellung insofern ein, als bei ihm das Product p v stetig 
wächst, ı seine Compressibilität nimmt mit wachsendem Drucke fort- 
da; in Umkehrpunkt scheint nicht vorhanden. Dieses merk- 
des Wasserstoffs hat schon Regnault entdeckt, 
Wasserstoff von den anderen Gasen überholt, so ist 
stoff bei 2800 Atmosphärendruck nur so gross 
toff bei 2100, für Stickstoff bei 1650 Atmo- 
las Ansteigen dieses Productes erst bei etwa 

eginnt. 
der Temperatur anbetriflt, so rückt 
m so höheren Drucken vor, je 
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wärmer das Gas ist. Hat die Temperatur jedoch eine bestimmte Höhe 
überschritten, so geht dieser Wendepunkt nach Amagat wieder zu 
fallenden Drucken. So liegt er nach Amagat für Kohlensäure 


unter der Temperatur 0° 30° 60° 90° 140° 200° 260° C. 
bei etwa dem Drucke 34,5 76 143 196 246 255 220 Atm. 


Doch scheint ein solcher Wendepunkt nur vorhanden zu sein, 
wenn das Gas bei ständiger Zunahme des Druckes sich nicht ver- 
füssigt (e. Abschnitt 50), anderenfalls nimmt pv bis zur Verflüssigung 
ständig ab, um dann erst wieder anzuwachsen. Ich verweise auf die 
Versuche Battelli’s über Schwefelkohlenstoff !), 

2. Die relativen Spannungscoäfficienten 3) nehmen 
mit wachsender Dichte bis zu einem Maximum zu und dann 
ab, mit wachsender Temperatur (Anfangs- oder Endtempe- 
ratur) unter gleichen Verhältnissen (bei gleicher Anfangs- 
dichte) ab. 

Dieses Gesetz erhellt am besten aus folgender Tabelle, die ich der 
wichtigen, unten citirten, Abhandlung von Amagat entnehme?): 


Anfangs- I Relativer Spannungscoöfficient mal 105 zwischen 


Volumen 


80 bis | 100 bis | 137 bis 
100° | 137° | 198° 


198 bis 
258° 


so bis 


80° 


0 bis | 20 bis | 40 bis 
20° 40° so” 


0,02385 645 | 548 | a7 | 444 | 419 | 802 | 316 | 957 
1630 | es | 608 | 512 | 472 | M08 | 500 | 258 
1300 | © ssı | ers | 588 | 522 | Abo | 378 | ar7 
1000 | 8 | 1088 | 845 | 686 | 602 | 507 | 432 | 299 
ze) $ | 1057 | 880 | men | 504 | a7 | 08 
578 3 55 | 1900 | 1222 | era | 700 | 500 | a00 
48 | 5 BE 1940 | 1411 1118 868 #72 | 437 
se | ? 5 | 307 | 1878 | 1407 | 1047 | 778 = 
250 7030 | a0sı | 1906 | 1209 | 1009 | zu | — 
200 | 7255 | 2841 | 1919 


1040| — — - 
187 3455 | 2208 | 1352 ! l—- - | - 


Wo in der obigen Tabelle die Bemerkung Verflüssigung steht, 
bezieht sich dieses auf die Anfangstemperatur, dort kann von einem 
Spannungscoöfficienten nicht wohl gesprochen werden. Entscheidend 
sind also wesentlich alle Coöfficienten über 40°. Auf die Erscheinung 
der Verflüssigung komme ich später zu sprechen (Abschnitt 50). 

Ich gebe noch des Folgenden wegen die Tabelle der zugehörigen 
Anfangs- und Enddrucke in ausgedehnterer Fassung. 


3) Physikalische Revue II, 8. 153 ff. 
#) Annales de chimie et de physique, Serie VI, Tome 29, p. 96 f. 
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Temperatur °C. 


Volumen | 


Druck in Atmosphären 


OB een. 3lo 330 85,0 | 37,0. 39,0 


I 40,9 | 42,8 
En | 344 418 45,1! 48,31 51,4 | 54,5 | 57,6 
001300 2 2 Een | 344 444 | 511 555 59,71 6381| 67,8 
0,0100 2 2222220221 344 444 563 628 68,6 74,5 82 
OO ern 3 A 56 766 84,8 90 
000 Br 5 707 81 94,7 | 1062 
0,0048 2.222222 3 A 56 70,7 87,8: 104,8: 121.9 
000816 > 2 22222344 444 | 564 71,5 ° 98,0 | 125,8 1 153,8 
0,0080 2. 222220220 m 0 — : 644 |109,0 155,0 ' 201,0 | 250,5 
0000 ee | 122,5 209,0 300,0 | 384,0 : 470,5 | 560,0 | 851,0 
0,00187 22222222. 8307,5' 404,0 , 520,0 | 627,5 750,5 | 856,5 | 953,5 


De nö Ta gel 


u — —— - —. -. —- — ——. Le 


Temperatur °C. 


Volumen 7080 . 90 ; 100 | 137 | 198 258 


TH 


Druck in Atmosphären 


OB een. 4447| 466 48,5 | 50,5, 57,0 


688,0 78,5 
0016386 222222002 606| 68,5 66,5 | 69,5 | 80,0 | 97,0 1 112,0 
0,0130... 2220202. 1 7118| 757 7986| 83,6 | 97,5 | 120,0 140,0 
001000 22222222. 8358| 91,3 196,7 was [15 158,5 , 181,0 
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Die Maxima der relativen Spannungscoöfficienten rücken mit 
wachsender Temperatur zu immer höheren Anfangsdrucken, wie man 
aus der Vergleichung der beiden gegebenen Tabellen findet. Zu be 
merken ist, dass als relativer Spannungscoöfficient definirt ist die 
Druckdifferenz an den beiden Temperaturgrenzen, dividirt durch den 
Druck an der unteren Temperaturgrenze und durch die Temperatur- 
differenz. 

Amagat weist noch darauf hin, dass die Druckdifferenzen für 
gleiche Temperaturdifferenzen, also die absoluten Spannungscoöfficienten 


( 2). ständig ansteigen ınit wachsender Dichte, und bei gleicher Dichte 


mit wachsender Temperatur nur wenig variiren. Die obenstehende Tabelle 
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Verhalten der wirklichen Gase. 
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zeigt dies für Kohlensäure unmittelbar. Für Aethylen und andere 

r I) 
. Gase findet dasselbe statt. also wäre 5 nahezu constant, das 
heisst p annähernd eine fast lineare Function von ® wie bei idealen 
Gasen. Genau ist das. wie auch die zweite Tabelle (a. S. 364) zeigt, 
nicht der Fall, namentlich nicht bei höheren Drucken, aber das Gesetz 
der Abhängigkeit des 7 von ® scheint kein einfsches zu sein, da 
diese Grösse nicht ständig mit ® wächst, noch ständig mit 9 abnimmt. 


3. Der relative Ausdehnungscoöfficient [definirt wie 

der relative Spannungscoöfficient, also durch 

1 (cv 

(9) 
wächst wie der Spannungscoefficient mit zunehmendem 
Drucke bis zu einem Maximum und nimmt dann wieder 
ab, ebenso verhält er sich in Bezug auf die Temperatur, 
ernimmt mit wachsender Temperatur erst zu, dann wieder 
ab. Beide Arten von Maxima rücken mit wachsender 
Temperatur zuimmer höheren Drucken. 

Die Abnahme nach Ueberschreitung des Maximums hat Amagsat 
bei Sauerstoff, Stickstoff, Luft und Wasserstoff bis zu 3000 Atmosphären 
Druck verfolgt. 

Im Ganzen ist der Gang des relativen Ausdehnungscoöfficienten 
ein recht verwickelter. Ich gebe deshalb auch hierfür eine Tabelle 
(s. v. S.) für Kohlensäure nach Amagat. 


46. Zustandsgleichungen der wirklichen Gase nach van der 
Waals, Clausius und Anderen. Zustandsgleichungen nach 
dem Virialprincipe. 


Die bisher am meisten angewandte Zustandsgleichung nach van 
der Wnaals!) kann in ähnlicher Weise abgeleitet werden wie die hier 
gegebenen. Man erhält sie aus den letzteren, indem man in der 
Gleichung unter 1Ila), Seite 72 die Flächenglieder fortlässt und von 
der Grösse | nur das erste Glied beibehält. So wird 


48 . 096 
1.) N9=7 (pet L Kv) ur 


Van der Waals sieht das Volumen © der Wirkungssphären der 
Mulckeln als unvreränderlich an, setzt man 


Over de eumtitmiteit von den gas en vloeitstoftoestand Leiden 1873. 
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so wäre hiernach 
b 3 
1,) B2(1+.)=50+ Me 


In dieser Form entspricht die Formel von van der Waals noch 
dem Virialprincip. Nun aber dividirt man beiderseits mit 


b 
1 + Fr 
und schreibt 


1 
b 
I+ 


b . . . 
indem man ri als kleine Grösse ansieht, in der Form 


b 


1 — —. 


V 


Dadurch wird der Charakter der Gleichung, wie wir noch sehen 
werden, total veränderte Van der Waals erhält aber 


3 
1;) k#=Sep+K)W—D.. 
Die Grösse K ist proportional dem Quadrate der Dichte eg und da 
—ı 
=z 


ist, so wird in anderer Schreibweise 


1,) Re=(p+4)0— 


Das ist die mit Recht so berühmt gewordene eigentliche 
Gleichung von van der Waals. Ihre Aufstellung gehört zu den 
wichtigsten Fortschritten, welche in der Theorie der Gase und, wie wir 
noch sehen werden, auch in der der Flüssigkeiten, gemacht sind. 

Da bald erkannt wurde, dass die Gleichung von van der Waals 
quantitativ den Ergebnissen der Erfahrung nicht in jeder Hinsicht 
entspricht, so hat Clausius?) sie verallgemeinert und ihr die Form 
verliehen 

RP a(v— b) 
” P=, 37T era 
Die Gleichung von van der Waals ergiebt sich daraus, wenn man 
ßB = 0 und 


!) Wied. Ann., Bd. 9, 8. 348. 
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setzt. Diese Formel von Clausius lässt sich zwar aus dem Virial- 
principe nicht ableiten, kann aber ebenfalls durch Näherungsrechnungen 
daraus erhalten werden. Sie passt sich den Erfahrungen besser an 
und hat umfassende Anwendung gefunden. 

Sie enthält ausser der Gleichung von van der Waals noch zwei 
andere Formen, welche für die Zustandsgleichung der Gase angegeben 
sind. Setzt man nämlich b = f = 0, so wird 


R® a’ 
” =) 


eine Gleichung, welche von Rankine!) herstammt. Die von Thon- 
son und Joule?) angegebene Zustandsgleichung resultirt hieraus, in- 
dem a’ der specifischen Wärme bei constantem Druck proportional 
gemacht wird, also für a = «&c,. Es wird 


R® & 
4) PP, (1 ® 5) 


Indessen habe ich in meiner Dissertation nachgewiesen, dass diese 
Einführung der specifischen Wärme in die Rankine’sche Zustands- 
gleichung keine Verbesserung bedeutet, sondern eher eine Verschlech- 
terung. Das hier auszuführen, liegt keine Veranlassung vor, da weder 
die Rankine’sche, noch die Thomson-Joule’sche Zustandsgleichung 
noch in Frage kommt. 

Später hat Clausius seine Zustandsgleichung noch weiter ge 
ändert?) und sie auf die Form 


R® (1 - (9-*r —d)w— b) 


r 


5) py= 


al Tri 
gebracht. 
Dann ist noch eine aus der Clausius’schen hervorgegangene 


Gleichung von Sarrau) zu verzeichnen: 


R®% «dw — ber? 
Del en 
v—b w+B 

Neuerdings verwendet A. Battelli die Clausius’sche Gleichung 
in der Form’): 
_ R# (Ir — a" 9) w—b) 
7) p=——|(1-— 
v—b Rd (+ B) —) 

Vergleicht man diese verschiedenen Formeln mit einander, so ent- 
hält ausser der allgemeinen Gasconstante R, die Rankine-Thomson- 
Joule'sche Gleichung eine, die van der Waals’sche zwei, die erste 


1) Phil. Trans. 1854, 8. 337 

2) Ebend. 1863, 8. 580. 

®) Wied. Ann., Bd. 14. S. 27% und sw. 
*) Comptes Rendus, Vol. Cl. p. 1145. 
®) Physikalische Revue 1802, LS. Son. 
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Clausius’sche drei, die zweite Clausius’sche und die Sarrau’sche 
vier, die Clausius-Battelli’sche sechs Constanten. 

Die Grundlage aller ist wohl die van der Waals’sche; dass man 
aber die Zahl der Constanten in so hohem Maasse ständig zu ver- 
mehren gezwungen worden ist, beweist, wie unbefriedigend eigentlich 
noch der Zustand auf diesem Gebiete unserer Forschungen ist. 

Nach der hier dargelegten Theorie wird man zu anscheinend noch 
complicirteren Gleichungen geführt, denn die Zahl der Constanten kann 
im allgemeinsten Falle bis zu zehn und noch mehr steigen. Indessen 
ist es nicht möglich, auf Grund des Virialprincips zu anderen ein- 
facheren Gleichungen zu gelangen, wenn man nicht etwa, wie vorhin 
bei Ableitung der Gleichung von van der Waals, Vernachlässigungen 
einführt. Ein hoher Vorzug aber ist, dass alle diese Gleichungen 
rationell sind; für jedes der Glieder lässt sich die physikalische Be- 
deutung angeben; alle mathematischen Operationen sind zulässig, wenn 
man überhaupt das Virialprincip gelten lassen wil. Sachlich aber 
habe ich zu diesen Gleichungen Folgendes zu bemerken. Wir dis- 
cutiren die Gleichungen in derjenigen Form, in welcher ein besonderes 
Virial der Stosskräfte berücksichtigt wird, und bezeichnen dieses Virial 
der Stosskräfte mit F. 

Alsdann war bei Annahme continuirlicher Vertheilung der Sub- 
stanz 


8) Re=5 (pr + Kr —ZHS+,H'S)—F 
bei Annahme von Molekeln und Atomen 


) Md=5(pr + KO ZRE+ Zul — 
+ z m’[S)) — F& 


Die Bedeutung der einzelnen Grössen ist auf Seite 69 zusammen- 
gestellt und wird von Fall zu Fall noch wiederholt. 

1. Das Glied 3 pv ist das äussere Druckvirial. In allen Gleichungen 
ist dieses so berechnet, als ob der Körper aus continuirlicher Substanz 
bestände. Dieses ist nach dem Vorgange von Clausius geschehen 
und rechtfertigt sich dadurch, dass wir p nur in dieser Weise zu be- 
obachten in der Lage sind. Wir haben gar kein Mittel, die Wirkung 
auf einzelne Molekeln zu messen; was wir als „Druck“ bestimmen, ist 
die Durchschnittswirkung auf die Molekeln, diese durch die ganze 
Masse continuirlich vertheilt gedacht. Ueberhaupt ist es auffallend, 
wie schwierig die Conception einer Druckwirkung auf einzelne sich be- 
wegende Theile ist, da doch die Druckwirkung auf continuirliche Massen 
so leicht vorstellbar erscheint. Die früher Seite 129 ff. gegebenen Ent- 
wickelungen von Clausius nach dem Vorgange von Bernoulli, 

Weinstein, Thermodynamik. 94 
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Jzzle zei Erizg firmen Des sc waere Kräfte zurück. Uebrigu: 
3er ie mu 2 Kor imier eızwankeitem Zustandsgleichunger 
ll 2.1: We eri seco 
2. mulasz fir = ie exe Gietenp dee Gröme Kr. Dee 
Ur!se 0 = i+ Zuanigiertınger zart vom van der Wasalı er 
wırisz Aer waie Ze Aberzne mech die Definition stimei 
zereiszer iieer Was zumächst die Ableitung ar 
beirit. » sun Dier de Grösse Är ass der Wirkung der gaumı 
Masse auf =::: see van der Waals har gegiswbt, diese Wirkung 
sv weit es ias Inzere iss Kirters anbetriffi, fortlassen zu dürfen. Dr 
Grund daför arheice wir aber richt stichhaltig za sein. Er meutds 
Wirkungez der Ic-Ü::er auf einander höben sich gegenseitig sl | 
Allein erstens Lazde.: es sic: auch um die Wirkumg jedes Theis 
auf sich se!bst. Zweiter: hat man im mittleren Virial nicht da | 
Product der Mittei der Coordinsten und Kräfte, sondern das Mittel de 
Productes dieser Gr5ssen zu bilden; wenn sich also auch in jenem Pro 
ducte der Mittel die Kräfte im Mittel aufheben mögen, so brauche 
sie es im Mittel des Productes nicht zu thun, und thun dieses auch 
thatsächlich nicht. Die von van der Waals aus den Wirkungen ss 
der Oberlläche, woselbst die Kräfte sich gegenseitig nicht aufhebes, 
xerebene Ableitung der Grösse Kr ist also nicht recht befriedigent 

3. Gebt man von der Annahme einer molekularen Constitutie 
der Körper aus, so findet man, wie aus der zweiten Gleichung zu er 
sehen, ein der Grösse Av entsprechendes Glied k@. Diese beiden 
(irössen aber unterscheiden sich grundsätzlich von einander, jene ist 
proportional dem Volumen des ganzen Körpers, diese dagegen dem 
Volumen der Molekeln allen. Nun mögen sie zwar in der Grössen 
ordnung einander entsprechen, in ihrem Verhalten werden sie aber wohl 
verschieden von einander sein, da ® wahrscheinlich mit Aenderung der 
Verhältnisse stärker variiren wird, als ©. Von k® wäre zu erwarten, 
duss es sich bei constanter Temperatur fast constant verhalten wird, 
von Kv dagegen nicht. Nur wenn der Körper stark comprimirt ist, 
wird man Kv und k© als einander gleichwerthig ansehen können. 
Gleichungen, welche auf Grund der zweiten Formel abgeleitet sind, 
werden also von der van der Waals’schen Zustandsgleichung wohl 
verschieden sein und mit ihr höchstens für starke Verdichtung und 
starke Verdünnung übereinstimmen. Die van der Waals’sche 
(Heichung beruht auf einem Compromiss zwischen den Annahmen cor- 
tinuirlicher und molekularer Constitution der Körper. 

4. Gänzlicb neu ist, dass in allen hier angegebenen Zustand»- 
gleichungen auch (ilieder enthalten sind, welche Flächenstücken pro- 
portional sind. Derartige Glieder habe ich in den anderweitig ge 
gebenen Zustandsgleichungen stets vermisst, und die Ueberzeugung, 
dass solche Glieder vorhanden sein müssen, hat mich auch veranlasst, 
die eomplieirten und mühseligen hier (Abschnitt 15) nochmals wieder- 
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"gegebenen Rechnungen zu unternehmen. Sind sie in den Ausdrücken 
für die potentielle Energie da — und dort hat ihr Vorhandensein 
Gauss bewiesen —, dann können sie in den Ausdrücken für das Virial 
nicht fehlen. Man kann sich nicht von vorn herein darauf berufen, 
dass die Coöfficienten H, h gegen die X, k sehr klein sind, die Flächen- 
glieder also zu vernachlässigen sein dürften. Denn erstens giebt es 
Zustandsänderungen — es gehören dazu alle mit den Capillaritäts- 
‚erscheinungen verbundenen —, bei denen nur diese Flächenglieder in 
"Betracht kommen. Zweitens hat man gar keinen bestimmten Anhalt 
dafür, dass nicht die Flächenglieder durch die Grösse der Flächen das 
ersetzen können, was ihnen durch die Kleinheit der Coöfficienten ab- 
geht. Namentlich gilt dieses von den Gliedern 


1 1 
-zh2+—hS, 


in welchen ja & die Oberfläche aller Molekeln, und S, die aller Be- 
wegungsgebiete der Molekeln bedeutet. Diese Glieder dürfen über- 
haupt in keinem Falle ausser Acht gelassen werden,. denn wenn wir 
. auch unter Ziffer 3 das-Glied k ® unmittelbar mit dem Kv verglichen 
haben, so ist es doch allein diesem Gliede nicht äquivalent, sondern 
erst in Verbindung mit den Gliedern 


1 1 
—zh2 tz 
Die drei Grössen zusammen 
1 1 
KO — 3 h2+ 3 h, Sp 


entsprechen erst der Grösse Kv und geben mit 5 multiplieirt wie 
dieses das Virial des Körpers auf sich selbst. 

Die anderen Flächenglieder beziehen sich auf die Verhältnisse an 
der Oberfläche des Körpers. Sie sind in den meisten Fällen freilich . 
von minderer Bedeutung, so dass es im Allgemeinen noch nicht viel 
‚schadet, dass man sich einstweilen damit begnügen muss, ihr Vorbanden- 
sein festgestellt zu haben. 

Gase sind immer rings von einschliessenden Flächen umgeben. 
Wenn innerhalb eines abgeschlossenen Gefässes nur ein Gas enthalten 
ist, haben wir 

sSs=S$' 


und in 8) ziehen sich die Flächenglieder zusammen zu 
2 (H— 1mS‘, 


so dass nur die Differenz der Molekularwirkung des Gases und der 

Hülle in Frage kommt. Befindet sich ein Gas in einem Gefässe zu- 

sammen mit einer anderen Substanz, so gilt die obige Zusammen- 
24* 


vw... u ei il vr cu Zus Werinremeiem Theil der Subsls 

Le... 002 Kahl DO ce ZI V.rrasgen. den wir bald ker 

„rin ve. “rn weoa ver H ımi Ü einander gleich werde. 
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der (sure dr Ireie Kewezichkeit und trägt weniger zum allgeme 
Drucke bei. ar #» sorst der Fall sein würde. Temperaturerhöbusf 
wirkt der Erfahrung nach dieser Anziehung entgegen, und so lies 
nch die verdiechteten Theile von den Wandungen und nehmen nun 
dem allgemeinen Drucke Theil, so dass dieser grösser erscheint, alı u 
ronst der Full war. Nach Chappuis ist beispielsweise von schweilige 
Siiure bei 0% #0 viel auf einer Glasoberfläche verdichtet, dass bei eim# 
Tomperuturerhöhung bis 180° C. sich von jedem Quadratcentinde 
0.000069 eem dienen (insos lorlösen. Auf diese Fehlerquelle beı de 
Bertimmung des Spannungscoöfficienten der Gase ist man schon langt 
aufwerkauam gewesen, leider fehlen noch exacte Versuche. 

Den Gliederu 


ı HS und — 2 H'S’ 

ettsprechen in der Formel ®) erst die folgenden 
1 l ı 075 

ln sn - Ia{sb 
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„5 doch die Molekeln für sich als besondere Körper betrachtet und selbst 


so behandelt, wie den ganzen Körper, lassen sich alle auf sie sich be- 
siehenden Glieder in solche Glieder auflösen, welche für Atome gelten. 
Die Zustandsgleichung enthält dann Producte, deren Factoren einer- 
seits aus Grössen bestehen, welche den k und h entsprechen, und an- 


R- dererseits aus Grössen, die als Volumen und Oberfläche der Atome zu 
‚# bezeichnen sind. Da wir nun die letzteren als unveränderlich ansehen, 


so müssen alle Aenderungen lediglich in solchen der Factoren k, h be- 


'8 stehen und wir gelangen zu dem bemerkenswerthen Schlusse: Je 


= 
‚E 
2 


weiter wir die Substanz zerlegt denken, desto mehr werden 
solche Grössen constant, die wir sonst als die eigentlichen 
Variabeln betrachten, und dagegen solche variabel, die wir 
sonst als CGonstanten beanspruchen. Das Verhältniss kehrt 
sich fast um. 

6. Wir kommen nunmehr zu den Factoren in unseren Gleichungen 
und schliessen daran sofort die Darstellung der einzelnen Glieder über- 
haupt an. K und H sind die aus der Capillaritätstheorie bekannten 
Laplace’schen Grössen, beide sind proportional dem Quadrate der 
Dichte, also umgekehrt proportional dem Quadrate des specifischen 
Volumens; setzen wir 


10) =D, „-% 


va’ m’ 


so sind also (K) und (H) jedenfalls von v unabhängig. Aber constant, 
überhaupt unveränderlich, sind diese Grössen nicht. Von (H) weiss 
man es bei Flüssigkeiten mit Sicherheit, dass es mit wachsender Tempe- 
ratur abnimmt. Man kann z. B. für Wasser mit sehr grosser Ge- 
nauigkeit 

11) (H) = (H,)(1 — &9) 


setzen, und da K von derselben Function abhängig ist wie H, so darf 
man das Nämliche auch von dieser Grösse behaupten. van der Waals 
freilich sieht (K) als Constante an, das dürfte aber nicht zulässig sein. 
Leider fällt K bei allen bisherigen Untersuchungen über Capillarität 
aus den Gleichungen heraus, so dass man auf sein Verhalten aus 
diesen so leicht studirbaren Erscheinungen nichts entnehmen kann.: Die 
Entdeckung, dass eine Grösse, welche in einer von den rein thermischen 
Vorgängen anscheinend so ganz abseits liegenden Erscheinungsclasse 
vertreten ist, in der Zustandsgleichung der Gase und Flüssigkeiten 
eine bedeutende Rolle spielt, ist eine der schönsten Errungenschaften 
von van der Waals. 

Die Grösse MH’ ist proportional der Dichte des Gases und der- 
jenigen des angrenzenden Körpers. So lange letztere als constant an- 
gesehen werden darf, und dieses wird stets zulässig sein, wenn der an- 
grenzende Körper nur die Wandung eines starren Gefässes ist, hat 
man hiernach 
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_ (HM) 

= 

Auch (H’) kann von der Temperatur abhängen. Grenzt das 
eine Flüssigkeit, so können Zustände eintreten, in denen di 
der Flüssigkeit sich ebenso ändert, wie die des Gases, 
hätten wir 


13) v—“). 


12) H' 


Indessen fallen gerade dann diese H und H’, wie früher bemerkt, 

In der van der Waals’schen Gleichung unter 1,) bedeut« 
nämliche Grösse wie hier (AK). Nach Erfahrungen !) über die 
gleichen Function abhängende Grösse (H) hätten wir hiernacl 
ersetzen durch eine lineare Function von 9. Dann geht die vr; 
Waals’sche Gleichung über in 


1,) Rd — (r + 252) w—b), 


eine Formel, von der man glauben darf, dass sie der Erfahrung 
entsprechen muss, als die ursprüngliche von van der Waals 
abgesehen davon, dass sie eine Constante mehr enthält als dies 
den Erfahrungen besser angepasst werden kann. 

Indessen scheint es Flüssigkeiten zu geben, für welche (H 
als Function der Dichte dargestellt werden kann, z. B. ist bei G 

(H) = (H), 0", 
wobei freilich die Darstellung als Function der Temperatur gle 
zulässig ist 2). 

Die k und h entsprechen den Grössen K und H. 

Nachdem, wie wir vorhin bemerkt haben, je weiter die Zertl 
der Körper getrieben wird, wir um so mehr zu constanten Vol 
gelangen, kann die Variabilität der Glieder, die mit den k und A 
multiplicirt sind, nur noch in der Variabilität dieser k und A g 
werden. und da ist es in der That von Bedeutung, dass für ein 
sprechende Grösse wie ]/ wenigstens eine besondere Variabiliti 
der Temperatur nachgewiesen ist. Im Uebrigen ist & propoı 
dem (Juadrate der Molekulardichte 6. Da © das Volumen aller Mo 
bedeutet. so ist 6@ die Masse aller Molekeln, das heisst die Mas 
Gases. diese sollte 1 sein. Wie daher Ar proportional ist der ] 
des Gases. ist X © proportional der Dichte einer Molekel, so lang 
letztere als constant ansehen, könnte also die Veränderlichkeit ı 
I: !iegen. Dieses führt auf die Idee. ob nicht am Ende nicht et: 
sondern eigentlich At nur eine Function der Temperatur ist. 
das aber der Fail — ıch steile alies zusammen, was auf einem s 


° Weirstein. Capilartars-Unteruchungen. Berlin 1889. J. Spı 
g. 272. — ’ imd. N. 
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gewissen Gebiete im Bereiche der Möglichkeit liegt —, dann lautete 
die van der Waals’sche Gleichung 


1.) 29 = (? + arte?) v— b). 


Die Grösse %k ist derselben Art wie die k, doch ist h& umgekehrt pro- 
portional dem Quadrate der Molekulardichte, so dass wirbaben würden 


23 

3 

14) z=- Merz - 25, WR 
Fassen wir die beiden Glieder k® und — s h& zusammen, 80 


wird hiernach 


(k) ® - (1) @° 


1 
15,) k 9 — 3 NE -- Bu:7 


und indem wir noch (k) und (hk) etwa als linesre Functionen der 
Temperatur darstellen 


|» 


15,) kO — 2 ‚Mi +DMN-D+DN Di +tm/Ne 

Wie sich das Volumen der Molekeln mit Temperatur und Dichte 
ändert, ist leider so ganz unbekannt, dass man kaum eine begründete 
Vermuthung hierüber wagen kann. Man wird daher am besten thun, 
zunächst die möglich einfachste Annahme zu machen und diese dürfte 
darin bestehen, dass © sich ebenso ändert wie v. Eine Stütze findet 
diese Annahme durch die Ueberlegung, dass, wenn man die Körper als 
eontinuirliche Substanzen behandelt, man auch zu der Erfahrung an- 
passbaren Gleichungen gelangt. Demnach betrachten wir es als eine 
plausible Hypothese, dass 


|» 


D, +9 (DM +DMNv 


1 
15) kO—-Sh2= : 


gesetzt werden darf. 
Eine zweite Hypothese werden wir unter Ziffer 8) kennen lernen. 
In der Grösse 5 h, Sy ist nach den Angaben auf 9. 373 h, wie K 
proportional der Dichte des Körpers im Ganzen, also 
16) = 2 . 
Ferner bedeutet 5, die Oberfläche aller Bewegungsgebiete der Molekeln 


im Körper. Da diese Bewegungsgebiete das Volumen des Körpers zu- 
sammensetzen, kann man in hinreichender Annäherung S, proportional 


2 
v° annehmen. Alsdann wäre 


2%e+ Capitel. 
_4t 
unsern - De ®, 


S, wie folgt berechnen. Nennen vi: 


N:leäeln. 20 wäre also die Oberfläche eirer 
TER Nan ist es zwar Dicht bekannt, wi 
Kara ı den wirklichen Gasen verhält, da 


Nareruzgssvekzungen handelt, darf man von de 
«2. welche für die ideslen Gas ab 
= berwrgehoben, ein wie weites Geltung 
aber. AufGrund der im Abschnitt 41 
von denjenigen Formeln Gebrauch 
mittiere Weglänge in diesem Buche 
i> der Theorie der Reibung sehr get 
03. Gleichung 12,)] 
Lost 98-5 
PaEL; 


esonderen Verhältnissen an der Ober- 
u wir nicht berücksichtigen und brauchen 
‘den Vorgänge nicht zu thun. 

iaie in Rechnung zu ziehen, sei os, 
ch auf einander prallen, sei es, dass 
u. dass dabei besondere in die allgemeine 
e Wirkung nicht einbezogene Kräfte zum Vorschein 
u Jann zu den Gliedern rechts der Gleichung 8) 
} oder € zu addiren, deren Bedeutung auf $, 72 
je nachdem es sich um Zusammenstösse von Molekeln 


dargelegt ist. } 
Sion von Molckeln und von Atomen oder nur von Atomen handelt. 


gilt für die Gleichung 9). 

von den drei Grössen A. B. ’ mun Rechnung zu tragen 
hat, weiss man nieht. Van der Waalk hut. nur die Grösse A für die 
Molckularstösse und auch diese ohne die Deformutionen der Molekeln 
zu benchten, in Rücksicht gezogen, wie schon hervorgehoben. Dass 
sse dem Virial der Stosskräfte entspricht, hat übrigens erst 
d einer Bemerkung von Maxwell erkannt. 
früher als problematisch bezeichnet, es 
sie als real betrachten muss. Wir 


diese G 
Lorentz 
Ich habe 
»cheint 

haben 
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'Q 2 
A=— 2 (1 + 8°), 
[1] N 
(=— va 8 (1 +88), 
Bear 


Also A ist, wie in der van der Waals’schen Gleichung, umgekehrt 
proportional dem specifischen Volumen und proportional dem Volumen 
der molekularen Wirkungssphären, C hängt vom specifischen Volumen 
nicht ab. Sieht man Atomvolumen und Volumen der Wirkungs- 
spbären als constant an, so ist CO lediglich Function der Temperatur, 
da auch c” constant sein muss. Inwiefern c', welches von der Elasti- 
cität der Molekeln abhängt, constant ist, lässt sich nicht sagen. 

In ganz derselben Weise, wie es mit der Grösse S» geschehen ist, 
können wir in der Hauptgrösse A das ® durch Temperatur und 
Volumen ausdrücken. Nämlich es bedeutet dieses @ ein Achtel von 
dem Volumen aller Wirkungssphären der Molekeln. Bezeichnet also 
6 den Radius einer der Wirkungssphären, so haben wir für das 
Volumen dieser Wirkungssphären 


4 
— 70°. 
3 N 


Gehen wir aber, da die Stossviriale Correctionsglieder darstellen, von 
den Verhältnissen bei idealen Gasen, deren Eigenschaften ja bis zu 
einem sehr hohen Grade allen wirklichen Gasen zukommen, aus, so ist 
zufolge der Theorie der Reibung (Abschnitt 41), wenn @ den Reibungs- 
coöfficienten darstellt 10), S. 319] 


= Vr-a 


are au’ g 


woselbst z eine Zahl (0,30967 nach O. E. Meyer) bedeutet und m das 


3 3 
Molekulargewicht ist. Da wir (%)? proportional #* setzen, so ist also 
3 
— Y* 
© streng genommen proportional —- Nach der gewöhnlichen kineti- 


2 
° 3 
g4 
schen Theorie der Reibung wäre , constant. Nach Maxwell’s 
o? 
Theorie wäre diese Grösse proportional I. Nach der hier dargelegten. 


94 
Theorie der Reibung, welche, wie früher bewiesen, bis zu einem hohen 
Grade von der Erfahrung bestätigt ist, haben wir (S. 322) 
k+5 5b 3-6 


oe = e(m) CK sa+3m gEE,. 6% 
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oder ohne Bezugnahme auf die Natur der Gase 
5 8k-85 


e=:2(4)#° 


somit nach der gewöhnlichen Theorie U’ constant, nach Maxwell's 


vE—v (5) 
3)" 


Theorie 


nach der hier dargelegten 


19) 
und AR ni 
20) 4=—2%(4)” --2.()®. 


&. Nunmehr können wir auch die zweite Hypothese für die Ab- 
hängigkeit der Grösse © von Temperatur und Volumen angeben. Da 
nämlich in dem Falle, dass die Molekeln thatsächlich selbst zusammen- 
stossen, die Wirkungssphäre nichts anderes ist als eine Kugel vom 
doppelten Radius der Molekeln selbst, so ist man versucht, die für ® 
abgeleitete Beziehung auf die Volumina der Molekeln auszudehnen, 
also auf ®. Alsdann hätte man 


Ö 12 D N 
1) so ® os el, 


(2 EZ (@ [2 
v =) 
woselbst k’ und A’ noch (lineare) Functionen der Temperatur sein 


könnten. 
Auch diese Darstellung gestattet die beiden Glieder 


1,.,1 
-gIE+ ZB 


zu einem Gliede zusammenzuziehen. 
9. Fassen wir jetzt alles zusammen, so können wir für die Zu- 
standsgleichung die folgenden beiden Formen aufstellen: 
ı 7-5 


s m 
D B=m+n3 -32(2) 


v 
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Die F,, Fy, @,, Gs sind Functionen von 9, etwa wie bisher an- 
genommen lineare. Das Glied 
1 3k—5 


wur} 3% 
Fo bezw. G, (7) 
() v 
fasst Grössen zusammen, die entgegengesetzten Zeichens sind 
(nämlich — r h&+ > h, 8) 


und sich in den meisten Fällen aufbeben, so dass sie zusammen nur 
kleine Beträge ergeben werden. Eine Entscheidung, welche von den 
beiden Gleichungen die zweckmässigere ist, wird später herbeigeführt 
werden. 

Vor allem fällt auf, dass ın beiden Gleichungen eine Grösse ver- 
treten ist, welche als Exponenten eine von dem Verhältniss der speci- 
fischen Wärmen bestimmte Zahl enthält. Diese Zahl nun hängt, wie 
wir wissen, zunächst von der Natur der betreffenden Substanz ab, so- 
dann aber auch, wie die Erfahrung gelehrt hat, von dem Zustande 
dieser Substanz. So lange man das Gas noch als dem idealen Zustande 
nahe behandeln darf, wird man nur die Natur desselben zu berücksichtigen 
haben. Also würden z. B. für alle einatomigen Gase die Exponenten 
3% — 5 verschwinden. Ferner wären die mit dem negativen Zeichen 
behafteten Exponenten für alle Gase positiv, die mit dem positiven für 
alle Gase negativ. Im Allgemeinen aber kann k anscheinend je nach 
der Dichte und Temperatur des Gases alle möglichen Werthe an- 
nehmen. Hierauf werde ich erst später eingehen können, an dieser 
Stelle muss der Hinweis selbst genügen. Worauf aber Gewicht gelegt 
werden sollte, ist, dass dieses alles Consequenzen der kinetischen 
Theorie und gewisser Erfahrungsthatsachen, keineswegs willkürliche 
Erweiterungen sind. Wenn in Folge dessen die Gleichungen immer 
ungefüger werden, so ist das eben in der Natur der Sache begründet, 
Immer aber sind die Formeln noch nicht so verwickelt, dass man mit 
ihnen nicht operiren könnte. Nur Mangel an Erfahrungsthatsachen 
hindert ihre genauere Anwendung. 

10. Nun noch einige Worte über den Geltungsbereich der hier 
abgeleiteten Zustandsgleichungen und implicite also auch aller anderen 
auf das Virialprincip zurückzuführenden entsprechenden Gleichungen. 
Da, wie früher ausgeführt (8. 44), das Virialprincip sehr umfassend 
ist, so möchte man dazu neigen, auch den aus ihm abgeleiteten 
Gleichungen weite Geltungsbereiche zuzuschreiben. Das ist auch für 
den jeweiligen Zustand der Fall. Allein die Gleichungen enthalten 
im Stossvirial und — bei der Berechnung auf Grund einer Zertheilung 
in Molekeln und Atome, wie sie ja bei kinetischen Ableitungen er- 
folgen muss — auch in allen anderen inneren Virialen Grössen, die 

a Molekeln selbst betreffen. Nun wissen wir aus der Erfahrung 
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—_ı 
F + Fo’ 
)j . . =, 
92 


woselbst F} und Fy ebenfalls nur Functionen von ®, lineare, wie wir 
1 


angenommen haben, sind, so ist F,V ° im Allgemeinen gegen F}, wie 
schon bemerkt, klein, somit haben wir auch 


1 
FR+Fv ’ F, 
v2 — DENE 
2 __ 3 „3 
v + 2 ( Fr” )® 
Wir setzen nun 
2 
RR „s— 
2F, 


und beachten, dass ß eine kleine Grösse ist, alsdann können wir für 
diese an sich variabele Grösse einen Mittelwerth eingeführt denken. 
Indem dann noch im Nenner f? als Grösse zweiter Ordnung hinzu- 
gefügt wird und für F,v geschrieben wird c’, erhält man das für die 


' 
Clausius’sche Gleichung charakteristische Glied Doch ist 


c 
(0 + Bi 
freilich diese Näherungsrechnung sehr anfechtbar, wenn v selbst nur 
eine kleine Grösse geworden ist. In der Clausius’schen Gleichung ist 


ß stets positiv und kleiner als ”. Wir möchten hieraus schliessen, 


dass auch — = positiv sein muss, was sich als richtig erweisen wird. 
\ 


47. Die innere Energie wirklicher Gase. 


Die merkwürdigste und einfachste der hier abgeleiteten Gleichungen 
ist die für die potentielle Energie der Gase. Für die ganze innere 
Energie, potentielle und kinetische, hatten wir gefunden (S. 73) 


1) U=,R®—pv— ,A+U®, 


woselbst A das Stossvirial ist!). Zieben wir nur die Stösse der Molekeln 
in Rechnung und sehen dabeı von etwaigen Deformationen dieser 


Molekeln ab, so ist 


'2) Ich habe nun das in meiner, 8. 44, citirten Arbeit nicht mitgeführte 
hier überall hinzugefügt; es darf nicht fehlen, wenn auch dann 
"“mergie vorhanden sein soll, wenn keine Molekularbewegung 
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3k—5 
4ık 
nl”. 
Di Ü 
also 
7k —5 

5 2 \* (0) 
2) U=; RM —p0+3D(,) + o®, 


Herr Thiesen hat die Gleichung 1), wenn daselbst das Stossvirial 
A fortgelassen wird, benutzt, um darzuthun, dass auch die hier an- 
gegebene Theorie der Zustandsgleichung den Erfahrungen nicht ent- 
sprechen kann!). Da die Sache wichtig genug ist, muss ich mit 
einigen Worten darauf eingehen. Der tiefdurchdachte Einwand, den 
er erhebt, trifft eigentlich die Anwendbarkeit des Virialprincips zur 
Ableitung von Zustandsgleichungen überhaupt, er richtet sich ebenso 
gegen alle anderen Zustandsgleichungen, die — wie beispielsweise auch 
die van der Waals’sche — ihre Grundlage im Virialprincip haben. 
Doch bemerkt freilich Herr Thiesen schon selbst, dass seine Einwände 
sich auf die Darstellung der Energie ohne Berücksichtigung des Stoss- 
virials beziehen. Die Sache ist nun folgende: 

Thiesen geht von den Gleichungen aus: 


. 
ei 
9 Ö 
=» 2). P = IR 


die bis auf das hier anders gewählte Zeichen mit den Gleichungen 95) 
und 96) in Abschnitt 19 übereinstimmen und woselbst F’ das thermo- 
dynamische Potential bedeutet. 

Hiernach giebt die Gleichung 1) unter Fortlassung von F' 


JE 
oF 5 iz 
n DPD — _ 93 
arr r 3 #0 v 0% 
oder 
or Er 
9 5 Fi) 
_ RR _ \* 
v Sy + 5 R Y Jh’ 
woraus Thiesen ableitet 
F > 5 
Do _ _\_ % Rk 
9 7 h (2) 5 R*logv, 


woselbst /, eine beliebige Function ist, also wenn f, für A gesetst 


v 
wird 


7. Ann. Bd. 63, 8. 334. 
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__feN __®R ,„([P 59 
2 = -3436)+ 35, 


Die letztere Gleichung würde bedeuten, dass p nicht eine Function 
von ® und v, sondern nur von 2 ist. Es folgt dann wegen F = U 


— J®S weiter 
ul) tm ru) Hham 
2) +) Hmm) + me 


® 


JS—= 


Da nun ,„=# (52) ist, so ergiebt sich zuletzt 
00V 3 


% 


BE ZIP N BE 
a=— Zr) + v' 


also auch die specifische Wärme für constantes Volumen sollte dann 
. . I. . . 
nur eine Function von „ sein, und weil 9 auch nur von diesem Ver- 


hältnisse abhängt, so könnte c, nur eine Function von p, vom Druck 
sein. Darin sieht Herr Thiesen einen Widerspruch gegen die Er- 
fahrung, da ja eine Flüssigkeit und ihr Dampf bei gleichem Druck 
jedenfalls verschiedene specifische Wärmen haben. Ich könnte mich 
darauf berufen, dass eine Flüssigkeit und ihr Dampf überhaupt ver- 
schiedene Zustandsgleichungen haben können. Denn wenn auch die 
Form der gegebenen Zustandsgleichung für beide Aggregatzustände 
die nämliche sein sollte, so können und werden doch die darin ent- 
haltenen Grössen K, H, k, h, ©, & u. s. f. nicht gleich zu sein brauchen, 
worauf ich schon hingewiesen habe. Ich könnte mich weiter darauf 
berufen, dass, wenn bei Fortlassung des Stossvirials ein solches der 
Erfahrung widersprechendes Ergebniss folgt, dieses ein Hinweis sei, 
dass eben dieses Virial nicht entbehrt werden kann. 

Indessen ist die Beweisführung von Herrn Thiesen, so elegant 
ihre Anlage ist und zu so interessanten Gleichungen sie führt, nicht zu 
billigen. Herr Thiesen setzt von vornherein voraus, dass das thermo 
dynamische Potential F eine Function sei nur von v und 9. Allein 
da weder U noch p allein von v und ® abhängen, sondern noch von 
verschiedenen anderen Grössen, namentlich von den Flächengliedern, 
so muss auch F' noch durch diese anderen Grössen bestimmt sein und 
das von Herrn Thiesen für F gefundene Integral ist gar nicht das 
allgemeine Integral. sondern ein specielles, welches sich vielleicht 
als ungenügeud erwiesen hat, indem es für c, zu dem der Erfahrung 
angeblich widersprechenden Ergebniss geführt hat. Man muss zum 
Thiesen’schen Ausdruck für F noch eine Function hinzufügen, welche 
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ad p ausser ® und v noch air 
‚erunzsrechnungen. wie dieses in 
ist, für diese Grössen Ausdräck- 
. s0 handelt es sich doch um 
he auch höchstens ein Näherungs- 
sen. kein wirklicher. Ein anderer, vielleicht 
scd tetrißt die Grösse I. Diese setzt Herr 
ss wände bedeuten. dass die Atomenergie zur 
iz dem nämlichen Verhältnisse steht. Das 
E* muss zweifellos eine Function mindestens 
ie ja schon daraus hervorgeht, dass A* bei 
onal c, ist und diese Grösse, wenn auch von 
von der Temperatur abhängt. Ausserdem 
r verschiedene Substanzen gleichen Werth haben: 
ar. wenn in einer Flüssigkeit dasselbe Energie 
und Mo!ekeln herrschte, wie in einem Dampf. 
gswärme ste dann eine Constante sein. Hiernsch 
sen’sche Einwand gegen die dargelegte Theorie als 
wenien. Von den von ihm angegebenen Formeln 
erungsrechnungen gern Gebrauch machen. 

‚un zunächst die hier gegebenen Formeln für die 
x der (Gase der Erfahrung anpassen. Dabei stellt sich 
eine eminente Schwierigkeit in den Weg, die bisher 
hinreichend hat überwunden werden können. Näm- 
et die absolute Temperatur thermokinetisch definirt. Alle 
Angaben, die sich auf Temperaturen beziehen, sind aber lediglich in 
der conventionelien Scala ausgedrückt. Besässe nun irgend ein Gas 
die Figenschaften, die einem idealen Gase zukommen, so könnten wir 
dieses Gas als thermometrische Substanz benutzen. und ein Thermo 
meter aus demselben angefertigt ($. 9 #.). gäbe die absolute Tempe- 
tatur bis auf eine Üonstante % bei Theilung des Thermometers 
nach Celsius). Das ist nun nicht der Fi wir wissen also eigentlich 


Wenn jedoch als th 
Wasserstoff gewählt wird, und 
sich unter gewöhnlichen At 

raturmessungen mil De“ 


Spannungscoöfficient nach van der Waals. 385 


48. Die Zustandsgleichungen von van der Waals und 
Clausius im Verhältniss zur Erfahrung in Bezug auf Gase, 


Die folgende Untersuchung werde ich mit möglichst grosser Ge- 
nauigkeit führen, denn eine wirkliche zahlenmässige Durcharbeitung 
der in der Ueberschrift genannten Gleichungen fehlt noch, und doch 
sind sie beide von der grössten Wichtigkeit. Naturgemäss kann die 
Prüfung nur eine negative sein, es kann sich nur darum handeln, zu 
untersuchen, ob und wann sie der Erfahrung nicht entsprechen, also 
die Grenzen ihrer Gültigkeit festzustellen. Das ist eine etwas unan- 
‚genehme Arbeit, aber einer muss sie doch ausführen, schon damit nicht 
in Lehrbüchern Resultate immer und immer wieder als absolut zu- 
verlässig gegeben werden, die es nicht sind, und damit andererseits 
übertriebenes Misstrauen auf das richtige Maass zurückgeführt wird. 
Ausserdem handelt es sich ja um Gleichungen, welche beide ihre Stütze 
in dem hier zur Grundlage gewählten Virialprincip haben, also zu den 
Zustandsgleichungen gehören, die hier zu untersuchen sind. 

Wir betrachten zunächst die Gleichung von van der Waals. In 
der ihr vom Entdecker gegebenen Form lautet dieselbe 


20=(p + 2) 0). 


Sie ist von van der Waals ebenfalls aus dem Clausius’schen 
Virialprincip abgeleitet, zunächst in der Gestalt 


@ 
Rd = (» + >) v. 
Dann wurde für v eine Correction wegen der Ausdehnung und 


der Bewegung der Molekeln gesucht und diese darin gefunden, dass v 
de = b zu ersetzen sei, woselbst b die früher angegebene Be- 


deutung haben sollte. 
Am leichtesten ist die Prüfung durch Ermittelung des Spannungs- 


eoäffieienten. Dieser ist zunächst 
—__PZm 
P= 6-8) 
die van der Waals’sche Gleichung indem man mit 
enden Coöffieienten des idealen Gases bezeichnet 


a 
B=h (1 + Der )' 
ichen Gases ist hiernach diesem letzteren Coöfficienten 
+ mit 


@ 


13. 
er 


2 
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Var Ser Wasis bereits hat seine Formel durch die Erfahrung 
Wir äöuzen das gegenwärtig mit reicherem Material thun. 


ENT N 
ja 4  u=(f _ ı\perwR, 
sat, N « (a m 


Kesiebt man m auf Atmesphärendruck und %, auf das Volumen 
twi Arzesräärendruck und der Temperatur 0°, so ergeben sich nach 
tür Luft tiigende zusammengehörige Werthe: 


“ Pete ß 
EX 1.000 0,003 654 
Le 1,000, 0,003.665 
var EHRT. 0,003 681 
KENN 0,9968 0,003 709 


bs fragt sich vor allem, welchen Werth wir für ß; anzusetzen 
haben. Die Schwierigkeit liegt darin, dass wir kein Gas kennen, dem 
die Eigenschaften eines idealen Gases mit Sicherheit zugeschrieben 
werdeu könnten. Gewöhnlich bezeichnet man Wasserstoff als dasjenige 
Gas, das unter gewöhnlichen Verhältnissen idealen Gasen am nächsten 
kommen sol. Für dieses ist unter Atmosphärendruck nach den 
Messungen von Jolly, Magnus und Regnault 8 = 0,003661, nach 
denen von Melander 0,003650. Das sind aber Zahlen, die wir mit 
Resug auf ideale Gase nicht deuten können, denn Wasserstoff weicht 
gleichfalls vom Mariotte’schen Gesetze ab. Die Formel von van 
der Waals würde jedenfalls einen kleineren Werth für ß; verlangen 
ala 0,00366, denn sonst würde @ für v ‚923 nach Regnault’s Ver 
suchen negativ werden, da es doch positiv sein muss. Es ist darum 
am aweckmässigsten, ß; als unbekannt anzusehen, wie es denn auch 
thatsächlich ist, und es mit @ zusammen zu bestimmen. Wir finden 
dann für Luft durch Ausgleichung nach der Methode der kleinsten 


Quadrate 


Bi = 0,003650, a = 0,003491. 
Rerechuet man mit diesen Zahlen nunmehr die Werthe der B, so 
1 die Vergleichung mit den Beobachtungen ale Abweichungen in 
ten der sechsten Decimale : 


1. +6 
hiernach eine ausgezeichnete, denn 
ingungen vorhanden. Dass van 


Die Ueberei 
immerhin sind 


*) Relations u. 237, siehe auch meine 
2 ometern auf 
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der Waals selbst zu keiner so guten Uebereinstimmung gelangt ist, 
liegt daran, dass er für ß; von vornherein einen Werth annahm 
(0,00366). Uebrigens stimmt der ermittelte Werth für ß,; mit dem von 
Melander für Wasserstoff bei Atmosphärendruck angegebenen. 

Ich will dieselbe Rechnung auch für die Versuche von Regnault 
an Kohlensäure ausführen. Die experimentellen Daten sind folgende !): 


Do Poto | ß 
1,00 1,0000 0,003 688 
1,19 - 0,9987 0,003 694 
2,29 0,9899 0,003 752 
4,72 0,9735 0,003 860 


Die Zahlen für 9,0 beziehen sich auf den Werth dieser Grösse 
beim Druck einer Atmosphäre und dem zugehörigen Volumen. Die 
Temperatur, wofür diese Zahlen gelten, ist nicht 0°, sondern 9 bis 10°, 
doch thut dieses bei den nicht zu hohen Drucken, die in Frage konımen, 
nichts zur Sache. 

Man findet, wenn wieder ß, mit berechnet wird: 


ß: = 0,0036442, a = 0,012 404. 


Die Differenzen gegen die Beobachtungen betragen in Einheiten 

der sechsten Decimalstelle 
0, +23, —5, +3. 

Die Darstellung ist also eine gute. Der Werth von ß; ist noch 
kleiner als der für Luft ermittelte, doch ist der Unterschied nicht er- 
heblich. 

van der Waals giebt für a unter Zugrundelegung des Werthes 
0,00366 für ß; den Werth 0,00874. Berechnet man mit diesen beiden 
Zahlen die Spannungscoöfficienten, so ergeben sich als Differenzen in 
den gleichen Einheiten 


+4 +4, —13, —4l. 


Die angenommenen Zahlenwerthe genügen also nicht, wiewohl sie 
aus den oben mitgetheilten Beobachtungen von Regnault abgeleitet 
sein sollen. Späterer Untersuchungen wegen muss ich auf diese Miss- 
stimmung hinweisen, die übrigens van der Waals selbst nicht ent- 
gangen ist. 

Für Kohlensäure liegen noch entsprechend genaue Versuche von 
Andrews vor?). Die zusammengehörigen Werthe sind folgende: 


1) Relation des experiences Tome I, p. 389 u. Tome I, pag. 112, 123 
sowie meine genannte Dissertation, 8. 21 ff. 
Al, Trans., Vol. 166, II, p. 436. 


25 * 
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Po ts pt 


\ vu. 1 


v0 | 0,004 754 | 0,004 70" 
0.849906 0,0537 | 0,005237 | 0,005 13x 
081025 0,00588 | 0,005 728 ' 0,005 61" 
17644 | 0,006 357 | 0,008 177 

0,00734 | 0,008 973 | 0,008 71 


Die Drucke sind wieder in Atmosphären, die Volumina in Ein- 
heiten des Volumens bei Atmosphärendruck und der Temperatur 0° 
gegeben. Nur die letzte Reihe der ß kommt für eine Vergleichung 
mit der aus Regnault’s Beobachtungen ermittelten Formel für ß in Be- 
tracht. Berechnet man also mit diesen aus Regnault’s Beobachtungen 
ermittelten Werthen für ß; und a die ß zwischen 0 und 100°, so zeigt 
sich, dass sämmtliche Zahlen zu klein und zu wenig veränderlich 
sind. Man findet nämlich als Differenzen in Einheiten der sechsten 
Deeimalo j 

151, 189, 237, 252, 308. 

Mit van der Waals’schen Zahlenwerthen für a und ß; würde 

man gar alx Differenzen in gleichem Sinne erhalten 


380, 527, 689, 857, 1049, 
also mehr alx dreimal so grosse Fehler. 


Berechnet uıan nun umgekehrt ß; und a aus den Versuchen von 
Andrews allein, so findet sich 


Bi = 0003723, a — 0,01271 
und die Abweichungen betragen in Einheiten der sechsten Decimal- 
stelle 


+5,15, 413, —8 
Nliernach ist die Darstellung an sich eine ganz gute, auch stimmt 


der Werth für a mit dem aus Regnault’s Zahlen abgeleiteten nicht 
schlecht überein, wiewohl selbst geringe Abweichungen angesichts der 


1 B 
grossen Beträge, welche Fr erreicht, von grosser Bedeutung sind, worauf 
o 


bei Vorgleichungen der van der Waals’schen Theorie mit der Er 
führung sonst s0 wenig geachtet wird. Berechnet man mit diesen 
Zahlen die Vers Regnault, so finden sich alle Zahlen zu 
gross, und x erheblichen Beträge 

87, 104. 


(öglich, Wenn man andererseits 
den Versuchen Regnault's 
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ermittelt worden ist, also zu 0,003 644, so fände sich 
a = 0,013496 
und die übrig bleibenden Abweichungen wären 
— 42, — 32, — 28, + 23, + 27. 


Sie sind also systematisch und die Formel wird unbrauchbar. 
Endlich kann man noch f,; und a aus Regnault’s und Andrews’ 
Beobachtungen zusammen ermitteln. Man erhält dann 


ß: = 0,003646, a — 0,01349. 


Aus diesen Zahlen im Vergleich mit den früheren ersieht man 
schon, dass die Formel Regnault’s und Andrews’ Beobachtungen 
gleichzeitig darzustellen nicht geeignet ist, sie giebt grössere Coeffi- 
cienten, als Regnault gefunden hat, und zuerst kleinere, dann grössere, 
als Andrews ermitteln konnte. Von beiden Beobachtungsreihen weicht 
sie systematisch ab. Regnault’s Zahlen scheinen allerdings etwas zu 
klein zu sein, denn beispielsweise findet Magnus für m, = 1 das 
ßB = 0,003 694 (wie Regnault für », — 1,19) und Jolly 0,003 706. 
Melander sogar 0,003726. Andererseits aber können Andrews’ 
Zahlen keine grosse Genauigkeit beanspruchen, weil für jeden Druck 
nur eine Bestimmung vorliegt. 

Aus den Beobachtungen von Andrews zwischen 0 und 64° 
findet man 

ß; = 0,003 698, a —= 0,013 909 
und als übrig bleibende Abweichungen zwischen Rechnung und Be- 
obachtung in Einheiten der sechsten Decimalstelle 
+5, -—0, —3, +14, —®8. 

Wiederum ist die Darstellung durch die Formel eine ziemlich 

gute. Endlich hätten wir für die Beobachtungen zwischen 0 und 6,3° 


ß; = 0,003581, a = 0,016515 
und die übrig bleibenden Abweichungen 


— 3, 2. 3, 0. 
Hiernach ist 
IT. 
| | 
Im Temperaturintervall 0 bis 65° .2.2.2.. ' 0,003581 ! 0,016 515 
n n 1 Em «7 \ En _ 0,003 698 0,013 909 
n „ 0, 10 22220. i 0,003 728 0,012 710 


Die Zusammenstellung ist sehr lehrreich, ß, nimmt ab, je niedriger 
die mittlere Temperatur ist. Die Grösse sinkt sogar unter die für 
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Luft gefundene. Dagegen wächst a mit fallender Temperatur. Aus 
diesen Versuchen würde man schliessen wollen, dass der Spannung:- 
coefficient um so variabeler ist, für je niedrigere Temperaturen er er- 
mittelt wird. Für das Temperaturintervall von 64 bis 100° liegen 
Beobachtungen von Andrews in noch höheren Drucken vor. Ihre 
Zusammenstellung ergiebt 


j P 
Po dv, | ß 
| 
| 
21,42 0,04968 | 0,003 526 
PER 0,03624 ı 0,008 718 
35,29 0,02869 | 0,003,956 
42,74 0,023083 0,004 166 
48,40 0,01986 0,004 367 
87,65 0,01288 | 0,005 392 
94,97 0,00778 0,007 029 


und es findet sich 
ß; = 0,003 131, a = 0,007 193, 

wobei die übrig bleibenden Abweichungen betragen 

rs, +13, —50, —4L, +29, — 254, + 4. 

Die Wiedergabe der Zahlen lässt sehr viel zu wünschen übrig. 
Allein das wird nicht blogs Schuld der Formel, sondern, wie der stetige 
Wechsel der Zeichen darthut, auch in Fehlern der Beobachtungen be- 
gründet sein. Was aber besonders auffällt, ist die ausserordentliche 
Abweichung der Werthe für ß; und a von der früher gefundenen. 
Wollte man hier ß; von vornherein gleich 0,00365 oder gar, wie es 
ronat geschieht, 0,00366 ansetzen, so würde die erste Beobachtung bei 
21.12 Atmosphärendruck einen negativen Werth für a verlangen oder 
gung horaunfallen. Nur ein Resultat ergiebt sich aus Andrews’ Be- 
obachtungen mit Sicherheit: Für je höhere Temperaturen der Spannungs- 
sorftieient zu berechnen ist, um so kleiner muss 4 genommen werden. 
Betrachtet man die a als für die Mitte der betreffenden Intervalle 
geltend, so hätte man nach Andrews’ Beobachtungen 

für 3° 320 50° 82 
a — 0016515 0,013909 0,012710 0,007 193. 

Durch vine einfache Formel lassen sich diese Zahlen nicht darstellen. 
I“ hat auch keinen Werth, darauf einzugehen. 

Ausgwlehnte Beobachtungen haben wir noch von Amagat!). 
Diese jeloch weise von denen von Andrews bedeutend ab. So 


'ı) Zur Annales de chimie et de physique 1893, 
Tome 90, P 
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findet man für die Drucke 43, 68, 93 Atmosphären aus Amagat’s 
Beobachtungen für den Spannungscoöfficienten im Intervall 60 bis 100°, 
welches von dem 64 bis 100°ja nur wenig verschieden ist, die Spannungs- 
coöfficienten 0,00450, 0,00582, 0,00835, während Andrews’ Zahlen 
ergeben würden 0,00417, 0,00539, 0,00702, also systematisch andere 
und weniger stark veränderliche '!). 

Jedenfalls kann irgend ein Zweifel an der Unmöglichkeit, die van 
der Waals’sche Formel mit constantem Factor @ anzuwenden, auch 
nach Amagat’s Versuchen nicht bestehen. Denn beispielsweise fällt 
nach Amagat der Spannungscoöfficient von der Temperatur 0° bis zu 
der 225° im Druckbereich 31 bis 68 Atmosphären von 0,00645 auf 
0,00257, also bis tief unterhalb der Zahl, die wir für idesle Gase an- 
nehmen könnten. 

. Ich will deshalb auch noch die Grösse b, die in der van der 
Waals’schen Gleichung vertreten ist, ermitteln. Da wir v und p bei 
0° und Atmosphärendruck gleich 1 angesetzt haben, ist 


vRM= (DV) + a) (u — b), 
Rd, Ku (1 + a) (1 — b), 
somit ergiebt sich 
„HP ZBm + eo — 1) —_ vl — Po + a) — a 
nn teW-D) ' vU—-mta)—a’ 


_a+9ua—d 
R= 5, 


b= 


Für a setze ich den aus den Zahlen von Andrews zwischen O0 und 
64° ermittelten Werth 0,01391. Die Werthe der 9, ®, entnehme ich 
der Tabelle auf Seite 388. Demnach erhält man für 


Po = 16,42, b = 0,00668 
21,48, 636 
25,87, 613 
30,37, 589 
33,53, 570. 


Genau denselben Gang der Zahlen erhält man aus Regnault’s 
Versuchen. Nach diesen Versuchen über die Compressibilität der 
Kohlensäure hat man im Mittel der ersten und dritten Versuchsreihe?) 


!) In Wüllner’s Lehrbuch der Physik 1896, Bd. 2 sind diese und noch 
andere Zahlen aus den Versuchen von Amagat durch irgend ein Versehen 
leider falsch berechnet; wenigstens sind es keine Spannungscoefficienten, wie 
bebauptet wird. 

2) Andere Forscher haben aus anderen Beobachtungen andere Oon- 
stanten abgeleitet. Der Leser wird sich darüber nicht mehr wundern. 
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U Po do 
0,38373 0.9895 
0,19187 0,9730 
0,09593 0,9385 
0,04797 0,8877 


Zahlen, die sich übrigens sehr gut an die Andrews’schen (S. 335) ar- 
schliessen. Daraus folgt mit « = 0,012404 für 


p=258, db 0,00596 


5,07, 83 
23,78, 52 
18,04, 08. 


Die Zahlen für b sind kleiner, wie auch @ kleiner ist, aber der 
Gang ist der nümliche wie bei Andrews’ Versuchen. 

Die Uebereinstimmung der Zahlen für b ist jedesmal an sich keine 
schlechte, sie nehmen aber systematisch mit wachsendem Druck at. 
Daraus ergiebt sich, dass b auch bei gleicher Temperatur nicht con- 
stant ist. sondern mit wachsendem Druck sich stetig verringert. 

Das Mittel der b ist 0,00616 bezw. 0,00560, für R haben wir 
beide Male R = 0,003691. so dass nach Andrews’ Versuchen die 
van der Waals’sche Zustandsgleichung für Kohlensäure lauten würde 


0,0139 


u? 


0,0036018 — ( P + ) (v — 0,00616) 


und nach Regnault 
0,0124 


ve? 


0.0054919 —= (» + ) ww — 0,00560). 

Gehen wir jetzt zur gleichen Prüfung ‘der Clausius'’schen 
Gleichung über. 

Die ursprünglich von Clausius aufgestellte Zustandsgleichung 


hatte die Form 
? elt — b) 
vl (1 u Dur — 3)" 


Aenderungen hat sie bisher nur hinsichtlich der Abhängigkeit von 
der Temperatur erfahren. Die Abhängigkeit vom Volumen ist immer 
als ausreichend erachtet worden. I.etztere ist deshalb besonders zu 
prüten. 

Für Kohlensäure ıst nach den Angaben von Clausius selbst 


R = 0.003085, L — 0.000843, 3 — 0.000 977. ce = 567,65. 


Die Einheiten sind die bisher benutzten. also Atmosphärendruck 
und Volumen bei Atmosphärendruck und Temperatur 278. Ich prüfe 
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diese Formel zunächst wieder an den Beobachtungen von Regnault 
und Andrews über den Spannungscoefficienten. Setzt man diesen 
Spannungscoöfficienten zwischen den Temperaturen #, und 9, gleich 
Ps,,39,, 30 ist also 


ce v—b 1 
Bi. = ar — to +m 9 
» (9, — 9) 9 —_ vb 
@+ BP) 
Es sei abgekürzt 
ce v—b 
9% (vw + B)* 
danh ist 
rd 
Ps, = M. 
, 9 — 4 
Berechnet man nunmehr mit der Ausgangstemperatur 9, — 273 


die Grösse A zufolge der obigen, von Clausius ermittelten Zahlen- 
werthe, und dann den Spannungscoöfficienten zwischen O0 und 100°, 
so erhält man folgende Abweichungen gegen die Beobachtungen 


+ 24, + 27, + 24, + 43, — 61, — 88, — 131, — 156, — 238. 


Die Berechnung liefert zu grosse Zahlen im Verhältniss zu Reg- 
nault’s und viel zu kleine im Verhältniss zuAndrews’ Beobachtungen. 
Da die letzteren Differenzen sehr viel grösser sind als die ersteren und 
systematisch wachsen, muss man sie vor allem fortschaffen, dazu ge- 
nügt schon eine Aenderung der Zahl c, ich setze diese gleich c = 597,77 
und erhalte nunmehr folgende Zusammenstellung: 


Pg,,s, 10 | Ab- 


> u CO. | weichungen 
beobachtet | berechnet 
| 

Beobach- 1,00000 2,18 | 3688 | 3714 _ | + 26 
tungen von 0,83924 2,60 3694 | 3724 + 30 
 Regnault 0,43227 5,03 3752 3782 + 30 
0,20625 10,47 3860 3916 + 56 

0,05434 | 38,28 4700 4698 —_ 2 

Beobach- 0,03957 51,58 5138 5141 + 3 
tungen von 7 0,03132 63,97 9610 | 5604 — 6 
Andrews 0,02517 77,91 6177 | 6197 + 20 


0,02167 | 88,91 6741 | 6727 — 14 


Andrews’ Beobachtungen sind nunmehr ausgezeichnet wieder- 
gegeben, da die Differenzen klein sind und im Zeichen wechseln. Die 
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Abweichungen gegen Regnault’s Beobachtungen aber sind noch 
grösser geworden. Versucht man nun die Constanten aus den Spannungs- 
coöfficienten selbst zu bestimmen, so kommt man zu einem sonder- 
baren Resultate. Zuerst wurden die Werthe der A aus der Gleichung 


A — Ps, — 1 
1 
ßs,, % + 9, 


c 
nr 
gleichung von A. Um über den Werth dieser Berechnungen bessere 
Aufklärung zu gewinnen, habe ich zunächst nur die Beobachtungen 
von Andrews benutzt. Man erhält für die angegebenen Werthe des 
Arguments v, 


A— 38,35; 51,50; 64,10; 77,48; 89,18. 


Da die Gleichung für A mit Bezug auf ß quadratisch ist, so müssen 
zwei Systeme von Werthen für die Constanten sich ergeben. Ich finde 


berechnet und dann die Constanten —, b und ß aus der Definitions- 


erstes System: —= 1,9557; b= — 0,03721; = + 0,01434; 


se 


5, — 2,138; b= + 0,00736; ß = — 0,00309. 

Wiewohl beide Systeme die Beobachtungen gleich gut darstellen, 
muss doch von vornherein das erste System ausgeschieden werden. In 
ihm ist nämlich b negativ und das ist zufolge der physikalischen Be- 
deutung, welche dieser Grösse zukommt und die auch in der Clausius- 
schen Gleichung erhalten bleiben muss, unzulässig. Im zweiten Systeme 
ist freilich d positiv, aber dafür ß negativ. Nach Clausius sollte 
wohl auch diese Grösse positiv sein. Er selbst hat in der That für b 
und ß positive Werthe abgeleitet, und wie wir gesehen haben, genügen 
auch solche Werthe den Andrews’schen Beobachtungen. Um noch 
grössere Sicherheit hierüber zu gewinnen, habe ich d und ß auch aus 
den Beobachtungen von Regnault und Amagat über den Spannungs- 
coöfficienten der Kohlensäure berechnet. Beide Beobachtungsreihen 
stimmen in dieser Hinsicht qualitativ mit der von Andrews überein, 
ist b positiv, so ergiebt sich ß jedesmal negativ und umgekehrt. Aus 
Regnault’s Beobachtungen findet man 


. 0 _ 
1 2071 FO er — 2,0713 ? — 0034615 


(v + 0,02330)2 (v— 0,01715)2 
Aus Amagat’s für den Spannungscoöfficienten zwischen 40 und 
60° und für die Anfangsdrucke 39, 68,6 und 155,0 Atmosphären, 
also den Volumina 0,02335, 0,1000 und 0,00250 (in Fortsetzung der 
entsprechenden Zahlen von Andrews): 


zweites „ 
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v + 0,16809 — 0,001 862 
(v £ 0,01641)2 ° ei — 0,000 202)2° 

Auf die Nichtübereinstimmung der Zahlenwerthe selbst ist gar 
kein Gewicht zu legen!). Die Hauptsache ist, da man b nicht anders 
annehmen darf als positiv, ergeben alle so verschiedenen Beobachtungs- 
reihen ß negativ. Hieraus muss wohl die Folgerung gezogen werden, 
dass bei der Ermittelung der Constanten grösste Vorsicht geboten ist 
und nicht minder bei der physikalischen Deutung ihrer Aufgabe in den 
Zustandsgleichungen, wenn nicht von vornherein die Gleichung auf 
Grund solcher Deutung abgeleitet ist. Dieses aber betrifft nicht etwa 
bloss die ursprüngliche Form der Clausius’schen Zustandsgleichung; 
sondern auch alle Verallgemeinerungen derselben, wie sie von Clau- 
sius selbst, dann von Sarrau und von Battelli eingeführt worden 
sind. Dazu kommt noch, dass es fast den Anschein hat, als ob die 
Werthe von A sich besser durch eine einfachere Formel mit sogar einer 
Constante weniger darstellen lassen, nämlich durch 

A 
B-+v 

In physikalischer Beziehung also steht die Clausius’sche Zu- 
standsgleichung der van der Waals’schen eigentlich nach. Als Inter- 
polationsformel gestattet sie Anwendung über weitere Gebiete als 
die letztere, was nicht etwa allein dem Umstande zuzuschreiben ist, 
dass sie in der einfachsten Form eine Constante mehr enthält als 
diese. Denn geht man von Andrews’ Beobachtungen zu denen Reg- 
nault’s mittelst der Formel von van der Waals über, so kommt man 
zu Differenzen, die bis zu vier Mal so gross sind, wie die aus Clausius’ 
Gleichung sich ergebenden. 

Nachdem die Verbindung der Regnault’schen Beobachtungen 
mit den für gleiche Temperaturen geltenden von Andrews ver- 
mittelst der Clausius’schen Gleichung doch nicht ganz befriedigend 
ausgefallen ist, bedarf es noch einer gründlicheren Untersuchung dieser 
Gleichung hinsichtlich ihrer Abhängigkeit vom Volumen. Ich habe zu 
diesem Behufe die Amagat’schen Beobachtungen benutzt, welche 
S. 363 für Kohlensäure zusammengestellt sind. Ein Blick auf die 
Tabelle zeigt zunächst, dass der Spannungscoöfficient mit wachsender 
Dichte nicht fortdauernd zunimmt, sondern nur bis zu einem Maximum 
anwächst und dann abnimmt. Genau das Nämliche findet nach 
Amagat’s Beobachtungen statt für Aethylen, Sauerstoff und so fort, 
wie schon S. 363 ff. näher dargelegt ist. 

In der Clausius’schen Gleichung hatten wir 


A —= 0,5623 - 


u 


!) Auch ist ja bei den Amagat’schen Zahlen die Ausgangstemperatur 


eine andere, was den Factor des Bruches beeinflussen muss, der — ist. 
[) 
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It ce v—b 


= = ae 
Pa. N d _ ji ’ I, (v + ß)? 
Hiernach ist 
Pan __ tt _ &A_e 1 2b+ß—e 
er Hm —Acır 9d—A (vr Pi 
und ein Maximum findet statt bei 
v—=2b +D. 

Nach der Clausius’schen Gleichung tritt also das Maximum des 
Spannungscoöfficienten für alle Temperaturen bei derselben Dichte ein, 
Dasselbe gilt selbstverständlich auch für die van der Waals’sche 
Gleichung, nur ist bei dieser ß = 0 und 

v—2b. 

Dieses Gesetz wird von Amagat’s Beobachtungen anscheinend 
gut bestütigt, bei Kohlensäure liegt das Maximum des Spannungs 
co@fficienten bei allen Temperaturen zwischen den Dichten 0,00316 
und 0,00250, und näher an der letzteren Dichte als an der ersteren. 
Aehnlich liegt bei Aethylen das Maximum bei allen Temperaturen 
zwischen den gleichen Dichten 0,00416 und 0,00350. Genau lässt 
sich die Voraussagung nicht prüfen, weil die Angaben mangeln. 
In dieser Hinsicht sind sich also Clausius’ und van der Waals 
Gleichung gleichwerthig. Die Stelle des Maximums wird aber von 
Clausius’ Gleichung genauer getroffen als von der van der Waals- 
schen. Denn mit den von Clausius für Kohlensäure angegebenen 
Werthen für b und ß erhalten wir 

v—= 21h + ßB — 0,002 663, 

was ziemlich genau den Amagat’schen Zahlen entsprechen dürfte 
Dagegen ist b für Kohlensäure nach der van der Waals’schen Formel, 
wie wir gesehen haben, etwa 0,006, was 

v = 0,012 
ergeben würde; und selbst mit der von van der Waals für b an 
genommenen Zahl würde man immer noch etwa ® = 0,005 erhalten. 
Zur weiteren Prüfung der Clausius’schen Gleichung habe ich aus 
den S. 363 mitgetheilten Angaben Amagat's erst die Grösse 4 für 
alle Argumente mit Hülfe der schon benutzten Gleichung 


\ = 9 Ba. Fu 1 
1 
Ba. Y + $, 


berechnet und dann die Grösse 


vr — bh 


e 7z 
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Ist die in der Clausius’schen Gleichung enthaltene Abhängigkeit von 
v den Thatsachen entsprechend, so sollte wenigstens für alle v im 
gleichen Temperaturintervall eine und dieselbe Zahl herauskommen. 
Die nachfolgende Zusammenstellung enthält alle ermittelten Werthe 
des c: 


— — a m LU nn — 


‘0 bis | 20 bis | 40 bis 60 bis | 


| c im Temperaturintervall 
| 


80 bis |100 bis137 biel198 bis 

| 20° 40° | 60° 80° | 100° | 137° 198° | 358° 

0,0235 2. ..... 569,5 | 813,0 | 558,7 587,1 | 859,5 | 545,5 | 614,7 ! 596,5 

0,0166 . . ... . I — |583,4 ‚595,0 571,9 | 615,6 | 568,5 624,0 | 439,9 

0,01300 ...... — | 594,4 | 577,2 581,6 | 605,1 | 586,2 613,7 : 495,7 

0,0100 . . 2... — 597,8 | 591,8 ' 580,7 | 600,7 | 517,2 645,9 | 519,4 
0,0078... 2... — 1 — | 583,8: 578,5 | 605,4 | 593,3 ' 637,8 | 580,9 
0,00578 . 2... . — 1 .— | 574,0 : 628,6 | 596,2 | 585,5 643,5 : 605,0 
0,00428 . . .... 1.7 | 570,0 | 584,7 | 602,1 | 603,8 ı 654,5 641,1 
0,00816 . . ... . I — ; — | 581,3 597,8 | 617,5 | 620,2 669,8, — 
0,00250 . . 2... ı — 570,1 | 583,7 | 674,6 | 693,8 : 672,3 754,0, — 
0,0020 . ..... ' 580,5 | 508,1 | 540,6 | 553,5 | 536,3 | - .ı-,- 
0,00187 . . 2... - 584,4 | 500,1 482,8 - ,7|7 0 — 


Trotz der bedeutenden Unregelmässigkeit, die in jeder der ein- 
zelnen Zahlenreihen herrscht, wird man doch aus ihnen schliessen 
müssen, dass genau die in der Clausius’schen Gleichung angenom- 
mene Abhängigkeit von v9 den Thatsachen nicht entspricht. Manches 
wird sich durch andere Wahl der Constanten — ich habe mit den 
Clausius’schen Constanten gerechnet — ändern. Nach Versuchen, 
die ich in dieser Beziehung gemacht habe, muss ich aber sagen, dass 
namentlich das starke Ansteigen der Zahlen unmittelbar vor der 
Dichte, die dem Maximum des Spannungscoäfficienten entspricht und 
das darauffolgende starke Abfallen nicht durch Wahl anderer Con- 
stanten fortgeschafft werden kann. Die wenigen Zahlen der ersten 
Spalte lassen keinen Schluss zu, die vier folgenden Spalten entsprechen 
der obigen Angabe, die weiteren Spalten lassen wenigstens das starke, 
ziemlich unvermittelte Ansteigen erkennen, das Abfallen ist in ihnen 
nicht enthalten, weil sie zu früh abbrechen. Indessen kann man doch 
sagen, dass die Clausius’sche Annahme über die Abhängigkeit der 
Zustandsgleichung vom Volumen praktisch bis zum Volumen 0,004 
oder gar 0,003 ausreicht, und das ist eigentlich eine gewaltige Strecke 
hinter dem Volumen unter normalen Verhältnissen. 

Um die Prüfung mit Bezug auf den Spannungscoöäfficienten ab- 
zuschliessen, haben wir noch die Abhängigkeit von der Temperatur zu 
untersuchen. Aus den Zahlen der vorstehenden Tabelle kann man 
jedenfalls schliessen, dass c bei höheren Dichten eine Function der 
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Ternperstur ist. es» wächst ınit wachsender Temperatur. Bei nieder: 
Inetren verisuien die Zahlen gar zu unregelmässig. als dass man ei 
bertimmten Schluss wagen dürfte!). Die Abhängigkeit des c von de 
Temperatur dürfte nicht allein die untere Grenze der Temperatur be 
treffen, sondern auch die obere. Berechnet man nämlich für Andres! 
Besbachtungen des Spannungscoöfficienten zwischen O und 6,3°, 0 und 
64°, 0 und 100°, also immer ausgehend von der nämlichen Anfangr 
temperatur ©, == 273, das A, welchem das c proportional ist, so finden 
sich bei correspondirenden Dichten 


0 bis 100° A — 38,28 51,58 63,97 77,91 8891 
0, 069 ı. — 38,57 52,37 64,84 78,87 90,90 
02 639% A= — 507 6898 — 91,9. 


Die Zahlen wachsen durchschnittlich mit abnehmender Endtemperatur. 
Diesen Mangel der Clausius’schen Gleichung hat man schon langt 
erkannt, und ich habe auch schon gesagt, wie man ihm abgeholfe 
hat. Dars die Abhülfe eine ziemlich gute sein muss, erhellt scho 
daraus, dass dabei bis zu drei neue Constanten eingeführt worden sind. 
Ich werde später darauf noch ein wenig eingehen. 

Hier habe ich weiter noch von der Abhängigkeit des Produce 
p' von Dichte und Temperatur zu sprechen. Wir haben 

nach van der Waals: 


_ RdV a 
PvP—,_p v’ 
nach Clausius: 
Rdv Rcv 


TH 
Da b positiv ist, so muss n_ p > 1 sein, somit ist das erst 


Glied “ . grüsser als bei idealen Gasen. Das zweite Glied ist aber 


absolut positiv, und da es vom ersten abzuziehen ist, so wird hiernach 
pt kleiner und grösser als bei idealen Gasen sein können. Das wird, 
wie wir wissen, von der Erfahrung bestätigt. Suchen wir die Grens- 
werthe für constante Temperatur. Sie treten ein nach van der 
Waals bei 
h } a _ b } C 

ya yamı le — Id 
Im Vebriven scheint aus den Zahlen selbst zu folgen, dass in den 
Arpaben Amagat's nicht Ales in Ordnung ist, Ex ist eine wahre Calamität, 
dass man seit errechneten und interpolirten Zablen plagen muss. Das 
vaudıt den Arbeiten der genantten Forscher Dreiviertel ihres Werthes. Sind 
dose in deu Rerimüungen, Jie man vontroliren Kann, Versehen ent- 


aıın 


v2 ‚(a= Re). 


ı: 
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Da c sehr gross und b sehr klein ist, so sind jedenfalls positive Werthe 
für v unter allen Umständen möglich. 

Da wir ferner allen Wurzeln das nämliche Zeichen geben müssen, 
so wächst v mit wachsendem 9. Das entspricht der Erfahrung, denn 
nach Amagat rücken bei Kohlensäure wie bei Aethylen zwar die 
Minima der pv mit wachsender Temperatur nach den grösseren Drucken, 
aber ihre Werthe steigen stärker, als den Drucken entspricht, sie ge- 
hören also zu stets grösser werdenden ®. 

Die Clausius’sche Formel führt zu einer Gleichung dritten Grades 
für v, nämlich 

cw—ß) _  #b 
IW + w—b 
Hiernach muss zunächst v > f sein, sonst ist die Gleichung un- 


möglich, das stimmt mit der Erfahrung. Bildet man ferner den 
Differentialquotienten nach #9 von diesem v, so ergiebt sich nach 


“ einigen leichten Reductionen 


ov__ bl + P)* 1 
05° cwW—b) v@B +) — Bü@b + Pp) 

Die Grösse v(2ß + b) — P(2b + Pß) kann selbst bei sehr hohen 
Drucken noch positiv sein, z. B. für Kohlensäure noch bis vu —= 0,001. 
Dementsprechende Dichten sind anscheinend noch nirgend erreicht. 
Die Clausius’sche Gleichung sagt also, soweit Erfahrungen vorliegen, 
dasselbe aus wie dıe van der Waals’sche, doch ist es freilich be- 
merkenswerth, dass nach jener für die Zunahme des v mit wachsender 
Temperatur, wenigstens theoretisch, eine Grenze vorhanden ist. 

Für das kleinste pv giebt die van der Waals’sche Gleichung 


ne aysys—y). 


Setzen wir nach früheren Ermittelungen für Kohlensäure 


0,0139 __ _ 
| R= 0,00369, ‘= 0,00369 = 3,77, b= 0,0062, 
so ergiebt sich bei 
0° 100° 258° 


pv = 0762 1270 1,949. 
Nach Amagat sollten die Zahlen sein etwa 
0,075, 0,810, 1,800. 
Die Zahlen sind also sämmtlich zu gross. Sieht man jedoch die 
Constanten als unbekannte Grössen an und setzt hiernach 


pv=Ay8 — B, 
so ergeben sich aus den Beobachtungen für pv bei 0° und 258° 
A=—= 026453: B— + 4,296. 
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Berechnet man nun damit das pv für 100°, so findet man 0.51, 
genau die Zahl, welche die Beobachtung ergiebt. Hiernach wäre die 
Formel an sich ganz gut. Nun ist 


C c 
— 9 _ — —_ 
A = RV; B Rz: 


also sollte sein 


Man finde R — 0,00408 statt 0,00369. Für n hätten wir 


B: 
ie 
Da die früher mit « bezeichnete Grösse = Rec ist, so wäre hiernsch 
a = 4296b. 
Nach den hier ausgeführten Rechnungen ist 
u = 224b. 
Nach den Zahlen von van der Waals selbst 
a —= 3,8b. 


Hiernach wäre die Uebereinstimmung mit van der Waals’ Ar 
nahmen bis auf den Werth von I? ganz gut. Leider können au 
Gründen, die wir im nächsten Abschnitte noch kennen lernen werden, 
weder die hier berechneten, noch die van der Waals’schen Werthe 
für a und D als richtig angesehen werden. Das aber ergiebt sich, dası 
die van der Waals’sche Gleichung geeignet ist, den Gang von pf 
wenigstens bis zum Minimum qualitativ und bis zu einem gewissen 
Grade auch quantitativ darzustellen. 

Sehr störend ist jedoch, dass b nicht grösser sein dürfte als dss 
kleinste beobachtete Volumen. Und doch ist dieses kleinste Volumen 
bei 0° mit höchstens 0,0021 anzusetzen und beträgt selbst bei 100° 
höchstens 0,0038, während 5b sein sollte 0,0062, und selbst nach van 
der Waals noch grösser ist als 0,0021. Der Grenzgleichung für e 
wird man deshalb an sich wenig Bedeutung beimessen können und 
eigentlich dürfte diese Gleichung gar nicht für die Minima von pe in 
Anwendung koınmen. 

Die Clausius’sche Gleichung ist darin günstiger gestellt. 

Dieser zufolge sollte 

(U — B) (" -- DE N) 


"+ Te 


eine constante Grösse sein. Für die drei Temperaturen 0°, 100° und 
258° findet man nach Amagat °— 0.0021, 0,0038, 0,0080. Damit wird 
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— 817, 1626, 1763mal 10— ®. 


Die Zahlen wachsen mit wachsender Temperatur. Das kann frei- 
lich auch an der Wahl der Constanten liegen. Doch wissen wir schon, 
dass in der ursprünglichen Form die Clausius’sche Gleichung hin- 
sichtlich der Abhängigkeit von der Temperatur an sich nicht recht ge- 
nügt und dass deshalb Verbesserungen eingeführt sind. Für die 
Minima von pv nach der Clausius’schen Gleichung lässt sich ein expli- 
eiter Ausdruck nicht aufstellen. Man kann wohl Näherungsformeln 
angeben wie beispielsweise 


Vom + 0% ( »__VelVe— Dem)) 
zu b+B v9: 9(b + P) 
aber das hat kein ernstes Interesse. 


Endlich will ich noch die Gleichungen für den Ausdehnungs- 
co&ffhicienten aufstellen und untersuchen. Es ist nach van der Waals 


1 R 
v (65 »_ #8 _20w—db 5 Rew—2d)\ 
aa re) 
Nun sahen wir, dass wenigstens nach Amagat’s Versuchen (S. 365) 
der relative Ausdehnungscoöfficient bei gleichbleibendem Drucke mit 
wachsender Temperatur erst zunimmt, dann abnimmt. Nach obiger 
Formel kann das in der That der Fall sein, denn wenn für oonstantes 


mit wachsender Temperatur, also auch mit wachsendem 


1 o0v 
p das _ 22 35 


Volumen zunehmen soll, muss 


Re(v 
pr + arm <o 
sein. 
Dieses besagt zunächst, dass v® keinesfalls — 4 b sein darf, ja weil 
Rce(v— 2b) 
0 
positiv sein muss, darf ® auch nicht grösser sein als 3b. Ein An- 
wachsen des relativen Ausdehnungscoöfficienten mit wachsendem Volu- 
men (wachsender Temperatur) kann also höchstens so lange stattfinden, 
als nicht 9 den Werth 3b überschritten hat. Das Maximum tritt 
ein für , 
Revw—4 
Pe el Aue 20 2 


93 


7) -— 1. _ 
0% 


Weinstein, Thermodynamik. 96 


und giebt 
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bei einer Temperatur 


I w—D. 


Die Gleichung für v ist eine solche vom dritten Grade, hat als 
jedenfalls eine reelle Wurzel. Diese Wurzel soll zwischen b und 3b 
liegen, positiv ist sie jedenfalls, weil das letzte Glied der Gleichung für 
v negativ ist, und sie ist auch die einzige reelle Wurzel. Ihr Werth 
beträgt 


m ———— 
abRe 4b? Re R3c’ 
vv \ » _ +\ + 


p? 27 p? 
\/2ure _ "/abRic 3 Bdch 
» p? 27p: 


Die Beobachtungen von Amagat scheinen diese Voraussetzungen 
zu bestätigen, doch ist hierüber Gewissheit nicht zu erlangen, weil 
nioht bekannt ist, welcher Werth für b anzusetzen ist. Ist es der hier 
abgeleitete, so findet sich die obere Grenze für v (nämlich etwa 0,02) 
eingehalten, aber die untere Grenze wird unterschritten. Nimmt man 
den von van der Waals angegebenen, so werden beide Grenzen nicht 
eingehalten. Ueberbaupt kann auch danach b keine Constante sein, 
und wir müssen uns mit der Einsicht begnügen, dass die van der 
Waals’sche Gleichung ein Anwachsen und darauf folgendes Abnehmen 
des relativen Ausdehnungscoöfficienten mit wachsender Temperatur 
unter Umständen zulässt. 

Auch mit wachsender Dichte soll der relative Ausdehnungscoäf- 
ficient bei constanter Temperatur erst zunehmen und dann abnehmen. 
Die Bedingung hierfür nach der van der Waals’schen Gleichung is 

Fb 2c(v— 2b) 
Ga u Eu 

Hiernach kann zunächst, so lange v < 2b ist, der relative Au- 
dehnungscoöfficient, wenn man bei gleichbleibender Temperatur in 
Richtung fallender Drucke fortschreitet, nur wachsen. Er wächst auch 
noch darüber hinaus. 

Ein Maximum tritt ein für 

2 
u - 8b 2 „2 + ab —o 
-9—2 -9—2 - 9 —2 | 
c e c 


Da eine reelle Wurzel sicher vorhanden ist (die beiden andern 
sind imaginär), so wäre dieses Maximum mathematisch möglich, damit 
es auch physikalisch möglich ist, muss diese Wurzel positiv sein. Hiersa 


ist erforderlich, dass r 


®<o.£ 
b 
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ist. Also besteht ein solches Maximum nicht für beliebige Tempe- 
raturen, die Temperaturen dürfen vielmehr den Werth 2 = nicht über- 
schreiten. Da c in der van der Waals’schen Gleichung zwischen 2 
und 3 liegt, so dürfte für Kohlensäure, wenn man für b den Werth von 
van der Waals annimmt, ® höchstens 2000, und wenn man den hier 
benutzten ansetzt, ® höchstens etwa 600, genauer 273 -+ 320°C. sein. 
Amagat’s Beobachtungen geben nicht bis zu so hohen Temperaturen, 
soweit sie reichen, bestehen Maxima jedenfalls, wie solche die van der 
Waals’sche Gleichung voraussagt. Ob auch die Voraussage einer 
Grenze für diese Maxima den Thatsachen entspricht, lässt sich nicht 
prüfen. Für den absoluten Ausdehnungscoöfficienten haben wir 


(5 _ R 
0%),  _ _ Rew—2b) 
v3 


Nach Amagat verhält sich dieser aber binsichtlich der Tempe- 
ratur fast ganz so wie der relative Ausdehnungscoöfficient. Der Formel 
zufolge würde er mit wachsendem ® bei constantem p so lange an- 
steigen als 

2 Rc(v — 3b) 
>o0 
ist, wiederum also müsste 9 <{ 3b sein, wie im voraufgehenden Falle. 
Die gleiche Hauptbedingung gilt also für beide Coöfficienten, eine 
weitere Bedingung besteht aber in diesem zweiten Falle nicht. Die 
Maxima würden eintreten für v = 3b, und sein 


0vV R __ 2b 1 
Re 9 8 
PT 97 2780 

Sofern b eine Constante ist, müssen also die Maxima immer auf 
die nämliche Dichte fallen und zwar auf eine, die, wie wir noch sehen 
werden, auch in anderer Hinsicht von grosser Bedeutung ist, es ist die 
sogenannte kritische Dichte, im Falle die van der Waals’sche Formel 
richtig ist (s. Abschn. 51). Dürfen wir spätere Angaben vorauf- 
nehmen, so würde also die van der Waals’sche Zustandsgleichung 
den Satz ergeben: 

Die absolute Ausdehnung eines Gases erreicht bei 
wachsender Temperatur immer für die nämliche Dichte 
ein Maximum und zwar für diejenige, welche das Gas im 
kritischen Zustande hat. 

Auf diese sehr interessante Consequenz ist wohl noch nicht hin- 
gewiesen worden. Aus Experimenten selbst wäre zu schliessen (S. 416), 
dass dieses ® für Kohlensäure gleich 0,00445 ist. Ungefähr stimmt 
das auch mit Amagat’s Angaben, wenngleich diesen zufolge der 
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Igel Ber ih 
In ım Sanur #).# (sriaseL pAarıv sind, so mimsmt dieser Zähler 


ul mt. wwshzender Jermuperstur. indem zugleich bei oomstantem Drei 
dus Yoluman warhrt. Im Nenner nebmen beide Glieder mit wachsende 


Tungprrutur nl, dm aber «in«s von dem anderen abzuziehen st, läst 
neh zunnehnt nichta über dan Eindergebniss voraussagen. Schreiben vr 


har dan Nanner in der Form 
y Ir 2b + B —v 
#(v + B)? v—b ’ 


wo nleht mn, dann darnelbe »tots positiv ist und stetig fällt, so lange 
r yb | Jint,inn -2b } ß geworden, so wird 


u L we " )= b+ßB_ ı+r EOHB, 
‚0 P ( 4’ } B) ° 


I6FB 
Walt eouber 20} PB hinaus, so wird im Nenner ein Glied 
wenatıy nd nam kann dev Nenner mit wachsendem ® noch rascher ab- 
wlnen al over ind or kann sogar Null werden, wenn 


yn 
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Re@b— ) 


p+ 23 =o0 
erfüllt is. In diesem besonderen Zustande ist, weil der Zähler im 
Ausdruck für >: endlich bleibt, : >= o. Die vorstehenden Gleichun- 


gen scheinen aber, da sie immer mindestens zwei Variabele enthalten, 
eine unendliche Reihe solcher Zustände anzuzeigen. Es ist darum von 
Interesse, sie näher zu untersuchen. Ich nehme dazu die einfachere 
van der Waals’sche, die Clausius’sche wird genau in der nämlichen 
Weise behandelt werden. Wir haben geordnet 

Rc 2Rcb _ 


p p j 
Als Gleichung dritten Grades giebt sie jedenfalls eine reelle Wurzel. 
Entscheidend ist die Grösse 
R? c2b2 Rec _ R?c2 (v — ne). 
p? 27 p? p? 27p 


Re “u. 
37» positiven Werth hat 


(? > irn)" 


so besitzt die Gleichung zwei complexe Wurzeln und eine reelle Wurzel, 
und da diese letztere negativ ist, scheidet dieser Fall ganz aus. Es 
muss also schon 


Ist p so gross, dass b? — 


Rc 

27 b3 

sein, alsdann sind drei reelle Wurzeln vorhanden, von denen zwei 
positiv sein müssen und eine negativ ist. Letztere scheidet wieder 
aus. Wir hätten dann aber bei gleichem Werthe von p zwei Reihen 
von Werthen für v, für welche der Ausdehnungscoöfficient immer den- 
selben unendlichen Betrag annehmen würde. An sich unmöglich dürfte 
ein derartiges Verhalten der Substanzen nicht sein, als unwahrschein- 
lich müsste es aber von vornherein erklärt werden. Sollen aber beide 
Reihen zusammenfallen, so müssen die beiden positiven Wurzeln gleich 
sein, und das giebt 


»S 


Rc 
a 
b 27p 
oder 
Rec 
P= oe PD 
und zufolge der Zustandsgleichung 
8 cC 
seyn, 
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Dann ist überhaupt nur ein Zustand vorhanden, in welchem 


ist, eben der schon früher genannte kritische. 
Für die Clausius’sche Gleichung haben wir nur vu mitr + f. 


bmitb + ß und r mit — zu vertauschen, da dann die Bedingungr- 


% 
gleichung für = = & in die van der Waals’sche übergeht, dem- 
nach ist 
Re __ Be _ 


Wir werden diesen Gleichungen, wie gesagt, im nächsten Abschnitte 
wieder begegnen, erhalten haben wir siehier aus der Bedingung, 
dass => unendlich werden kann in Verbindung mit der, dass 
dieses nur für eine Reibe von Zuständen geschehen könne, 
woraus sich fand, dass dieses überhaupt nur für einen Zı- 
stand stattfindet. 

Wenn v den Werth 3b + 2 ß überschritten hat, ist der Nenner 
in dem Ausdrucke für S: wieder von Null verschieden, selbst wenn 
er für v = 3b + 2 Null gewesen sein sollte. Negativ braucht er 
dabei keineswegs geworden zu sein und ist es auch nicht, wie man 
leicht einsieht, wenn man den Nenner in der Form 


Re(8b +28 —r) Rcb+B) 


9 + ®(w + PB) 
schreibt und beachtet, dass, während das dritte Glied mit wachsendem 
9 weiter fällt, das zweite Glied zu beiden Seiten von’9 — 35 + 2ß 
noch deshalb besonders klein ist, weil eben 3b + 2ß — v9 sehr klein 
ist, so dass es zu beiden Seiten aus diesem Grunde als unendlich klein 


angesehen werden kann. Der Werth von = 3 frre=35b+2ß wird 


2c 
0 _,0+B' "99804 
oe 7.9 | 8c 
27926 +P) 


Indessen stellt diese Formel ein Maximum nicht etwa allgemein 
dar, denn für v—= 3b + 2ß wird 


"0 /(cv 
E 3), ° 


nur für den Fall, dass auch 
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SC 
276 + 


ist, also für den besonderen Zustand, den wir oben als kritischen be- 
zeichnet haben. Die allgemeine Bedingung für das Maximum von 
ov 
8 
lich verwickelt, man bekommt zunächst nach einigen Reductionen 
E (3 | ed. | 3b +2 —v 
00 \08),, FR -Hon FB o+Bß 


‚92 


mit Anwachsen der Temperatur, also auch des Volumens ist ziem- 


= t er) nern) 


hl 


woselbst 


‘= tar) (En | sw HB) 


ist. Der dritte Factor im ersten Gliede der Klammer und ebenso der 
zweite im zweiten sind unter allen Umständen positiv, der erste Factor 
des zweiten Gliedes kann überhaupt nur positiv sein, und da auch N positiv 


ist, so kann (2 55), mit wachsendem v bei constantem p nur zunehmen, 


wenn v<3b + 2 ß ist, wie schon früher erwähnt. Zugleich zeigt sich, 
dass v = 3b + 2 die obere Grenze ist, über die ® nicht hinaus- 
gehen darf, ohne dass sofort der absolute Ausdehnungscoöfficient ab- 
nimmt. Ferner ist zu erseben, dass ein Maximum dieses Coöfficienten 
für v = 3b + 2 nur stattfindet, wenn zugleich 


9 2c 

w— bi. Bw + A) 
der Ausdehnungscoöfficient also unendlich ist. Für alleanderen Maxima 
ist v kleiner als 3b + 2 ß und zwar hat es für jedes dieser Maxima 
einen besonderen Werth. Das bedeutet der van der Waals’schen 
Gleichung gegenüber, welche, wie wir gesehen haben, für alle Maxima 
denselben Werth des ® verlangt hatte, eine Verbesserung, denn that- 
sächlich treten die Maxima bei wachsender Temperatur zu immer 
kleineren v auf (weil die Drucke stärker wachsen). Die Bedingung 
für das Maximum selbst ist 


3b +2ß —v c 3 
0=9 43 (tee) 


=(, 


-(2- 3649) (By Wr) 
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Man kann aus derselben auch ableiten, ob eine untere Grenze des t 
besteht, unterhalb deren Maxima nioht mehr vorhanden sind. Nach 
einigen Transformationen findet man nämlich, dass die obige Gleichung 
auch übergeführt werden kann in 


0 99 c +0) 
+9 \H"w+ ° +!" W— 


+ FIO) —_ SIT + B)3 [3 (ß + v)2 — 2(ß + b)2]. 


Da absolut das erste Glied positiv ist und ebenso der erste Factor 
des zweiten Gliedes, so kann die Gleichung nur erfüllt werden, wen 
der zweite Factor des zweiten Gliedes gleichfalls positiv ist, somit 


muss sein 
Y3B+V>Y2B+D. | 
Diese Beziehung aber ist immer erfüllt, weil ja 9 > b sein muss. 

Wir untersuchen nun für die Clausius’sche Gleichung die Ab- 
hängigkeit des absoluten Ausdehnungscoöfficienten vom Volumen, wenn 
die Temperatur constant gehalten wird, der Druck also anwächst oder 
abnimmt, 

Unendlich wird für denselben Zustand, für den es mit wachser- 
dem ® über alles Maass hinauswächst, das gilt ebenso für die van der 
Waals’sche Gleichung, sonst haben wir allgemein _ 


9, 


(vn ok (tm) (Gen sEFAr) (Got scHn 


+ ILL 2c ! 
W—b (w+ PP 
Beide Factoren des zweiten Gliedes im Zähler sind positiv, positiv 


ist auch der zweite Factor des ersten Gliedes, somit kann (53) bei 
> 


constanter Temperatur mit wachsendem Drucke zunehmen, wenn ent- 


weder 
y; 6c 


win 


int, oder wenn diese Grösse zwar grösser als Null ist, aber das erste 
(lied des Zählers absolut kleiner ist als das zweite. Nun lässt sich 
der Zähler auch schreiben 


1 2.02 u u °%c 
(„LT wa) + Ener Br 


(wer) 
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Das erste Glied ist positiv, wie leicht einzusehen, der Zeichen- 
wechsel hängt also davon ab, ob 


_t ___3 _ 
W—b? (w+BP)% 


positiv oder negativ sein kann. Diese Grösse ist stets positiv, sofern 


ist. So lange also nimmt der absolute Ausdehnungscoöfficient bei con- 
stanter Temperatur mit abnehmendem Drucke (wachsendem Volumen) 
sicher zu, darüber hinaus wird er noch weiter zunehmen, dann aber 
abnehmen. Für Kohlensäure beträgt der Grenzwerth von v, unter- 
halb dessen man in Richtung des abnehmenden Druckes fort- 
schreitend jedenfalls keine Abnahme des absoluten Ausdehnungsooöffhi- 
cienten treffen zoll, etwa 0,0035. Das entspricht auch Amagat’s 
Versuchen. Bemerkenswerth ist, dass diese Grenze nicht von der 
Temperatur abhängt. 
Setzen wir 

4? rw —b) _ cw—b) 

Rd O  #wFr PB 


so können wir die Bedingung für das Maximum schreiben 


2 
0=4 (+5) 1+2)—ı@+ 9. 
Hieraus folgt 


if (+)] 


0) HT 


Die Wurzeln der Gleichung sind reell und eine dieser Wurzeln ist 
auch positiv, also ist die Bedingung immer erfüllbar und folglich giebt 
es stets ein Maximum für den absoluten Ausdehnungscoöfficienten bei 
constanter Temperatur und variabelem Drucke, wie das auch alle Ver- 
suche von Amagat dargethan haben. In dem Grenzfalle 


_ V36+B 
y3s-ı' 


—=Ä, 


den wir schon kennen, ist 


cw—b)) _v+ß1 3 
Mw+ BE  v—ıyg 


ce _ 3 V30+N at, Bit, .._e 
1 
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Aber ein solcher Zustand ist unmöglich, denn dann würde der Druck also 


_ R® cw—W)\ __ R® y3 
le) 


negativ sein, was für Zustände, wie wir sie hier betrachten (abgesehen 
von Umständen, bei welchen Flächenkräfte mitwirken), keinen Sinn hat. 
Es giebt also keinen Zustand, bei dem das Maximum des Ausdehnungs- 
coefficienten gerade auf den hervorgehobenen Grenzwerth von v fiele. 
'Amagat’s Versuchsreihen enthalten freilich Angaben in so tiefen 
Temperaturen, wie sie durch die obige Formel 


c 
506b+P 
angezeigt werden, nicht (die Temperaturen betrügen für Kohlensäure 
— 171°C. und weniger); soweit die Versuche reichen, ist das Volumen, 
wie die Formeln für das Maximum des Ausdehnungscoöfficienten es 
verlangen, stets grösser als jener Grenzwerth. 

Ehe ich nun die Prüfung der van der Waals’schen und Clau- 
sius’schen Gleichung fortsetze, und zwar für denjenigen Zustand der 
Gase, der hier bereits hat Erwähnung finden müssen, sind noch einige 
Bemerkungen zu machen, die zunächst sich allein auf die van der 
Waals’sche Gleichung beziehen, dann aber auf die Clausius’sche 
übergehen und die Betrachtungen eben jenes kritischen Zustandes vor- 
bereiten. 

Wie schon dargethan, hat van der Waals seine Gleichung aus 
dem Virialprincip abgeleitet. Nun giebt aber dieses Princip thatsäch- 
lich die van der Waals’sche Gleichung gar nicht in der von ihrem 
Erforscher gewählten Form, sondern, wie schon Lorentz gefunden 
hat, in der S. 367 unter 1,) angeführten: 


b 3 a 
Re (1 + -) = > (» +5) 


Nur indem man rechts und links durch 1 + r dividirt und dabei 


92 


höhere Potenzen von = als die erste vernachlässigt, kommt man zu der 


van der Waals’schen Gleichung. Letztere ist also eine Näberungs- 
gleichung auch in dem Sinne, als bei ihrer Aufstellung Glieder fort- 
gelassen sind, die dem Ausgangsprincip zufolge vorhanden sein müssen. 


Das ist aber aus zwei Gründen von Bedeutung. Erstens ist r nur für 


grosse v, also bei geringen Drucken eine kleine Grösse Wird das 
Gas mehr und mehr comprimirt, so nimmt v® mehr und mehr ab und 


n nimmt mehr und mehr zu, die Fehler, welche die Vernachlässigung 
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der höheren Potenzen dieser Grösse bewirkt, wachsen stetig. Sonder- 
ber muss es nun berühren, zu sehen, dass die Näherungsgleichung der 
Erfahrung viel besser entspricht als die dem Princip zufolge strengere. 
Es genügt allein schon, wenn darauf hingewiesen wird, dass der obigen 
dem Virialprincip eigentlich entsprechenden van der Waals’schen 
Gleichung zufolge pv bei constanter Temperatur sich immer nur in 
einem Sinne ändern könnte, was der Erfahrung unmittelbar wider- 
spricht. Man muss hieraus schliessen, dass durch die Vernachlässi- 
gungen der Einfluss von anderen Gliedern, die das Virialprincip in ge- 
nauerer Anwendung noch ausserdem fordern würde, zum Tbeil neu- 
tralisirt ist. An der Sache selbst wird dadurch aber nichts geändert. 
Darauf muss auch des Folgenden wegen hingewiesen werden. 

Nämlich die van der Waals’sche Gleichung ist nach v vom 
dritten Grade. Dazu ist sie aber nur durch die oben erwähnte Ver- 
nachlässigung geworden. Die Gleichung von van der Waals, wie sie 
eigentlich dem Virialprincip entspricht, ist gar nicht vom dritten Grade, 
sondern vom zweiten Grade nach v. Die Gleichung dritten Grades ist 
also wie durch einen Zufall zum Vorschein gekommen. Clausius hat 
in seiner Abänderung der van der Waals’schen Gleichung den dritten 
Grad für v beibehalten. Das Obige lehrt aber, dass diesem Umstande 
keineswegs eine physikalische Nothwendigkeit innewohnen muss. Es 
ist durchaus möglich, dass die Zustandsgleichung von anderem Grade 
nach U ist als vom dritten. 

Nun hat man in folgender Weise geschlossen: Eine Gleichung 
vom dritten Grade bat immer mindestens eine reelle Wurzel, also 
repräsentirt die van der Waals’sche Gleichung immer mindestens 
einen wirklichen Zustand, und nur einen, wenn sie zufolge der be- 
treffenden Wertbe, welche 9 und ® haben, nur einen reellen Werth für 
v angiebt, die anderen Werthe imaginär sind. Der Zustand kann je 
nach dem Werthe, der für v aus der Gleichung folgt, ein flüssiger oder 
ein gasförmiger sein. Sind aber die Werthe von » und ® so geartet, 
dass v drei reelle Werthe hat, so kann die Substanz als Flüssigkeit 
wie als Gas bestehen, von den beiden äussersten Werthen von ® ge- 
hört alsdann einer der Substanz im flüssigen, der andere im gas- 
förmigen Zustande an. Aber der mittlere dritte? welchem Zustande 
entspricht dieser ? Physikalisch keinem, weil für ihn eine physikalische 
Unmöglichkeit resultiren würde. So lautete die Antwort. Das gilt 
für die Clausius’sche Gleichung in gleicher Weise wie für die van 
der Waals’sche. 

Um hierüber zu klareren Vorstellungen zu gelangen, stellen wir 
in der Fig. 5 (a. f. S.) Isothermen für die Temperaturen 13,1, 21,5, 
31,2, 35,5, 48,1°C. dar, die der Leser nach Belieben als nach der van 
der Waals’schen oder der Clausius’schen Gleichung gezeichnet an- 
sehen kann, da es uns auf genaue Wiedergabe hier nicht ankommt. 
Betrachten wir nun die Isotberme für 13,1%. Die Curve läuft von 
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reohts für grosse v und kleine p beginnend nach links und stellt zu- 
nächst noch den Zustand des Gases Kohlensäure bei 13,1% dar. Drückt 
man das Gas unter Wahrung seiner Temperatur zusammen, bis man 
das Volumen v, und den Druck p, (die wir später noch kennen lernen 
werden) erreicht hat, so beginnt das Gas sich zu verflüssigen. Die 
Fig. 6. Coordinaten ?,, © entsprechen dem 

v Punkte & auf der Curve. Absolut 
nichts in dem Gange der Curve ver- 


räth, dass nunmehr ibre Gültigkeit 
eigentlich aufhört. Comprimirt man 
nämlich das Gas noch weiter, so 
", 
Pr Ru 


tritt keine Drucksteigerung!) ein, 
sondern nur weitere Verflüssigung. 
Auch die Dichte des Gases bleibt 
immer dieselbe. Die Flüssigkeit, die 
nun aus der gasförmigen Kohlen- 
% Me: säure entsteht, hat eine andere 
fl Dichte, also ein anderes specifisches 
1a Volumen, als das Gas Kohlensäure, 
nämlich die durch die Abscisse #5 dar- 
gestellte, aber auch diese ist immer 
en constant. Nur das Volumen von 

Dampf und Flüssigkeit zusammen 
ändert sich fortwährend und wird immer kleiner, jedoch lediglich, weil 
immer mehr Dampf in Flüssigkeit übergeht und Flüssigkeit eben eine 
grössere Dichte bei gleicher Temperatur und gleichem Drucke hat als 
der Dampf. Ist alle Kohlensäure flüssig geworden, so sind wir beim 
Punkte & angelangt, weil jetzt Gas nicht mehr da ist, und nun beginnt 
bei weiterer Compression der Druck wieder zu steigen. Also was wir 
eigentlich von der Isotherme haben, ist das Stück rechts von & und 
links von &. Dazwischen existirt überhaupt nichts oder höchstens die 
gerade Linie &&, welche nichts weiter besagt, als dass während des 
ganzen Ueberganges der Kohlensäure aus Gas in Flüssigkeit eine 
Drucksteigerung nicht stattfindet, es findet auch weder für das Gas 
noch für die Flüssigkeit eine Dichteänderung statt. Diese geschieht 
nur, indem das Gas in Flüssigkeit übergeht, also eigentlich nur an der 
Grenzfläche zwischen Gas und Flüssigkeit. 

Indem man jedoch mit allen Zwischenwerthen des specifischen 
Volumens zwischen dem Werthe für das Gas und dem für die Flüssigkeit 
so operirt, als ob sie im Gase thatsächlich vorhanden wären (was sie 
allgemein nicht sind 2), kann man aus der Zustandsgleichung für 18,10 


!) Von den thatsächlich vorhandenen Abweichungen von. diesem Ver- 
halten darf abgesehen werden. 
*) Wenigstens nicht, wenn man von Flächenkräften abstrahirt, 
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die zugehörigen Werthe für p ermitteln; diese sind alle von einander 
verschieden. Zeichnet man mit ihnen als Ordinaten und mit den ® als 
Abseissen die Curve von & weiter, so erhält man das geschlängelte 
Stück a, ß, y, 6, &. Als Isotherme existirt dieses Stück nicht, denn 
p bleibt ja für Gas und Flüssigkeit und v für das Gas und ebenso für 
die Flüssigkeit ungeändert. Dieses Curvenstück ist also rein ideell. 
Thatsächlich hört die Curve bei & auf und beginnt bei & wieder. Dass 
auch die Constanten für die beiden Curvenstücke nicht dieselben sind, 
kann man aus den von van der Waals selbst nach Andrews, 
Beobachtungen berechneten Werthen für 5b ersehen. Für das Stück 
rechts von &, also für Kohlensäure als Gas, ist bei 


v = 0,013764; 0,013036; 0,012 933 
b = 0,00242; 0,00234; 0,00239 
im Durchschnitt der sehr gut übereinstimmenden Zahlen 
b = 0,002 38, 


Dagegen ist für das Stück links von &, also für Kohlensäure als Flüssig- 
keit, bei Ä 

v = 0,0022647; 0,0022234; 0,0021822; 0,0020937; 0,002 0527 
b = 0,001663; 0,001643; 0,001627; 0,001585; 0,001565 


im Durchschnitt der wieder sehr gut übereinstimmenden Zahlen 
b = 0,001 617, 


also erheblich kleiner als der frühere Betrag. Selbst wenn man von 
dem Umstande, dass in der zweiten Reihe der Werthe für b die Be- 
träge systematisch mit abnehmendem Volumen abnehmen (was früher 
auch für den gasförmigen Zustand festgestellt worden ist), keine Notiz 
nehmen wollte, kann man doch nichts Anderes schliessen, als dass zwar 
die Form der Zustandsgleicbung durch den Uebergang hindurch ge- 
rettet wird, dass aber die Constanten nicht erhalten bleiben, son- 
dern im flüssigen Zustande andere sind als im gasförmigen. 

Genau das Nämliche lehren die Zahlen für b, die van der Waals 
aus den Beobachtungen von Andrews für andere Temperaturen ab- 
leitet, immer sind für den flüssigen Zustand alle Wertbe von b kleiner 
als für den gasförmigen, so bei 21,5° ist b = 0,00241 im gasfömigen 
und 0,001793 im flüssigen Zustande!?). 

Der Leser erkennt auch in der Isotberme für 13,1° die drei reellen 
Wurzeln für v der van der Waals’schen und Clausius’schen Zu- 
standsgleichung, sie sind für die Ordinate p, angegeben und bedeuten 
die Abscissen du, %p und die dazwischen liegende ©". Die beiden 
ersten entsprechen pbysikalischen Verhältnissen, die dritte ©,” ist phy- 
sikalisch nicht nachweisbar, einfach weil das ganze Curvenstück zwi- 
schen & und & physikalisch nicht nachweisbar ist. Es deutetin dem Theile 


)1c,8. 81. 
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ßY6 sogar physikalisch unmögliche Zustände an, weil in diesem 
Theile einem abnehmenden Drucke (die Curve fällt zur Abscissenaxe) 
ein abnebmendes Volumen (die Curve nähert sich der Ordinatenaxe) 
entsprechen würde. Wie man die Theile & ß und de zu deuten ver- 
sucht hat, wird später erhellen. Ebenso komme ich später auf die an- 
deren Isotbermen zu sprechen. 

Nun hat man von je den Hauptwerth der van der Waals’schen 
Entwickelungen darin gesehen, dass eine Gleichung den Zustand der 
flüssigen und der gasförmigen Substanzen umfassen sollte. Ist diese 
Bedeutung vom Standpunkte des Virialpincipes richtig? Doch nicht; 
die Form der Gleichung kann für beide Zustände bestehen und wird 
wohl auch für beide bestehen. Die sogenannten „Constanten“ aber 
können alle oder zum Theil für den einen Zustand ganz andere sein, 
wie für den anderen und sind es auch tbatsächlich. Das hindert nicht, 
dass sie ihre Werthe continuirlich ändern. Während des Ueberganges 
wird aber die Continuität der beiden Zustandsgleichungen durch eine 
Zwischengleichung vermittelt, welche nur zwei Variabele enthält. 
Eigentlich ist das auch der Standpunkt, auf dem van der Waals 
steht, denn, wenn man die Zustandsgleichungen von Gas und Flüssig- 
keit durch die zugehörigen Formeln selbst verbunden hat, so hat doch 
wohl Niemand dieser Verbindung Realität zugeschrieben. Und wer 
wollte — auch ganz abgesehen von dem Nachweise, der für die dem 
Virialprincip genau entsprechende van der Waals’sche Gleichung in 
ganz derselben Weise zu erbringen ist, wie für die gewöhnliche, dass 
nicht einmal für ein Gas die Grössen a und b immer dieselben Werthe 
haben können — behaupten, dass für Wasser unter gewöhnlichen 
Verhältnissen eine Zustandsgleichung mit den nämlichen Constanten 
wie für Wasserdampf bestehe. Es wäre nach der Bedeutung, welche 
wir diesen Constanten haben zuschreiben müssen, wider alle Erwartung, 
wenn dem so wäre, denn kaum kann man sich den Uebergang eines 
Gases in eine Flüssigkeit anders als durch Anlagerung von Molekeln 
an Molekel vorstellen, wodurch schon die Constanten a und b sich 
ändern müssen. Aber eigentlich wissen wir nicht, wie dieser Ueber- 
gang zu Stande kommt, setzt man die Zustandsgleichung über diesen 
Uebergang hinweg, so setzt man thatsächlich nur die Zustandsgleichung 
des Gases fort. 


48. Kritische Temperatur, kritischer Druck und kritische 
Dichte der Gase und Flüssigkeiten. 


Andrews hat die überraschende Entdeckung gemacht, dass Gase 
sich in Flüssigkeiten durch Druckvermehrung nur dann überführen 
lassen, wenn ihre Temperatur eine gewisse für jedes Gas von seiner 
Beschaffenheit abhängige Höhe nicht überschreitet. Oberhalb dieser 
Temperatur ist ein Gas unter allen Drucken ein Gas, unterhalb der- 
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selben kann es in eine Flüssigkeit comprimirt werden. Man nennt 
diese Temperatur die kritische Temperatur. Hat ein Gas gerade 
diese kritische Temperatur und comprimirt man es, so gelangt man 
bei einem gewissen Drucke zu einem Zustande, bei welchem sich nicht 
mehr entscheiden lässt, ob man es mit einem Gase oder einer Flüssig- 
keit zu thun hat. Die ganze Substanz ist homogen und wenn man 
den Druck vermehrt, geht die ganze Substanz auf einmal in eine 
Flüssigkeit über. Man nennt diesen Druck, bei welchem unter der 
kritischen Temperatur die Substanz ebenso gut als Flüssigkeit wie als 
Gas angesprochen werden kann, den kritischen Druck. Das zu- 
gehörige specifische Volumen heisst das kritische Volumen. Um- 
gekehrt kann man sagen, keine Flüssigkeit kann oberhalb der kriti- 
schen Temperatur und unterhalb der kritischen Dichte als Flüssigkeit 
bestehen. 

Wenn man ein Gas unterhalb der kritischen Temperatur compri- 
mirt, gelangt man zu einem Punkte, wo eine weitere Compression keine 
Druokvermehrung bewirkt, sondern nur noch Verflüssigung des Gases. 
Das specifische Volumen des Gases bleibt ungeändert, wenn auch seine 
Menge durch den Uebergang in eine Flüssigkeit abnimmt. Je höher 
die Temperatur ist, desto mehr ist das Volumenintervall eingeschränkt, 
für welches der Druck constant bleibt, wo also Verflüssigung eintritt. 
Sowie die kritische Temperatur überschritten ist, finden sich keine 
zwei Volumina mehr, für welche gleicher Druck bestände. 

Am besten ist dieses Verhalten der Gase aus der auf S. 364 an- 
gegebenen Tabelle zu ersehen, sie gilt für Kohlensäure. Die Drucke 
sind in Atmosphären, die Volumina in Einheiten des Volumens bei 0° 
und dem Druck einer Atinosphäre gemessen. 

Man sieht, wie für die Temperatur 0° vom Volumen 0,01636 bis 
zu dem 0,00250 immer der nämliche Druck 34,4 Atmosphären ge- 
herrscht hat, das heisst während die Gasmenge durch Verflüssigung 
abnahm, ist der Druck constant geblieben, die Compression hat nur 
Verflüssigung bewirkt. Die Flüssigkeit besass zuletzt das Volumen 
0,0025 und nun begann bei weiterer Compression der Druck sehr stark 
zu steigen. Aehnlich ist das Verhalten bei 10 und 20°, im ersten 
Falle ist der constante Druck 44,4, im zweiten 56,4. Der Unterschied 
zwischen dem Volumen des Gases unmittelbar vor der Verflüssigung 
und der Flüssigkeit unmittelbar nach der Verflüssigung ist im ersten 
Falle 0,0105, im zweiten 0,0064, also bedeutend kleiner. Bei 30° ent- 
sprechen die gleichen Drucke, 70,7, dem Volumen des Gases bezw. der 
Flüssigkeit 0,00578 und 428. Hier ist die Volumendifferenz nur noch 
0,00150. Bei 40° und vollends den anderen Temperaturen sind gleiche 
Drucke nicht mehr zu finden. In der That ist die kritische Tempe- 
ratur der Kohlensäure nach Amagat’s Versuchen, mit denen andere 
ausgezeichnet stimmen, 31,35°C. Der zugehörige kritische Druck be- 
trägt 72,9 Atmosphären, die kritische Dichte 0,464. Ich gebe hier 
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die kritischen Daten für einige Gase nach dem so ausgezeichneten 
Tabellenwerke von Landolt und Börnstein. Die Temperaturen sind 
Grade Celsius, die Drucke Atmosphären, die Volumina Einheiten des 
specifischen Volumens des betreffenden Gases bei 0° und Atmosphären- 
druck, die Dichten Einheiten der Dichte des Wassers von 4°C. Viel- 
fach habe ich Mittel gebildet. 


Kritische Daten 
Substanz 


Aethylen. ....... 


Alkohol . . 2... ... 238,0 64,2 0,00713 | 0,288 
Ammoniak. . . .... 130,5 _ —_— N —_ 
Benzol. ».. 22... | 289 52,6 0,00981 0,355 
Brom ..... en 302 _ 0,0065 | 1,18 
Chlor . 2. 22220. 145 94,8 _ _ 
Chloroform. . . .... 260 55 —_— — 
Cyan . 2: 2er. 124 61,7 _ _ 
Kohlenoxyd . ..... —1403| 57 | — — 
Kohlensäure?) . ... . 31,2 74,0 0,00445 ' 0,446 
Sauerstoff -. . . 2... — 118,4 50,4 — 0,638 
Schwefelkohlenstoff.. . . 275,0 76,2 0,0098 — 
Schwefelwasserstoff . . . 100,1 90,3 — — 
Stickoxyd . . 2...» ı — 93,5 71,2 _ _ 
Stickoxydul . . .... 35,9 74 0,0048 0,41 
Stickstoff . . . 2... — 146,2 34 0,0046 0,42 
Terpentinöl . 378 —_ u 
Wasser . 2.2.2220. 'H,0 | 364,4 | 197 —_ _ 
Wasserstoff . 2... H, | — 285,0 | 20 _ _ 
Luft. 2.2 2220. .. Ä _ | — 140,5 39,3 _ _ 


Man sieht, wie stark verschieden die kritischen Daten der ein- 
zelnen Stoffe sind. Die Temperaturen, so weit sie bis jetzt bekannt 
sind, gehen von — 235 bis + 376, die Drucke von 20 Atmosphären bis 
200 Atmosphären. Die früher als permanente Gase bezeichneten 
Kohlenoxyd, Sauerstoff, Stickoxyd, Stickstoff, Luft, Wasserstoff waren 
es deshalb, weil ihre kritische Temperatur so niedrig ist, dass man sie 
mit den damals bekannten Mitteln nicht unterschreiten konnte, 

Nehmen wir ein Gas, welches über der kritischen Temperatur er- 
hitzt ist und comprimiren es, so bleibt es ein Gas mit allen charakteri- 
stischen Eigenschaften eines solchen. Wir wollen es bis zum kritischen 


I) Die Zahlen dieser Columnen sind äusserst unsicher. 
») Nach Andrews, Cailletet und Amagat, die Beobachtungen der 
beiden letzteren mit doppeltem Gewicht gerechnet. 
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Drucke comprimirt haben, es ist noch ein Gas. Nun kühlen wir es ab, 
sowie die kritische Temperatur erreicht ist, wissen wir schon nicht 
mehr, ob wir noch ein Gas vor uns haben; sowie aber diese unter- 
schritten ist, haben wir eine Flüssigkeit vor uns. Der Uebergang aus 
dem gasförmigen in den flüssigen Zustand ist also ganz continuirlich. 

Umgekehrt, denkt man sich eine hinlängliche Menge Flüssigkeit 
in einem Gefässe hermetisch eingeschlossen und erwärmt das Gefäss, 
so entwickeln sich Dämpfe, welche, weil sie nicht entweichen können, 
sich über der Flüssigkeit ansammeln und auf die Flüssigkeit drücken. 
Die Flüssigkeit bleibt von ihnen scharf abgegrenzt. Je mehr die 
Temperatur sich der kritischen nähert, desto undeutlicher wird die Be- 
grenzung zwischen Flüssigkeit und Dampf, und wenn diese kritische 
Temperatur erreicht ist, ist die Begrenzung verschwunden und Flüssig- 
keit und Dampf haben gleiches Aussehen. Das Aussehen ist trübe und 
lässt darauf schliessen, dass Gas und Flüssigkeit gewissermaassen eines 
in dem anderen aufgelöst ist, oder dass unterschiedslos Gaspartikel 
und Flüssigkeitspartikel durch einander gewirbelt sind. Diese Er- 
scheinung hat namentlich Cagniard de Latour studirt?). 

Es giebt also beim Uebergange aus gasförmigem in flüssigen Zu- 
stand und aus flüssigem in gasförmigen Zustand nur unterhalb der 
kritischen Temperatur Unstetigkeiten, bei der kritischen Temperatur 
nicht; hier ist der Uebergang ein ganz unmerklicher und der Unter- 
schied zwischen Gas und Flüssigkeit ganz verschwunden. Gas und 
Flüssigkeit haben bei dieser kritischen Temperatur dieselbe Wärme, 
Dichte und denselben Druck, das bedeutet: bei dieser Temperatur 
fallen die Zustandsgleichungen zusammen, vorher und nachher können 
sie ganz aus einander gehen. 

van der Waals fasst aber den Sachverhalt anders auf. Er 
nimmt an, dass mit denselben Constanten die Zustandsgleichung für 
gasförmigen und flüssigen Zustand gilt. Von den drei Volumina, 
welche die Gleichung für bestimmte Werthe von p und ® ergiebt, soll 
das kleinste der Flüssigkeit, das grösste dem Gase zukommen, das da- 
zwischen liegende unrealisirbar sein. Wenn daher im kritischen Zu- 
stande Flüssigkeit und Gas gleiche specifische Volumina haben, so 
müssen überhaupt alle drei Volumina einander gleich sein, und folglich 
muss die Zustandsgleichung für kritischen Druck und kritische Tempe- 
ratur drei gleiche Wurzeln für v ergeben. Nun lautet diese Gleichung 


!) Es ist mir wohl bekannt, dass über die Bedeutung des kritischen Zu- 
standes noch erhebliche Meinungsverschiedenheiten herrschen, da ich aber 
nichts Entscheidendes zu sagen habe, mag ich auch darauf nicht eingehen. 
Doch sei auf den Aufsatz von Stoletow hingewiesen: „Ueber den kritischen 
Zustand der Körper“, Physikalische Revue 1892, II, 8. 44. Die Darstellung 
im Text stimmt mit der am meisten angenommenen überein. Siehe auch 
Kuenen in Nr. 8 und 11 der Communications des Leydener Universitäts- 
Laboratoriums. 
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in der Form als Gleichung für v geschrieben nach van der Wasal: 


Nennen wir also die dreifache Wurzel v’, die zugehörigen Wertke 
von p und ® bezw. p’, 9’, so wäre hiernach 


sur? 3. 2. 
p p 
Daraus folgt 
v”=3b, 
 _ 4 
PT 97" 
dal 
 27bR 
und 
pv= SRH 
8 ’ 


und es ergäbe sich der wichtige Satz: Die kinetischen Daten 
eines jeden Gases und jeder Flüssigkeit sind durch die Con- 
stanten der Zustandsgleichung selbst bestimmt, 

Aber welche Werthe für die Grössen a und b soll man annehmen, 
da, wie nachgewiesen ist, diese Grössen keinesfalls constant sind? 
van der Waals hat für Kohlensäure als solche Grössen benutzt 

a = 0,00874, b = 0,0023. 

Beide Zahlen hat er aus Regnault’s oben (8. 387) mitgetheilten 
Versuchen über Kohlensäure berechnet. Wie er zu diesen Zahlen ge- 
langt ist, kann ich nicht sagen, ich selbst finde (S. 387 und 392) 

a —= 0,0124 und b = 0,00560 
und aus Andrews’ Beobachtungen (S. 389 und 392) 

a — 0,0139, b — 0,00616, 
Zahlen, die von einander viel weniger abweichen als von den von van 
der Waals berechneten. Auch Herr Sundell scheint die Richtigkeit 
der van der Waals’schen Zahlen anzuzweifeln !) und findet jedenfalls 
erheblich grössere Werthe als van der Waals, nämlich 

a— 0,0129, db 0,00525, 


Zahlen, die mit den hier berechneten sehr gut stimmen. 
Berechnet man nun mit van der Waals’ Zahlen die kritischen 
Daten, so ergiebt sich für Kohlensäure 


v — 0,0069, p' = 61,19; 9 = 3055 —= 2730 + 392, 50C, 


') Sur les coeffcients de dilatation et de tension des gaz, Oeversigt 
af finska Vetenskaps-Societetens förhandlingar XL, 1899. 
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Die in der Tabelle auf S. 416 angegebenen entsprechenden Be- 
obachtungsdaten zeigen, dass die Uebereinstimmung mit der Erfahrung 
nur hinsichtlich der kritischen Temperatur allenfalls befriedigen kann, 
woselbst die Differenz etwa 1°C. beträgt, dagegen ist der beobachtete 
kritische Druck um 12 Atmosphären grösser als der berechnete und 
das beobachtete kritische Volumen höchstens ?/, von dem berechneten. 

Wenn man die hier aus Regnault’s und Andrews’ Versuchen 
abgeleiteten Zahlen benutzt, die wir, auch nach Sundell’s Berech- 
nungen, für richtiger annehmen müssen als die van der Waals’schen, 
so kommt man zu Werthen für die kritischen Daten, die der Erfah- 
rung so sehr widersprechen, dass es unangenehm ist, sie niederzu- 
schreiben. Es kommt beispielsweise für die kritische Temperatur — 95° 
heraus, während diese + 31,35 beträgt, das specifische Volumen findet 
sich viermal so gross wie beobachtet, der Druck nur ein Sechstel 
vom beobachteten. Also auch hier versagt quantitativ die van der 
Waals’sche Gleichung vollständig, wenn man durchaus a und D als 
Constanten ansehen will, aber qualitativ ist das Ergebniss, zu dem sie 
hinsichtlich des kritischen Zustandes geführt hat, von hohem Interesse, 
und fast möchte man sich darüber freuen, dass van der Woaals in 
Folge ungenauer Wahl von Zahlen zu einem für seine Theorie günstigen 
Ergebniss gelangt ist, sonst hätte er diese Theorie wohl unterdrückt, 
und wir wären all der schönen Untersuchungen, die er und Andere an 
diese Theorie angeschlossen haben, verlustig gegangen. 

Selbst die nur die Grösse R enthaltende Formel 


3 
pv=,2% 


stimmt mit der Erfahrung nicht recht. Nach van der Waalas ist 
R == 0,003 686, 
was mit der hier berechneten Zahl 0,003 691 übereinstimmt. Da nach 
Amagat 
p' = 72,9, v’' — 0,00425 
ist, erhielte man aus obiger Gleichung 9 — 223,8, das heisst — 49,2 
statt + 31,35. Sieht man andererseits ®’ und »p’ als bekannt an und 
berechnet v’, so resultirt 
v”’ = 0,00578. 
Ausser der Zahl von Amagat 0,00425 finde ich für v’ noch drei 
andere Angaben: 
0,0066, 0,00428, 0,0045, 
was ich nicht unerwähnt lassen durfte, weil eine davon, sie stammt von 
Andrews her, von der berechneten Zahl nach der entgegengesetzten 
Seite abweicht wie die anderen. Die Zahl von Amagat scheint mir 
aber sehr genau zu sein. Will man sie nicht anerkennen, so er- 
giebt das Mittel aller vorliegenden Bestimmungen v’— 0,00491, wovon 
die berechnete Zahl um 0,00087 abweicht. 
27* 
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Die Gleichung von Clausius in ihrer ursprünglichen Form und 
als Gleichung für v geschrieben lautet 


"(+ —2B)+0(M—2P0 — 280-0) 


R 
(8 +58 (#29 + cd) 0. 
Die Bedingungen für die drei gleichen Wurzeln wären hiernach 


33V —b + Ro _ 2ß, 
p 
3.3 — B? — 2ßb mi ae — ce), 
9» 


lR+ RR + eh) 


woraus man ableitet 


Rec 8c 
'—3b +2ß, PP’ = eo: =, t-VyeorB 
. su +2B » Y216(d + B)’c 276 +B) 


Setzt man hierin die von Clausius angenommenen Zahlen für 
R, b und f und für c die, den Andrews’schen Beobachtungen besser 
entsprechende, Zahl 597,3, so folgt 


e' — 0,004483, p’ = 790, 9 = 273 + 39,0%. 


Der Werth für v’ stimmt sehr genau mit dem angenommenen Mittel 
werthe überein, die beiden anderen Zahlen sind aber, auch nach 
den Mittelwerthen aller vorhandenen Versuche, als zu gross zu be 
zeichnen. Mit dem von Clausius selbst angenommenen Werthe für 
c wäre die ULebereinstimmung, abgesehen von dem Werthe für r/, er 
heblich besser, aber dann blieben die bedeutenden Abweichungen gegen 
Andrews’ Versuche über den Spannungscoäfficienten bestehen. Wahr- 
scheinlich sind die Werthe der Constanten überhaupt nicht richtig an- 
genommen. Doch wissen wir bereits, dass die Clausius’sche Gleichung 
hinsichtlich der Abhängigkeit von der Temperatur an sich nicht ge 
nügt. Battelli finder. wie schon bemerkt (S. 368), dass die Clau- 
sius’sche Gleichung ausgezeichnet mit der Erfahrung stimmt, wens 
man ihr dıe Form miebt 


Rd ar — a" 
“. — r (ce —_— dB? ” 


. ha yu . Ic .. ® [1 
wo also an Siele der Grösse Fe = — u 0° getreten ist. 


Asiann ertält man zur Berechrung der kritischen Daten die 
Wieichuzgen 


ı A® ı0"—a 0“ 27 
SIIy Tmng = „Rein 
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Für Aether leitet er aus seinen Beobachtungen über Dichte und 
Druck des Dampfes im Temperaturintervall — 28 und 192°C., für die 
‚Constanten in Einheiten Gramm, Centimeter, Secunde als Werthe ab 

R = 83,201, a’ = 0,8134, a’ — 24,38, m = — 0,19302, 

n = — 0,401, b = 1,098, ß = 0,764, 
woraus nach ihm folgt 
vV — 4,82ccm, p’ = 2643,3 cm, 9’ — 473,2, 
während seine Versuche ergeben hatten 
v' = 4,82cm, p’ = 2718,4cm, 9’ = 470,0. 

Für Schwefelkohlenstoff ist nach Battelli's Versuchen wiederum 
über Druck und Dichte bei verschiedenen Temperaturen (— 29 bis 
+ 273°C.) 

R = 81,971, a’ = 128632,4, a” = 9,5877, m = — 0,32021, 
n= + 119421, b = 0,684, ß = 0,327, 
somit 
vV’ = 2,T7lccm, p’ = 5545,8cm, 9 — 5472. 
Gefunden war 
v' — 2,65cm, p’ = 5538,0cm, 9’ = 546,05. 

Die Uebereinstimmung ist in beiden Fällen eine sehr gute. Bat- 
telli’s Aenderung an der Clausius’schen Gleichung scheint also 
eine Verbesserung zu bedeuten. 

Noch mache ich darauf aufmerksam, dass unabhängig von 
dieser Aenderung und überhaupt allein bestimmt durch die Annahme 
über die Zustandsgleichung als Function des Volumens die Clau- 
sius’sche Gleichung ergiebt: 

„135 +2ß 

Von der entsprechenden van der Waals’schen Gleichung uuter- 

scheidet sich dieses durch den Factor 


2 
tz 
vb +B 


Gleichungen dieser Art sehen so aus, wie die Boyle-Gay-Lussac’sche 
Gleichung für ideale Gase, nur dass sie noch mit besonderem Factor 
behaftet sind. Nach van der Waals soll dieser Factor für alle Sub- 
3 
8 
Natur der Substanz abhängen und — da b und f beide positiv sein 


stanzen gleich sein und — betragen, nach Clausius soll er von der 


müssen — kleiner sein als 4 und zwar um den Betrag 


_B 
b+Bß 


00 | — 
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Für Kohlensäure wäre der Factor nach Clausius Constanten 0.308. 
für Aether und Schwefelkohlenstoff, beides nach Battelli, gleich 0.322. 
bezw. 0,336. Sehr verschieden sind die Zahlen von einander nicht. 

Wir haben bis jetzt zwei Methoden kennen gelernt, zu den Be- 
stimmungsgrössen für den kritischen Zustand zu gelangen, die hier 
dargelegte der Gleichheit der Wurzeln für v und die früher angegebene. 
dass ein Zustand vorhanden ist, in welchem 

ce _ 
&,-- 

ist. Aber beide Methoden stützen sich auf die besondere Form der 
Zustandsgleichung von van der Waals und Clausius. Wir werden 
bald eine dritte Methode kennen lernen, die anscheinend allgemein 
gültig ist. Zur Begründung derselben betrachten wir erst die thermo- 
dynamischen Gesetze, welche man für den Uebergang einer Flüssigkeit 
in einen Dampf und umgekehrt eines Dampfes in eine Flüssigkeit ab- 
geleitet hat. 


60. Thermodynamik der Verdampfung und Verflüssigung. 


Eine Flüssigkeit und ihr Dampf seien mit einander in Berührung, 
wir fragen nach den thermodynamischen Vorgängen bei der Ver- 
dampfung der Flüssigkeit und bei der Condensirung des Dampfes. 
M,, T,, Sı seien Masse, innere Energie und Entropie des Dampfes, 
M,, Uy, S, die der Flüssigkeit. Aenderung der Gessmmtmasse finde 
nicht statt, also Flüssigkeit und Dampf sollen sich eines auf Kosten 
des anderen vermehren. Druck p und Temperatur ® seien in beiden 
Körpern gleich und die äussere Arbeit bestehe in der Ueberwindung 
des Druckes bei Volumenvermehrung, bezw. in der Arbeitsleistung bei 
Volumenverminderung. Nach Abschnitt 21 haben. wir 

M _— M, + M,, 

öM =6M +5M =0, 

) MvM =Mu + Mr = Mıv, + (M — Mı)®, 

MS =4S +39 = MSı + (M — M) 5, 

MU=-MU+M4U%,=MTU + (M— M)T, 
somit wird 

MAaU—=MdUt, + (M— M)dT,y + (U, — U,)dM, 

2) MdäS=MdSı +(M— M)dS, + (Sı — S)dM, 

Mpdv=p[M,dv, + (M — M)de) + p(tı — Y)dM,, 
und es ist 
3) JdaQ=M,(dT, + pdvı) + (M— Mı)(dU; + pdv,) 

. +[ı - u +r m — v)]dM, 


) S=mas=mMmas + M-Mds +: —S)aM, 
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Nun ist aber zufolge A,) in Abschnitt 16 
— MıdU, + Mıpdo 


5) JM,dSs, = E 
6) Jızas, - Y-M)aı, + (M— M)pam, 


9 


Setzen wir dieses in die Gleichung 4) ein und halten das Er- 
gebniss mit dem der Gleichung 3) zusammen, so folgt zunächst 


7) JS, — 8) = U, — rem, 
somit 

8,) U —- J#S + = — JS, + pr, 
d.h. 

8,) oo, = 9. 


Die thermodynamischen Potentiale ® einer Flüssigkeit 
und ihres Dampfes sind einander gleich. 

Stellen wir uns den Zustand jeder der beiden Substanzen als ge- 
geben durch Druck, Volumen und Temperatur vor, so werden ®, und 
®,, jedes durch diese Variabeln bestimmt sein. Nun können wir uns 
mit Hülfe der Zustandsgleichung für den Dampf in ®, das Volumen d,, 
und mit Hülfe der für die Flüssigkeit in ®, das Volumen v, eliminirt 
vorstellen, alsdann sind ®, und ®, nur noch Functionen von Druck 
und Temperatur. Wir hätten hiernach 


9) D, —=f(, d), 9%, =f(p, 9) 
und da Dampf und Flüssigkeit gleichen Druck und gleiche Temperatur 
besitzen sollen, giebt die Beziehung 8,) 


85) Je 9) =J(B 9). 

Diese Gleichung besagt, dass der Druck allein von der Temperatur 
abhängt. Sie heisst die Spannungsgleichung und setzt fest, unter 
welchem Drucke bei bestimmter Temperatur die Flüssigkeit verdampft, 
bezw. wie sich die Spannung des Dampfes ändert, wenn die Tempe- 
ratur variüirt. Stellen wir uns p und ® als rechtwinklige Coordinaten 
in einer Ebene dar, so heisst die durch obige Gleichung 8,) gegebene 
Curve die Spannungscurve des betreffenden Dampfes.. Wir denken 
sie uns stets in einem links liegenden Coordinatensystem, dessen Ordi- 
natenaxe Axe der p, dessen Abscissenaxe Axe der ® ist, gezeichnet. 

Die Spannungscurve ist bestimmt durch die Schnittlinie der beiden 
thermodynamischen Flächen 


®, —f (», ®), ®, =, 9), 
von denen die eine den Verlauf des thermodynamischen Potentials des 
Dampfes (Gases), die andere die des Potentials der Flüssigkeit dar- 
stellt. 
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Ein Dampf (Gas) in Berührung mit seiner Flüssigkeit verhiült sich 
also anders wie ein freies Gas. Man nennt einen Dampf, der zu- 
sammen mit seiner Flüssigkeit bestehen kann, gesättigt Der Zu- 
stand gesättigter Dämpfe ist also bestimmt durch eine Variabele 
(abgesehen von Beziehungen, die Flächen betreffen), die Spannungs- 
gleichung giebt eine der beiden anderen Variabeln, die Zustands- 
gleichung die dritte. 

Wichtig ist, dass neben der Zustandsgleichung für Dampf und 
Flüssigkeit noch eine besondere Gleichung besteht, welche allgemein 
von der Thermodynamik vorgeschrieben wird. 

In der geometrischen Darstellung der Spannungscurve genügen 
alle Werthe p, 9, welche zu Punkten auf dieser Curve gehören, der 
Beziehung 


Wählen wir Werthe, welche Punkten der 9, 9-Ebene gehören, die 
nicht auf der Curve liegen, so ist für diese die obige Gleichung nicht 
erfüllt. Es sei 


p=p+ dp, ”—=9+d9 
ein solches Werthepaar, und ®,’, ©,’ seien die zugehörigen thermo- 
dynamischen Potentiale des Dampfes bezw. der Flüssigkeit. Dann ist 


—ı 


'—=9, + p + as, 


2.—-0,+ 2“, o+ 29 4, 


also wegen 85) 


10) 2 ' —- Bd = (Zi —_ a r+ (5 _ Er), a8. 
Aber nach Gleichung 107) I 108) in Abschnitt 19) haben wir 
allgemein 
o® o® 
ur 
somit 


10;) 9 —- Pd’ = (wm —u)dp — J(S — S)d®. 

vd, — va ist stets positiv oder Null, also (v, — vs) dp positiv oder 
negativ, je nachdem dp positiv oder negativ, d. h. p’ grösser oder 
kleiner als p ist. Nun kann, wenn p bei gleichem 9 vergrössert wird, 
der Erfahrung nach nur eine Condensation eintreten, also entspricht 
die Ungleichung 

11,) (PB, — BD), > 0 

einer Condensation von Dampf zu Flüssigkeit und die 


11;) (BD, — PD), < 0 
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einer Verdampfung von Flüssigkeit. Alle Punkte, für welche p' >» 
ist, liegen oberhalb der Spannungscurve, der Theil der Ebene oberhalb 
der Spannungscurve entspricht hiernach Condensationserscheinungen 
und enthält Potentialwerthe, welche bei gleicher Temperatur für die 
Flüssigkeit kleiner sind als für den Dampf. Der Theil der Ebene unter- 
halb der Spannungscurve entspricht der Verdampfung, dort ist das 
Potential der Flüssigkeit grösser als das des Dampfes 1). 

Ist sodann 49 positiv, so kann bei gleichbleibendem Drucke, wie 
gleichfalls die Erfahrung gelehrt hat, nur Verdampfung eintreten. Das 
Zeichen des Gliedes J(S} — Ss) 49 hängt aber noch von Sı — SS; 
ab. Ueber diese Grösse gewinnen wir in folgender Weise Aufklärung: 

Aus der Gleichung 8) haben wir ersehen, dass im Zustande der 
Berührung eines gesättigten Dampfes mit der Flüssigkeit von den 
drei Variabeln p, dv, $ nur eine willkürlich ist, die anderen aber durch 
diese eine bestimmt sind. Nun sind alle Variabelen, die wir über- 
haupt haben 

M,, Ma, dı, da Pr Pas Pi, 9a 

und da 9, = 2, 9, = 9, und M, + M, = M ist, so folgt [weil man 
V,, Vg aus den betreffenden Zustandsgleichungen des Dampfes und der 
Flüssigkeit als Functionen je von p, 9 und dann durch 8) als Functionen 
je von ® darstellen kann], dass der Zustand der Flüssigkeit und ihres 
gesättigten Dampfes durch nur zwei unabhängige Variabeln bestimmt 
ist. Nehmen wir als solche M, und 9, so geht die Gleichung 4) 
über in 


os os 
12) Sn (a dM, + ae) 
08 08% 
+ (M — u ( aM, + — 2 ae) + (S, —- Ss) am. 
Und da auch 
aQ _ u 08 os 
13) FT MAS—M (gar dl + 55 0°) 


ist, so zerfällt die obige Gleichung in die beiden unabhängigen Be- 
ziehungen 


14) M (3), = —M, a + (M — Mı) — 
_ 5), yi& 
MT re 
08 08 os 
1) Mg), = th + MM 


Aber $, und $,, die sich auf Masseneinheiten des Dampfes, bezw. der 
Flüssigkeit beziehen, sind gar nicht von M, abhängig. Die letzte 
Gleichung giebt also 


I) Diese Betrachtung rührt von Duhem her. Travaux et Memoires des 
facultes de Lille 1891. Ebenso Einiges des Nachfolgenden. 
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es 
15) ıM an), =5- 
Zunächst folgt aus den Beziehungen 14) und 16,) 
as _ as 


19 Fee 980 

eine Gleichung, die vorhanden sein musste, wenn eben M, und ® un- 
abhängige Variabeln sein sollten und S durch diese allein bestimmt 
werden kann. Ferner ist rg 13) 


Sa, rn), 7 (7 dr 
somit zufolge 15,) 


dQ Fun _ 
0) ta 


Wir werden von allen diesen Gleichungen bald weiteren Gebrauch 
zu machen haben. Hier dient uns die letzte Gleichung zur Beurtheilung 
des Zeichens von S, — $S,; nach der Erfahrung. Nämlich 


ag 
2), 
bedeutet die Wärmemenge, welche dem System zuzuführen ist, wenn 
die Masse des Dampfes um die Grösse dM, vermehrt werden soll. Die 


Erfahrung hat gelehrt, dass alle Verdampfung mit Wärmeverbrauch 
verbunden ist, alle Condensation mit Wärmeentwiokelung, also ist 


( 
adMı/s 
und somit auch S, — S, positiv, wenn es sich um Verdampfung handelt, 


und negativ, wenn Condensation stattfindet. 
Hieraus ergiebt sich weiter; es ist 


11,) (®' - 9, >0 
bei Condensstion und 
11) @' — 9, <0 


bei Verdampfung. 

Alle Punkte rechte von der Spannungscurve entsprechen bei 
gleichem Druck Werthen des thermodynamischen Potentials, welche für 
den Dampf grösser sind als für die Flüssigkeit, alle links von der 
Spannungscürve Werthen, welche für die Flüssigkeit grösser sind als 
', der in den Ungleichungen 11,), 113) ent- 
von J. Moutier, der in den Ungleichungen 
" Robin herrühren. 
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die Wärme bedeutet, welche erforderlich ist, um bei gleichbleibender 
Temperatur, also auch gleichbleibendem Drucke, eine Masseneinheit 
Flüssigkeit in eine Masseneinheit Dampf zu verwandeln. Man nennt 
diese Wärme die latente Wärme der Verdampfung oder die 
Verdampfungswärme, latent, weil eben keine Temperaturerhöhung 
dabei stattfinden soll. Bezeichnen wir diese Verdampfungswärme mit 
r, so ist also nach 17) 

18) s-S8=5 


Die Verdampfungswärme ist gleich der bei gleicher 
Temperatur und gleichem Drucke zwischen Dampf und 
Flüssigkeit bestehenden Entropiedifferenz, multiplicirt mit 
der absoluten Temperatur, bei welcher die Verdampfung ge- 
schieht. Findet Verdampfung ohne Entropieänderung statt, 
8so bedarf es hierzu keiner Wärmezufuhr, wie auch keine 
Wärme entwickelt wird, wenn unter gleichen Bedingungen 
Condensation erfolgt. 

Da ferner r positiv ist, so folgt weiter: 

Verdampfung ist mit einer Vergrösserung der Entropie 
verbunden; 

und weil 


MS=M (SS —S8S) + MS 
ist, so kann also die Verdampfung nur aufhören, und es kann 
nur Gleichgewicht zwischen Dampf und Flüssigkeit ein- 
treten, wenn die Entropie MS ihr Maximum erreicht hat, 
also ö(MS) gleich Null geworden ist. 
Die Differentiation der Gleichung 18) ergiebt 


19) A _— — 
also wird zufolge 14) 
r 
daS _,.# dS, 
(5), | 
Nun ist weiter nach 13) 


ds dQ 
| — — (—). 
21) (4 5) (73 " 


z Mi bedeutet die Wärme, welche erforderlich ist, um die Tempe- 
L 


20) 


ratur des Systems um eine Temperatureinheit zu erhöhen, während 
-Isg auch M,, constant bleibt. Es ist also die specifische 

des Systems bei constanter Dampfmenge in der 

ärmung verwendet, dass, während sie zugeführt wird, 
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zugleich der Druck auf das System so vermehrt wird, dass immer so 
viel Dampf wieder in Flüssigkeit verwandelt wird, als sonst durch die 
Wärmezufuhr entstehen würde. Nennen wir diese besondere speci- 
fische Wärme c, so wäre 


as 
22) e=8( r 


Ferner ist & (3) die specifische Wärme der Flüssigkeit bezogen anf 


Masseneinheit (bei variabelem Drucke und variabeler Dichte), heisst 
diese c’, so haben wir- 


r 
5 
23,) Mg =UC-e) 
oder 
r 
da 
9 4 
23;) ee = 


Wir können dieser Gleichung noch eine etwas andere Form ver- 
leihen. c besteht offenbar aus zwei Theilen, einem ca, der sich auf 
den Dampf bezieht, und einem zweiten c,, der der Flüssigkeit angehört. 
Somit ist 

M=Mc+ My 
und es wird 
He-)=Ma+My— (M + M)d = Mı(ca — ec) 
+M(&%— ce). 
Aber cy und c’ sind offenbar identische Grössen, da die Wärmezufuhr 
« unter den nämlichen Bedingungen stattfindet wie die c’. Die 
Gleichung 23,) geht also über in 


23,) ut AD. 

Bei den durch d bezeichneten Differentistionen ist zu beachten, 
dass auch p als Variabele anzusehen ist, indem dieses p von ® ab- 
hängt und nioht constant sein kann, wenn ® varürt. 

ca — € ist die Differenz der specifischen Wärmen des Dampfes 
und der Flüssigkeit bei variabelem Drucke und variabeler Dichte. 
Diese Differenz ist also bestimmt durch die Verdampfungswärme und 
die Temperatur. Da längs einer Spannungscurve die einzige Variabele 
# abhängig sein (oder nur von p, oder nur 
Differenz in der specifischen Wärme 
8 gesättigten Dampfes ist nur ab- 
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Die Entropiedifferenz einer Flüssigkeit und ihres ge- 
sättigten Dampfes ist nur abhängig von der Temperatur 
(oder von dem Drucke oder der Dichte). 

Nach Gleichung 7) ist 


24,) U —- u = JS — 8) — Pl, — da), 
also wird wegen 18) 

24,) uU, — U,=Jr — pw, — dv) 

oder 

25) v=U— U + pw — dv). 


Diese Gleichung ist nur der Ausdruck des Princips der Erhaltung 
der Energie für Verdampfung oder Condensation bei gleichbleibendem 
Drucke (oder gleichbleibender Temperatur). Zugleich lehrt sie die 
Aenderung der inneren Energie ermitteln. 

Die nämliche Gleichung ergiebt für die Aenderung der freien 
Energie 
26) - h—h=— pt — dv). 

Die Aenderung der freien Energie ist also nur durch die 
geleistete äussere Arbeit bedingt und dieser entgegengesetzt 
gleich. 

Aus der Gleichung 26) ergiebt sich sofort noch eine andere sehr 
wichtige Beziehung. Differenzirt man nämlich diese Gleichung nach 
®, so folgt 


OF, OF .L ov, ov\ _ Bu op 
a an? mw) es Er: 
also für constante v 
OF, oF (0) 
a), en 
Aber es ist nach Gleichung 95) in Abschnitt 19 
oOF\ _ OFs\ _ 
DE Jh 3), I 
wodurch obige Gleichung übergeht in 
() 
27) JS -W)=-m—W55 
und wegen 18) in 
() 
28) V=8 0 — 55 


Diese Gleichung, diealsCJapeyron’scheGleichung bezeichnet 
wird, entspricht genau der Gleichung für die latente Wärme der Aus- 
dahnung, nur dass hier noch der Factor 9, — vs, die Differenz zwischen 

“sifischen Volumen des Dampfes und der Flüssigkeit auftritt. 
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Da allgemein v, — v%; > 0 ist, so hängt das Zeichen von r von 
» Fr} ab. Diese Grösse ist aber stets positiv, denn einer 
Zunahme der Temperatur entspricht immer eine Zunahme der Dampf- 
spannung, somit ist r stets positiv, wovon wir schon oben Gebrauch 
gemacht haben. 

Endlich können wir noch zufolge 107) in Abschnitt 19 die 
Gleichung für r schreiben 


29) er 


somit auch 


demjenigen von 


30) a—-y= 


Gehen wir von den hier dargelegten Lehren über die innere 
Energie und die Zustandsgleichung der Substanzen aus, so gewinnen 
wir noch einen anderen expliciten Ausdruck für die Verdampfungs- 
wärme. Es ist nämlich bei Berücksichtigung allein der Zusammen- 
stösse zwischen den Molekeln nach der Gleichung 2) in Abschnitt 47 


Tk—5 
[ 2 a“ ) 
v-5R0—m+3n() +, 
FE 
_5 2,88 > 
0-5 m2—-795+322(%) +00, 


Setzen wir 
2 
3 D=Rb 
und unterscheiden die Grössen, je nachdem sie sich auf den Dampf oder 


auf die Flüssigkeit beziehen, durch die Indices 1, 2, 50 haben wir hier- 
nach für die Spannungsgleichung 


Flüssigkeit das ty, so erhält man 
"een sind, die eigentliche 
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r 
= In 


also erhalten wir 


Ik —5 Tg — 5 
32) Ir = (m m)® + (mu (@ m a) “ ) 
+ um — Un, 


eine Gleichung für die Verdampfungswärme als Function der Tempe- 
ratur und der specifischen Volumina von Dampf und Flüssigkeit. Die 
Verdampfungswärme muss sich also aus den Constanten der Zustands- 
gleichungen und den Constanten der Energie berechnen lassen. 

Wir fahren zunächst noch in unseren thermodynamischen Be- 
trachtungen fort. 

Wir denken uns die thermodynamischen Flächen ®, = fı (p, #9) 
und ©, = f, (pr, #) gezeichnet, indem wir als Coordinaten der einzelnen 
Punkte der Flächen die ®,,p,® bezw. ®,,p, $ wählen. Da der Erfahrung 
nach zu jedem Variabelenpaar ein und nur ein thermodynamisches 
Potential besteht, so bilden die beiden Flächen 


(p, d, ®,), (, d, ®,) 


je nur eine Schale. Die Durchschnitte der Flächen mit Ebenen 
parallel zu den Coordinaten-Ebenen geben isopotentielle, isothermische 
und isopiestische Curven. Wenn wir auch die Form dieser Curven 
nicht kennen, so vermögen wir doch Fig. 6. 
wenigstens anzugeben, wie die eine oder |p 

andere zu den Axen liegt. Nach Gleichung 

108) in Abschnitt 19 ist 


_ (0 ®ı = ( 
33) = (Gr) = (79 Js 


und da v selbstverständlich positiv ist, 


sein, also wächst e) 
p 


® mit p und nimmt ® mit p ab, d. h. 
alle isothermischen Schnittlinien wenden ihre convexe Seite der Axe 
der ®, ihre concave der der p zu. Da ferner, wenigstens bei Gasen, v 
unendlich ist für p = 0, so müssen diese isothermischen Schnittlinien 
wenigstens bei Gasen die D-Axe berühren, wie es ungefähr in der 
Fig. 6 dargestellt ist. Anders verhalten sich die isopiestischen Linien, 
für diese haben wir nach 107) Abschnitt 19 
_ o®, _ o®, 

34) 15 =- (55), IS = — ro 
Da 8 stets positiv ist, müssen OD und 0 9 entgegengesetzte Werthe 

lie Linien wenden beiden Axen ihre convexe Seite zu. 
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Fassen wir das System von Dampf und Flüssigkeit zusammen auf, so 
ist für beide Substanzen zusammen das thermodrnamische Potential 


38) oo +20, 


Es besteht also aus zwei Schalen, einer, welche dem Dampf ent- 
spricht, einer zweiten für die Flüssigkeit. In der Durchschnittslinie 
haben wir ®, = ®,. 

Die Durchschnittslinie ist die Spannungscurve des gesättigten 
Dampfes. Die Curve ist an sich keine äquipotentielle Linie, sondern 
nur in sofern, als in jedem ihrer Punkte einer Masseneinheit des 
Dampfes das gleiche Potential zukommt, wie einer Masseneinheit der 
Flüssigkeit. Im Uebrigen kann sie irgend eine doppelt gekrümmte 
Linie sein. Nimmt man jedoch die zu jedem Punkte dieser Linie ge- 
hörigen Werthe von p9, ® und trägt sie als besondere Coordinaten in 
einem p, ®-Blatte ein, so bildet die so gezeichnete Curve ebenfalls die 
Spannungscurve und ist natürlich eben. Wir können daher auch sagen: 
die Spannungscurve eines gesättigten Dampfes ist die Pro- 
jection der Schnittlinie der Potentialflächen des Dampfes 

Fig. 7. und der Flüssigkeit auf das Druck- 
p Temperaturblatt. Da der Erfahrung nach 


p mit 9 wächst, > positiv ist, so kehrt die 


Spannungscurve ihre convexe Seite der ®-Axe, 
ihre concave der p-Axe zu, wie in Fig. 7 ge- 
zeichnet ist. 
3 Das ist die Darstellung, welche Herr Duhem 
gewählt hat!) und die mir mannigfache Vor- 
züge zu haben scheint; von Gibbs rührt eine andere her. Wir 
haben sie für homogene Körper bereits in Abschnitt 20 kennen 
gelernt. 

Um Alles innerhalb des Rahmens dieses Buches möglichst voll- 
ständig zu erwähnen, ist noch Folgendes zu bemerken. 

Wir haben vorhin gesehen, dass mit jeder Verdampfung ein An- 
wachsen der Entropie vor sich geht. Ein Gleichgewicht zwischen 
Dampf und Flüssigkeit kann erst eintreten, wenn die Entropie ein 
Maximum erreicht hat, also Ö (AS) = 0 ist. Dieses wollen wir be 
nutzen, um noch zu beweisen, was wir bisher angenommen haben, dass 
Druck und Temperatur in Dampf und Flüssigkeit dieselben sein müssen. 
Da ein Gleichgewicht selbstverständlich nicht bestehen kann, wenn der 
Dampf, wie er sich entwickelt, auch entfernt wird, oder durch Vor- 
schieben eines Widerstandes sich ins Unbegrenzte dehnen kann, 0 
müssen wir Flüssigkeit und Dampf in einer unausdehnbaren Hülle ein- 


lc. 
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geschlossen denken. Das Gleichgewicht, das wir suchen, soll ein von 
selbst eintretendes sein, wir führen also dem Systeme auch keine 
Wärme zu, dann muss auch die innere Energie des Systems unbeein- 
flusst bleiben. 

Wir haben, wie früher (S. 422) 


36) MS=MIS + (M— M)IS + (5 — S)IM.. 


Aber zunächst ist 
—_ AM, öU, + Mm, Ödvı 


1 
JS, = Met Mami, 
2 
somit 
36.) JMÖS— ment hm FRELIERU + hd 
1 2 


+ J(S — S)6M.. 


Darin haben wir die Beziehungen zwischen Ö U}, Ö U, und zwischen 
Öv,, Öv, zu beachten. Es ist 


0) — M6T, + M,6 U, + UOM, + U,OM, 


oder 
0 —_ M,6 U, + AM, h) U, + (U, — U,) 6 IM, 
also 
MöU, = — IM,GU, — (U, — U,)ÖM.. 
Ebenso 
M,Öv, = — M,öv, — (vi, — v) O6 M.. 
Die Bedingung 6 MS —= 0 ergiebt hiernach 
(1 _L1L r Pı _P\: 
37) 0 = 5, 5) M,6 U, + ($ 3) AM, öv, 
U — U; Ps en) 
+ (78 —S,) — Fr 5, öM.. 


Da die nunmehr vorhandenen Variationen alle von einander un- 
abhängig sind, so müssen ihre Factoren einzeln Null sein, also 


ı_l ıA_P 
Tue ss Fass 7% 
‘_A— U 2, (dı — tı) 
J(Sı — 9) = , ur —m 
Die ersten beiden Gleichungen sagen die Gleichheit von Tempe- 
ratur und Druck voraus, die dritte Gleichung stimmt in Folge der 
beiden ersten Gleichungen mit der Gleichung 24,) überein. 

Die Aenderung der Entropie bei dem Uebergange aus dem Flüssig- 
keitszustande in den dampfförmigen haben wir uns stetig zu denken, 
wie rasch sie auch geschehen mag. Daher ist auch 

Weinstein, Thermodynamik. 98 


38) 
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1 
’ . dU+pde 
39,) J(S, — S,) | + _. 
2 
Darin ist nun # constant, somit 
cı 
x ı — TE 1 
39) IS - 9)", "+ „| ran 


ve 
Die Vergleichung mit Gleichung 24,) ergiebt somit 


rt 


40) | pdez pl — de). 
ty 

Der Satz, der zugleich von Clausius und Maxwell aufgestellt 
ist, besagt, dass, wie auch der Uebergang aus dem flüssigen 
in den dampfförmigen Zustand geschehen möge, die ihm ent- 
sprechende äussere Arbeit immer die nämliche ist, ganz so 
wie die Energie- und Entropieänderung immer die nämliche 
ist. Der Weg, auf dem dies Endergebniss (eine gewisse Menge Dampf 
und eine gewisse Menge Flüssigkeit von gleichem Druck und gleicher 
Temperatur) erreicht wird, ist gleichgültig. 

Herr Thiesen hat diesen wichtigen Satz weiter entwickelt und 
gezeigt, wie man ihn in Formen bringen kann, die eine, wenn auch 
zunächst nur angenäherte, Berechnung der Dampfspannungscurve er 
möglichen würden !!), nachdem er zu gleichem Zwecke in der ursprüng- 
lichen Form, jedoch unter Zuhülfenahme der Zustandsgleichung von 
Clausius, van der Waals, Planck und Anderen verwendet worden 
ist (Abschnitt 52). 

Weiter gehe ich auf diese thermodynamischen Betrachtungen nicht 
ein, die nöthigen Gleichungen sind ohnedies vollständig gegeben. Nur 
genauer ausgefübrt muss noch Einzelnes werden. 


61. Isothermische Verdampfungs- und Grenzcurven bei der 
Verdampfung. Bedingungen für den kritischen Zustand. 


Da, wie eben noch genau bewiesen ist, Flüssigkeit und gesättigter 
Dampf gleichen Druck und gleiche Temperatur haben, und da ferner 
dieser Druck und diese Temperatur während der Condensation des 
Dampfes zur Flüssigkeit oder während der Verdampfung der Flüssigkeit 
beide unreändert bleiben. sv besteht die isotliermische Zustandsgleichung 
eines Systems aus einer Flüssigkeit und ihrem gesättigten Dampf aus 


 Teber die Dampisjannungseurve. Zeitschr. für comprimirte und 


üssire Gase 1807. Nr. 1. 


Verdampfungscurve und Grenzcurve. 
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drei Theilen, einem, der die Zustandsgleichung der Flüssigkeit ergiebt, 
einem, der der Zustandsgleichung des Dampfes entspricht, und einem, 


der beide verbindet. Dieser letz- 
tere Theil ist nach den thermo- 
dynamischen Principien eine gerade 
Linie. Das Ganze entspricht also et- 
wa der Fig. 8. Längs dem geraden 
Theile geschieht der Uebergang des 
Volumens Mv, der Flüssigkeit in den 
dampfförmigen Zustand, bis es, wenn 
alle Flüssigkeit verdampft ist, den 
Werth Mv, erreicht hat. Für jeden 
Punkt B dazwischen ist das Gesammt- 
volumen von Flüssigkeit und Dampf 


Mv= M,v, + MyP.. 


Fig. 8. 


Nennen wir das Massenverhältniss zwischen Dampf und Flüssigkeit x, 


setzen also 


Mı 
41ı) u — aM,’ 
so wird wegen Y = M, + Mas 

0 
41,) x = rn —v 
oder wie aus der Figur sofort erhellt 

AB 
41;) x = BC 


Das Massenverhältniss zwischen Dampf und Flüssigkeit in jedem 
Punkte der geraden Isotherme wird also dargestellt durch das Ver- 


hältniss der Strecken, in welche 
dieser Punkt die gerade Isotherme 
theilt. 

Zeichnen wir Isothermen, welche 
verschiedenen Temperaturen ent- 
sprechen, wachsend, wenn wir sie 
von unten nach oben zählen, so er- 
halten wir ein System solcher Iso- 
thermen mit geraden Strecken, wie 
in Fig. 9. Jede gerade Strecke 
wird durch zwei Punkte begrenzt, 
deren linker dem Flüssigkeitszu- 
stande angehört, während der rechte 
dem gasförmigen zuzuordnen ist. 
Der Erfahrung nach wird die gerade 


Strecke mit wachsender Temperatur immer kürzer (S. 364). 


Fig. 9. 


Schliess- 


lich schrumpft sie ganz zusammen. Verbinden wir alle Punkte auf 


28* 
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den geraden Strecken, die zu gleichem x gehören, so erhalten wir eine 
Curve, die als Curve gleicher Verdampfung bezeichnet werden kann. 

Wichtiger sind folgende Curven: Verbinden wir nämlich die auf 
einander folgenden linken Enden der geraden Strecken und ebenso die 
rechten durch je einen Curvenzug. so ergeben sich zwei Curven, eine 
A, 4' 4"... links, eine C, C’, C”..,. rechts, die oben im Punkte P 
zusammentreffen. Der eine Ast stellt die Aenderung des specifischen 
Volumens der Flüssigkeit im Zustande der Verdampfung mit wachsender 
Temperatur (wachsendem Drucke), der andere die entsprechende Aende- 
rung für den entstehenden Dampf dar. Beide Aenderungen kommen 
sich entgegen. Da nun zusammengehörige Punkte der beiden Curven 
immer durch gerade Linien verbunden sind, welche der v-Axe parallel 
sind, und die Punkte, in welche die beiden Curven zuletzt sich treffen, 
und welche zusammenfallen, auch zusammengehörig sind, so folgt, dass 
die beiden Curven im Treffpunkte zu einer Curve, welche die Grenz- 
curve heisst (warum, wird bald einleuchten), verschmelzen und dass 
sie dort der Volumenaxe parallel verlaufen. 

Dieser Punkt ist kein anderer als der kritische Punkt. Genauer 
lässt sich das Vorstehende in folgender Weise darthun. Alle Punkte 
der Grenzcurve betreffen Zustände, in denen gesättigter, und nur ge- 
sättigter Dampf im Entstehen oder im Verschwinden begriffen ist. 
Gehen wir von einem Punkte zum anderen über, indem wir die Tempe- 
ratur 9 um d® ändern, so ändern sich 9 und v um se ds, n dd 
in der Weise, dass der neue Punkt wiederum dem Zustande gesättigten 
Dampfes entspricht und es ist 


ce» 
op __c9 
vr 9er 
c# 


Nun ist zwar r unter allen Umständen endlich, aber wenn der 


kritische Zustand erreicht ist, so kann bei weiterer Temperaturerhöhung 
Sättigung nur durch unendliche Compression erzielt werden, wie klein 
auch diese Temperaturerhöhung sein mag, das heisst einer unendlich 
kleinen Aenderung von % entspricht, soll Sättigung erhalten bleiben, 
eine endliche Aenderung von v. Daraus folgt, dass absolut genommen 
im kritischen Zustande = unendlich gross sein muss. Und dabei be- 
deutet dieser Differentialyuotient diejenige Aenderung des Volumens im 
Verhältniss zur Temperatursteigerung, welche eintritt, ohne dasa da- 
bei der Dampf aufhört, gesättigt zu sein. Es ist also kein ge- 
wöhnlicher Ausdehnungscoöflicient, sondern ein solcher unter der Be- 
dingung der Erhaltung der Sättigung, also nicht einer bei constantem 
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Druck, wie der gewöhnliche Ausdehnungscoöfficient, sondern gerade bei 
veränderlichem Druck, indem dieser Druck, mag es sich um die Aus- 
dehnung der Flüssigkeit oder des Dampfes handeln, so variiren muss, 
dass, wenn Dampf entsteht, er gesättigt ist, und wenn Dampf ver- 
schwindet, er gleichfalls gesättigt und nur gesättigt (nicht über- 
sättigt) ist. 

Wird diese Bedingung der Erhaltung der Sättigung nicht beachtet, 
so bleibt es unverständlich, wie 2: für Dampf und Flüssigkeit ent- 
gegengesetzte Zeichen haben kann, da doch im Allgemeinen bei allen 
Substanzen ® sich in dem gleichen Sinne mit 9 ändert. Aber hier 
handelt sichs eben um Aenderung von v9 mit 9 unter besonderen Be- 
dingungen und während zufolge dieser Bedingungen für die Flüssigkeit 


0V ... 
v mit wachsender Temperatur ständig zunimmt, also 39 positiv ist, 


nimmt ® für ihren gesättigten Dampf (das heisst für den Dampf, wie 
er bei der betreffenden Temperatur und dem betreffenden Druck 
jedesmal gesättigt ist) mit wachsender Temperatur ständig ab. Die 
Reihe der Volumina der Flüssigkeit giebt mit wachsender Temperatur, 
wobei zugleich der Druck entsprechend der Spannungscurve wächst, 
wachsende Zahlen, weil der Einfluss der Temperatur den des Druckes bei 
Flüssigkeiten überwiegt. Die der Volumina der zugehörigen gesättigten 
Dämpfe giebt dagegen fallende Zahlen (s. S. 448, das Beispiel der 
Kohlensäure und ihrer gesättigten Dämpfe), indem der wachsende 
Druck den Dampf stärker comprimirt als die Temperatur ihn ausdehnt. 
Es ist nr auf dem linken Aste der Grenzcurven positiv, auf dem 
rechten Aste dagegen negativ, und im kritischen Punkte, wo die beiden 
Aeste zusammentrefien, findet der Uebergang statt, und zwar wie an- 
gegeben durch ©. 
Also haben wir im kritischen Punkte der Grenzcurve 


0» _ 0vV _ 
42) Er nn ).-. mn 


p und v sind dabei Coordinaten der Punkte der Grenzcurve. 

In demselben kritischen Punkte stösst aber auch die kritische Iso- 
therme der Flüssigkeit mit derjenigen des Gases zusammen. Ver- 
mehren wir bei constant gehaltener Temperatur » über den kritischen 
Druck hinaus, so haben wir eine Flüssigkeit vor uns, vermindern wir 
p unter den kritischen Druck, so erscheint ein Gas. 

Nun ist für alle geraden Isothermenstücke 

(OP) =, 


also für sie, weil Cv niemals ®© sein kann, auch 


(22 —=(. 
0V/$ 
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Da nun die beiden kritischen Isothermen, wo sie zusammenstöosser. üt? 
letzten geraden Isotherme entsprechen, so hat man auch für sie an cer 
kritischen Stelle 

(22 =|). 


cv r—P% 
Indessen, wie man sieht, nicht ganz aus demselben Grunde. zu: 
welchem die gleich aussehende Gleichung bei der Grenzcurve im höch- 
sten Punkte besteht. Bei dieser resultirt sie aus der Gleichung 


5) © 
c9 v, 7-ty 


ir 


und lautet eigentlich 


, cy v, Zt 


aus der Grenzcurve ableitet, so darf man 9 nicht als constant ansehen. 
Bei der Isotherme dagegen ist die obige Form 


(),= 
cCrv/$g 


die einzige, die ihr zukommt, weil sie aus der Beziehung 

(Op); = 0 
resultirt, wenn auch die Bedingung der Erhaltung der Sättigung bei 
ihr gleicher Weise besteht. Will man auch für die Isotherme eine 
Gleichung von der Form 

er, 

0 
bilden, so ist das zulässig, man bleibt aber nicht auf der besonderen 
Isotherme, sondern geht von ihr zur benachbarten und zwar wie früher 
in der Art, dass der Sättigungszustand erhalten bleib. Wiederum 
darf dabei der Druck nicht als constant angesehen werden, wiederum 

av 

ist dieses — nicht identisch mit dem gewöhnlichen Ausdehnungscoäf- 


r 


cv BR 
fieienten (=) des Dampfes oder der Flüssigkeit, sondern davon ver- 
"WT)p 


schieden, wie etwa der adıiabatische Ausdehnungscoöfficient von dem 
isopiestischen verschieden ist. Ich muss dieses so scharf betonen, weil 
die nicht genügende Auseinanderhaltung dieser Grössen einige Forscher 
zu einem meines lrachtens nicht genügend begründeten Schluss ge- 
führt hat, auf den ich noch später zu sprechen kommen werde. Weiter 
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müssen aber der Erfahrung zufolge, weil 2 für Gase wie für Flüssig- 


keiten stets negativ ist, alle Isothermenstücke beiden Axen die con- 
vexe Seite zukehren, folglich muss der Treffpunkt der beiden hervor- 
gehobenen Isothermen ein Inflexionspunkt sein, das heisst, für ihn 
müssen wir ausserdem noch haben !) 
0? p _ 

43) G U)y=u = 

Hiernach ist der kritische Punkt auf der kritischen Iso- 
therme bestimmt durch die drei Gleichungen !}): 


_ oP\ _ op\ _ 
44) 01 Pan er + 0 (es u 


Ausserdem ist 
9%, —=%,, Pı = Pa; 
wie auf jeder Verdampfungsisotherme. Die drei Gleichungen 
v, = dy Pı = Pas 91, = 
besagen nichts weiter, als dass dieselben kritischen Daten, welche dem 
Gase zugehören, auch für die Flüssigkeit maassgebend sind. Zur 
Bestimmung der kritischen Daten aber haben wir die beiden Formeln 
0» _ 0 03 » 
mt zn 
Diese nun gelten für jedes Ende der beiden kritischen Isothermen 
des Dampfes und der Flüssigkeit. Mit je einer Gleichung für eine der 
kritischen Isothermen zusammen bestimmen sie die drei kritischen Daten 
und da die zwei Werthsysteme, die wir so für diese Daten erhalten, 
dieselben sein müssen, so folgt, dass die Enden der beiden Isothermen 
im kritischen Punkte nicht bloss zusammentreffen, sondern daselbst 
auch untrennbar verschmelzen. In diesem Punkte und dessen un- 
mittelbarer Umgebung zu beiden Seiten sind also allerdings die beiden 
Isothermen eins, so dass daselbst die eine Isotherme genau in die 
andere einbiegt. Aber daraus folgt noch nicht, dass auch darüber 
hinaus die beiden Isothermen mit einander verschmolzen sind, sie 
können sich später nach ganz verschiedenen Richtungen fortsetzen, 
ebenso wie die beiden Grenzcurven. Aus den thermodynamischen Er- 
wägungen wenigstens kann das nicht erwiesen werden. Indessen sieht 
man, dass überhaupt der Nachweis der Existenz der Bedingungs- 
gleichungen 44) für den kritischen Punkt kein genügender ist. Er 
setzt voraus, dass die beiden kritischen Isothermen im kritischen 
Punkte die Grenzcurven berühren und dort auch gewissermaassen die 
029 


gerade Isotherme enthalten. Ist das der Fall, so müssen op und —— 


ov ov? 


=(. 


!) Der Satz soll nach Duhem von Sarrau herrühren. 
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nackt auf die Zustandsgleichung an, so setzt man voraus, dass letztere 
für gewisse Werthsysteme Sättigungszustände angeben kann, also im 
kritischen Zustande mit der geraden Verdampfungs-Isotherme so voll- 
ständig zusammenfällt, dass man sie von ihr zu beiden Seiten des 
kritischen Punktes gar nicht trennen kann, also eigentlich, was erst er- 
wiesen werden soll. Kurz, man kommt aus den Bedenken gar nicht 
heraus und kann sich nur darauf berufen, dass wir Zustandsgleichungen 
anzugeben in der Lage sind, welche bei Anwendung der Bedingungen 
unter 44) zu Werthen für die kritischen Daten führen, die den Be- 
obachtungen nahezu entsprechen, woraus wir schliessen, dass diese Be- 
dingungen, wenn sie auch nicht als nothwendig erwiesen werden 
können, ja, wenn sogar zu vermuthen steht, dass sie, streng genommen, 
überhaupt nicht bestehen, doch angenähert richtig jedenfalls sind. Das 
heisst, die Erfahrung widerspricht ihnen nicht unmittelbar. 

In der van der Waals’schen Zustandsgleichung führt die Gleich- 
setzung der drei Wurzeln für das Volumen (S. 418) im kritischen Zu- 
stande zu den nämlichen Beziehungen, welche die Bedingungsgleichungen 
unter 44) nach dieser Gleichung ergeben würden. Dabei kommt frei- 
lich die erste dieser Bedingungsgleichungen nicht in Betracht, sie ist 
durch die beiden anderen und die Zustandsgleichung mit erfüllt. Die 
Gleichungen 


2 —=0 und an —=0 
geben nämlich den Werth für v’ = 3b und 
4. 
27 RL’ 


setzt man diese Werthe in die Zustandsgleichung ein, so resultirt der 
Werth von 
‚_ 1 oa 
Pr = 97 22’ 


also folgen ganz dieselben Gleichungen, die wir früher durch Gleich- 
setzung der drei Wurzeln erhalten haben. Die Gleichheit dieser drei 
Wurzeln ist also eine notliwendige Folge der beiden Bedingungs- 
gleichungen 
oO» __ u 
dv —=0(0 und 92 — 


Gleiches gilt selbstverständlich von der Clausius’schen Gleichung und 
ihren Verallgemeinerungen. Mit der van der Waals’schen Gleichung 
dagegen, wie sie dem Virialprincipe nach eigentlich lauten sollte (S. 367), 
sind alle drei Bedingungsgleichungen unter 44) nicht verträglich, nur 
zwei von den drei Gleichungen können zusammen bestehen. 

Eine wichtige Folge darf aber nicht verschwiegen werden. Sind 
die sogenannten „Constanten“ der Zustandsgleichung eigentlich nicht 
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Con:tanten — was beispielsweise für die „Constanten“ a. I der van 
der Waals’schen Gleichung erwiesen worden ist —, so darf man aus 
den Wertben, die man unter Benutzung der Gleichungen 44) für sie 
erhält, nicht auf ıhre Werthe für andere Zustände schliessen, denn 
diese Gleichungen haben nur Sinn für kurze Strecken der kritischen 
Isotherme zu beiden Seiten des kritischen Zustandes, nicht weiter 
weder rechts noch links, weil eben die Bedingung der Sättigung nicht 
beachtet ist. Alles dieses muss erwähnt werden, damit man nicht mehr 
verlangt, als bei den gegenwärtigen Kenntnissen geleistet werden kann. 
Wir würden weiter sein, wenn das experimentelle Material trotz seiner 
Massenhaftigkeit nicht gar so mangelhaft wäre. 

Nuchdem wir erkannt haben, dass die Grenzcurve bis zur kriti- 
schen Isutherine ansteigt und darüber hinaus gerade Verdampfungs- 
»trecken nicht vorhanden sind, wird auch die Bedeutung des Namens!), 
der dieser Curve beigelegt ist, klar. Sie theilt das p, v-Blatt in zwei 
Theile, einen, den sie einfasst und welcher alle Punkte enthält, welche 
dem flüssigen und dem gasförmigen Zustande entsprechen, einen 
zseiten, den sie ausschliesst, und in welchem die Punkte entweder nur 
dem flüssigen oder nur dem gasförmigen Zustande entsprechen. Sie 
grenzt die Gebiete des gleichzeitigen und des getrennten Bestehens der 
beiden Aggregatzustände gegen einander ab. 

F.s ist bis jetzt immer angenommen worden, dass eine Flüssigkeit, 
»sbald sie unter dem Drucke, der auf ihr lastet, die zufolge der 
Spannungsgleichung erforderliche Temperatur hat, auch sofort zu ver- 
dampfen beginnt; und weiter, dass ein Dampf, sobald er gesättigt ist, 
bei jeder Druckvermehrung, die nicht mit Wärmezuführung verbunden 
ist, sofort in Flüssigkeit überzugehen anhebt. Das ist nun, wie die 
Erfahrunge gelehrt hat, nicht immer der Fall, vielmehr kann einer- 
keitk eine Flüssigkeit unter höherer Temperatur, als dem Drucke ent- 
spricht, noch Flüssigkeit bleiben und ebenso ein gesättigter Dampf 
unter höheren Drucke, als seiner Temperatur zukommt, noch als 
Dampf bestehen. Man spricht von überhitzten Flüssigkeiten 
und übersättigten Dämpfen. Der zum Schaden unserer Wissen- 
schaft so jung verstorbene IVobert Helmholtz hat die Bedingungen 
hierfür eingehend studirt. Eine der wichtigsten ist Reinheit und Staub- 
freiheit des Raumes, in dem die Substanzen sich befinden, und der Sub- 
stanzen selbst. Iübenso wichtig ist Glätte der Gefässwände, welche die 
Substanzen einschliessen. 

Es waren wohl mit diese Erscheinungen, welche James Thomson 
veranlasst haben, an Stelle der geraden Verdampfungsisothermen die 
gewellte Strecke zu setzen. Berechtigung hierzu gab ihm die aus der 
Thermodynamik gewonnene Einsicht, dass insbesondere die äussere Ar- 
beit bei der Verdampfung von dem Wege, auf dem die Verdampfung 


I) Er soll übrigens von Zeuner herrühren. 
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geschieht, unabhängig ist (S. 434). Diese Arbeit /pdv ist nach 
Gleichung 40) im voraufgehenden Abschnitte nur abhängig von den 
Endabscissen und ganz unabhängig von dem Integrationswege. So- 
weit dieser also durch die gerade Isotherme angezeigt wird, konnte 
letztere in der That auch durch eine gewellte Linie ersetzt werden. 
Dabei war jedoch zu beachten, dass, da der Werth dieser Arbeit, näm- 
lich p(v, — v5), zahlenmässig dem Rechteck gleich ist, welches von 
der geraden Isotherme, der v-Axe und den beiden einander gleichen 
Ordinaten der geraden Isotherme eingeschlossen wird, die gewellte 
Linie so lief, dass sie über der geraden Isotberme ebenso viel von dem 
Blatt ausschnitt wie unter der Isotherme. Die Linie konnte dann immer 
noch beliebig viele Wellen erhalten. James Thomson zeichnete 
sie mit zwei Wellen und erhielt so die in Fig. 5 dargestellte Form, 
welche bei gewisser Wahl der Constanten a, b auch aus der van der 
Waals’schen Gleichung folgt. Darin hat man oft eine Bestätigung 
aus der Thermodynamik für die van der Waals’sche Gleichung ge- 
sehen. Sehr mit Unrecht, denn die Thermodynamik vermag schon 
deshalb nichts über die Form der geweliten Strecke vorauszusagen, 
weil diese Form in ihren Gleichungen gar keine Rolle spielt. Wohl 
aber kann man umgekehrt Vieles aus der Thermodynamik anführen, 
was zu Gunsten der geraden Isotherme spricht. Ja, wären die oben 
bezeichneten Erscheinungen überhitzter Flüssigkeiten und übersättigter 
Dämpfe und noch einige andere nicht, so könnte der Gedanke von 
James Thomson, die gerade Isotherme durch eine gewellte zu er- 
setzen, nur als ein sehr unglücklicher bezeichnet werden. So aber 
lässt er sich dazu verwenden, um wenigstens in den physikalisch 
möglichen Theilen der gewellten Linie in den Theilen « ß und Öe Iso- 
thermen (wenngleich noch in keiner Weise geprüfte) für den über- 
sättigten Dampf bezw. die überhitzte Flüssigkeit zu sehen !). 

Verfolgen wir den kritischen Zustand weiter, so ergiebt sich, weil 
dabei v%, — v, ist, nach Gleichung 40) 


45) Sydv—=0. 


Im kritischen Zustande bedingen Verdampfung und 
Verflüssigung weder Arbeitsleistung noch Arbeitsverlust. 

Zur Ableitung von Formeln für den kritischen Zustand kann dieser 
Satz nicht benutzt werden, weil er zu Identitäten führt. 

Ferner wegen 28) 
46) r—=0. 


Im kritischen Zustande erfordert die Verdampfung 


!) Neuerdings wird von mehreren Seiten behauptet, dass auch der 
Theil $7d physikalisch realisirbar ist, wenn Flächenkräfte hinzugenommen 
werden. Das ist möglich, dann muss aber die ganze Theorie umgearbeitet 
werden, auch in der Thermodynamik. 
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keine Wärmezufuhrund bedingt die Verflüssigung keinen 
Wärmegewinn. 

Die Gleichungen 27), 26). 25) und 23,) ergeben dann: 

Iın kritischen Zustande haben Flüssigkeit und Dampf 
gleiche Entropie, gleiche freie Energie, gleiche innere 
Energie und gleiche specifische Wärme, 

Kurz, ınan sieht, im kritischen Zustande ist es nıcht leicht, einen 
Unterschied zwischen dem flüssigen und gasförmigen Theile anzugeben, 
da alle Merkmale, die sonst zur Trennung herangezogen werden können, 
versagen. Im kritischen Zustande kann anscheinend ein Gas als Flüssic- 
keit und eine Flüssigkeit als Gas beansprucht werden. Wann beginnt 
also eine Flüssigkeit eine wirkliche Flüssigkeit zu sein, und wann ein 
Gas wirklich ein Gas? Nach Besprechung einiger Vorschläge zur 
definirenden Beantwortung dieser Frage schlägt Herr Thiesen fol- 
rende Fassung vor!): 

Eine Substanz ist als flüssig oder gasig zu bezeichnen, je nachdem 
ihre Dichte grösser oder kleiner ist als die kritische Dichte. 

Aber was ist eine Substanz, wenn sie gerade die kritische Dichte 
hat? Ist sie flüssıg oder gasig” Den uns am meisten interessirenden 
Fall umfasst die Definition nicht. Eine solche Definition ist eigentlich 
auch ziemlich unfruchtbar. Die unterscheidenden Merkmale fehlen 
im kritischen Zustande und wachsen nach beiden Seiten an, und zwar 
bis zu einer bestimmten Höhe so rasch, dass man schon sehr bald nicht 
in Zweifel ist, was man vor sich hat. 

Der folgende Satz scheint selbstverständlich. 


DieDampfspannungscurve endet oderbeginnt physi- 
kalisch im kritischen Punkte. 


Einen weiteren, für das Folgende sehr wichtigen Satz erhalten wr 
aus der Betrachtung der specifischen Wärmen im kritischen Zustande 
Wir haben diese für den Dampf mit ca, für die Flüssigkeit mit cy be 
zeichnet. Es gelten diese (trössen ihrer Definition nach für variabele 
Druck, indem während der Wärmezuführung der Sättigungszustssi 
erhalten bleiben soll. Nach der allgemeinen Definition der specifischen 
Würme hätten wir hiernach 


47 9-1 — (I .ı A _IE 
11) a 15 er 2» 38)’ 
S, es Si 
18,) warn (ii ; Ep 
Id? cc” cp 08)’ 


also zufolge 34) in Abschnitt 50 


) In dem sehr lesenswerthen Aufsatze: Wann werden Gase flüsf! 
Zeitschrift für comprimirte und flüssige Luft 1897, Nr. 5. 
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47 9 df[/8\] _ _F/(D, |, 928, Op 
2) a=—535 (5 |= 09 1 990p 09)’ 

8 d1/oB\] __ 8/08, | 02, op\ 
485) = -575|65% = -7065 +5) 


Aber wir haben nach 108) in Abschnitt 19 


v = (4) , —), 
1 dp u — 


somit 
8/06, ovı Op 
47,) u=-,(7% er) =): 
_ 0?®, 0 0%, op 
485) „= -5(Gm r75 55) 
Nun haben wir gesehen, dass im kritischen Zustande od sowohl 


0% 
wie n unter der gerade hier maassgebenden Bedingung gebildet, dass 
der Sättigungszustand erhalten bleiben soll, unendlich gross werden, 
also ergiebt sich: 

Im kritischen Zustandesinddiespecifischen Wärmen 
Ca, Cr, welche unter Erhaltung des Zustandes allein zur 
Erwärmung erforderlich sind, unendlich gross. 

Das bedeutet eigentlich, im kritischen Zustande kann eine Flüssig- 
keit nicht erhalten bleiben, wenn ihr Wärme zugeführt und ein Gas 
nicht, wenn ihm Wärme entzogen wird. Im ersten Falle wandelt sich 
die Substanz sofort in ein Gas um, im zweiten sofort in eine Flüssig- 
keit. In beiden Fällen ist also der gesättigte Dampf verschwunden, 
also der vorgeschriebenen Bedingung nicht genügt. 

Ich will gleich hier das Missverständniss aufhellen, auf welches 
S. 438 hingewiesen ist. Von manchen Forschern wird die Behauptung 
aufgestellt, der obige Satz gelte auch für die gewöhnliche specifische 
Wärme bei constantem Drucke. Es wird dabei so geschlossen. Zu- 
folge Gleichung 61) in Abschnitt 16 ist 


Nun ist c,, wie leicht zu ersehen, stets endlich und da ov, im 


0 


kritischen Zustande unendlich ist, muss c, unendlich sein. Aber hier 
fehlt jeder Nachweis, dass dieses ==. welches für constanten Druck 


gilt, mit der oben in gleicher Weise bezeichneten Grösse identisch ist. 
Das kann kaum der Fall sein, denn diese letztere Grösse bezieht sich 
auf den constanten Sättigungszustand, muss also für variabelen 
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Druck gerechnet werden. Die Grössen c.ı und c; gehen in hinlänglicher 
Entfernung vom kritischen Zustande in das c, für das Gas bezw. das 
Cp für die Flüssigkeit über, aber sie sind nicht diesen c, im kritischen 
Zustande gleich, sondern von diesen durchaus verschieden. Es wäre 
sonst auch gar nicht zu verstehen, wie z. B. eines von ihnen — wie 
bald gezeigt werden wird — negativ sein kann. Die gewöhnliche 
specifische Wärme bei constantem Drucke, wie gross sie auch im kriti- 
schen Zustande sein mag (und sie ist in diesem Zustande in der That 
sehr gross), braucht in diesem Zustande doch nicht unendlich gross zu 
sein!). Folglich ist auch das Verhältniss 


k—t 
Cy 
im kritischen Zustande nicht nothwendig unendlich gross. 


Darauf, dass (5) nach der van der Waals’schen Gleichung 
p 


und nach der Clausius’schen im kritischen Zustande unendlich gross 
sein soll (S. 406) und deshalb auch c, und %k im gleichen Zustande un- 
endlich gross sein müssen, darf man sich nicht berufen, denn das sind 
eben besondere Gleichungen, die allgemein gültig nicht sind und nicht 
sein können. Die wirkliche Zustandsgleichung mag für die Grösse 


(5) einen endlichen Werth geben. 
c%), 


Auch darauf sich zu berufen, ist nicht zulässig, dass ja im kriti- 


schen Zustande 
cp 


— —=0 
Ct 

sein soll, also doch = welches gleich 
iv /%p 
ca/ oe 


ist, gleich oo sein müsse. Denn erstens ist die Richtigkeit jener Be . 
dingungsgleichung, wie wir sahen, sehr anfechtbar, und zweitens gilt 
sie für den gesättigten Zustand, also durchaus nicht überhaupt für 
einc Isotherme, sondern nur sofern diese miteiner geraden Condensations 
ısotherme zusammenfällt. 

Das aber scheint aus Allem, was wir bis jetzt über das Verhalten 
der Gase wissen, zu folgen, dass die specifische Wärme für constanten 
Druck und ebenfalls ıhr Verhältniss zu der specifischen Wärme für 
constantes Volumen im kritischen Zustande den grössten Werth er 
reichen, den diese Grössen überhaupt je erlangen, wenn sie auch nicht 


!) Diesen Standpunkt vertritt, wie ich sehe, auch Herr Duhem (L c. 
p. #0), dessen oft eitirten Autsatz ich nicht anders als meisterhaft bezeichnen 
kann. 
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nothwendig unendlich gross werden. Man hat also 
00 _ (2 k _ 
49) (5 vı tg 9 rn 0. 


62. Spannung, Dichte, Verdampfungswärme und specifische 
Wärme der Flüssigkeiten und Dämpfe. 


Zur Klarstellung der dargelegten Theorie führe ich einige Zahlen- 
ergebnisse an. 

Wegen der praktischen Bedeutung hat das grösste Interesse die 
Bestimmung der Spannungscurven der Dämpfe erweckt. In dieser Be- 
ziehung haben wir für manche Dämpfe, so namentlich für Wasserdampf, 
sehr ausgedehnte Versuchsreihen. Es ist nicht Aufgabe dieses Buches, 
Untersuchungsmethoden zu beschreiben und Ergebnisse in Tabellen 
vorzuführen. Ich theile deshalb nur einige Zahlen mit, weil sie zur 
Verdeutlichung der Verhältnisse diensam sind. Im Allgemeinen steigt 
die Spannkraft der Dämpfe sehr rasch mit wachsenden Temperaturen. 
Nach Regnault, dessen Bestimmungen in dieser Hinsicht mit denen 
von Magnus sehr genau zusammen kommen, haben wir für die 
Spannkraft des Wasserdampfes die nachfolgenden Zahlenwerthe: 


—o — — —m on N 


Tempe _ Spannkraft Tempe- Spannkraft Tempe- | Spannkraft 

ratur ratur ratur 
0C, mm oC. mm 00. | mm 

— 30 | 0,386 10 9,165 110 ' 1075,87 
—20 | 0,927 20 17,301 120 | 1491,28 
—10 2,093 30 31,548 130 2030,28 
0 | 4,600 40 54,906 140 2717,63 
50 91,982 150 3581,23 
80 148,791 160 4651,62 
zo | 233,093 170 5961,86 
30 | 35464 180 | 7546,39 
| 90 | 525,302 190 9442,70 
100 | 760,000 200 1 1688,96 


Ich schliesse hier gleich die für noch höhere Temperaturen von 
Cailletet und Colardeau!) erbaltenen Zahlen an: 


Temperatur Spannkraft Temperatur Spannkraft 


°C. Atm. vC. Atm. 
200 15,3 2) 300 86,2 
225 25,1 325 121,6 
250 39,2 350 167,5 
275 59,4 375 200,5. 


!) Physikalische Revue, Bd. I, 8. 21. — *) Regnault 15,38 Atmosphären. 
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Man sieht, wie beschleunigt die Spannkraft mit wachsender Tempe- 
ratur in die Höhe geht. Für die 30 Grade von — 30 bis 0° wächst 
sie nur um 4,214 mm, dagegen für die von 70 bis 100° um 526,907 mm, 
also um mehr als das 100fache, für die von 170 bis 200° gar um mehr 
als das 1000fache, vollends über 300° um mehr als das 10 000fache. 

Bei anderen Dämpfen wächst die Spannkraft noch stärker mit der 
Temperatur, so von O bis 100° bei Alkohol um 1682,1, bei Holzgeist 
um 237N,3, bei Schwefelkohlenstoff um 3197,5, bei Aether gar um 
4767,3 mm, letzteres ist mehr als das Sechsfache des Anwachsens bei 
Wasserdampf. Selbstverständlich stehen auf der anderen Seite Sub- 
stanzen mit weit geringeren Spannkräften, so Quecksilberdampf mit 
einer Spannkraft von 0,015 mm bei 0°, 0,21mm bei 100°, 18,25 mm 
bei 200°, 242,15 mm bei 300°, 1587,96 mm bei 400°, 6520,25 mm bei 
500° u. s. f., so dass Quecksilberdampf erst bei 470° etwa die Spann- 
kraft hat, welche Aether schon bei 100° aufweist. 

Für Kohlensäure giebt Amagat folgende Tabelle }): 


Tempe- Span- Dichte 
ratur | nung 


Atm. 


Dichte 


B 
(z 
[= 
& 


Flüssigk. Dampf | 


Flüssigk.! Dampf 


0 34,3 0,914 0,096 18 53,8 0,7886 0,176 
1 35,2 910 099 19 55,0 776 183 
2 36,1 906 103 20 56,83 766 190 
3 37,0 900 106 21 57,6 755 199 
+ 38,0 394 110 22 590 ı 743 208 
5 39,0 833 114 23 604 | 731 217 
Ö 40,0 un) 117 24 61,8 717 228 
T 41.0 870 121 25 63,3 703 240 
3 42,0 850 125 26 64,7 688 252 
N) 431 865 129 2; 66,2 671 266 
10 44.2 St 133 R 617,1 653 282 
11 45,3 B4N 137 av 69,2 - 630 303 
12 46.4 s4l 142 30 0,7 598 334 
13 47.9 &31 147 30,5 11,9 574 356 
14 48.7 sao 152 1 72,8 536 ı 392 
15 50.0 S14 158 31,25 72,8 497 | 422 
16 51,2 so6 164 31,35 ‚2,9 464 | 464 
17 52.4 796 170 
| 


Die beiden ersten Spalten geben den Verlauf der Spannungscurve, 
die beiden letzten zusammen mit der zweiten den der Grenzcurve. 
Amagat hat auch diese Curve gezeichnet und mit anderen in Bd. I, 
S. 36 der Physikalischen Rerue veröffentlicht. Man sieht, dass die 


)le,S 1. 
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Spannungscurve fast geradlinig mit geringer Convexität zur Tempe- 
raturaxe aufsteigt. Der linke Ast der Grenzcurve steigt steil und stetig 
sich von der Druckaxe, der er die convexe Seite’ zuwendet, entfernend 
zur Höhe, der rechte geht sanft geneigt die convexe Seite nach beiden 
Axen gerichtet empor. Die Aeste voreinigen sich in einem breiten Gipfel 
im kritischen Punkte. 

Für Sauerstoff giebt von Wroblewski 


bei — 123,7 — 129,8 — 135,8 — 141,58 — 143,85 — 145,89°C. 
die Spann- 
kraft... 43,5 35,28 2840 20,63 18,61 16,37 mm, 


für Stickstoff 
bei —147 —150,1 — 153,24 — 157,67 — 160,06°C. 
die Spannkraft 30,90 25,93 21,46 15,46 14,07 mm. 


Diese Zahlen sind wohl zu verstehen und von den Drucken, deren 
es bedarf, die Gase zu verflüssigen, zu trennen. Nachdem Sauerstoff 
durch Compression verflüssigt ist, entwickeln seine Dämpfe bei — 123,70 
eine Spannkraft von 43,5 mm. Die 16,37 mm Spannkraft des Sauer- 
stoffdampfes bei — 145,89° sind ebenso zu deuten, wie die gleiche Spann- 
kraft des Wasserdampfes bei + 19,5° u. =. f. 

Die Thatsache, dass verschiedene Dämpfe für gleiche Tempera- 
turen so verschiedene Spannkräfte aufweisen, pflegt man auch so aus- 
zudrücken, dass verschiedene Flüssigkeiten bei gleichem Drucke, als 
welchen man den normalen Atmosphärendruck wählt, verschiedene 
Siedetemperatur haben. Bei je höherer Temperatur eine Flüssigkeit 
siedet, um so geringer ist die Dampfspannung unter sonst gleichen 
Umständen. 

Es ist oft versucht worden, die Spannkräfte der Dämpfe in Be- 
ziehung zu einander zu setzen. Dalton stellte das nach ihm be- 
nannte Gesetz auf, dass die Spannkräfte der Dämpfe in gleichen 
Abständen von den Siedetemperaturen ihrer Flüssigkeiten einander 
gleich sein sollten. Der Alkohol siedet bei etwa 78,4°, d. h. die Spann- 
kraft seines Dampfes ist dann 760 mm, das Wasser erst bei 100°, 
Wasserdampf bei 90° und 'Alkoholdampf bei 68,4° sollen also nach 
Dalton gleiche Spannung haben. Ungefähr stimmt das auch in 
diesem Falle, allgemein jedoch nicht. Ich werde hierauf im nächsten 
Abschnitte eingehen. 

Zur analytischen Darstellung der Spannung der Dämpfe als Func- 
tion der Temperatur hat man sich früher einer Formel von Biot be- 
dient und bedient sich deren noch jetzt. Man setzt 


logp = a + ba® + cPß°, 


woselbst a, b, c, &, ß aus den Beobachtungen zu ermittelnde Constanten 
bedeuten. Diese Formel, welche theoretisch nicht zu begründen ist, 
Weinstein, Thermodynamik. 29 
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hat sich in der Anwendung ganz gut bewährt, doch freilich nicht über 
bestimmte Intervalle hinaus. 
Aus gewissen theoretischen Erwägungen heraus hat Bertrand 
eine einfachere Formel ermittelt!), nämlich 
_ Mn 
+ 0} 
Nach Cailletet und Colardeau) sind für Wasserdampf die 
Constanten dieser Formel 
log P = 14,00527, a= 127, «a — 57,074, ß = 59,572. 
Es kommen also ungeheure Zahlen in Anwendung. Die Formel 


stimmt mit den Erfahrungen sehr gut überein. Ihre Differenzen gegen 
die erwähnten Beobachtungen sind 


bei 100 125 150 175 20 2235 250 275 3000 
) 0 —02 —04 —05 —05 —03 —03 0 

325 350 3750 

+04 +03 0. 


Die Uebereinstimmung würde eine noch grössere sein, wenn zur 
Berechnung der Constanten alle Beobachtungen benutzt worden wären, 
was, wie die Differenzreihe erkennen lässt, nicht der Fall gewesen ist. 

Die Thermodynamik bietet die Mittel, rationelle Formeln für die 
Spannungscurve auch aus der Zustandsgleichung abzuleiten. Näm- 
lich wir sahen, dass die Dampfspannung und die specifischen Volumina 
von Dampf und Flüssigkeit zu einander in der Beziehung standen: 


v 


vo = [var 
vs 

Zugleich haben wir bemerkt, dass der Weg, auf dem die Inte- 
gration bewirkt wird, ganz gleichgültig ist. Nehmen wir als solchen 
Weg die Isotherme, die zu derjenigen Temperatur ® gehört, welcher 
der Dampfdruck p entspricht, so können wir p aus der betreffenden 
Zustandsgleichung als Function von v® und diesem ® ableiten und in 
das Integral einsetzen. Bei der Integration ist dann nur v als Vari- 
abele zu betrachten. Das Resultat ist hiernach eine Formel 


pw — %) = flo ta, P). 
Sind nun die Zustandsgleichungen für den Dampf und für die 
Flüssigkeit 


r=P 


9 (p, U, ®) — 0, Y: (», 27 9) = 0, 
so berechnen wir aus diesen ®, und vy als Functionen von 9,®. Setzen 


!) Thermodynamique, Cap. IX. 
2) Plıysikalische Revue 1, S. 21. 
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wir das in die obige Formel ein, so folgt eine Gleichung 
Ip, = 0, 
welche eben die Spannungsformel ist. 
Ich will dieses Verfahren an der Clausius’schen Formel er- 
klären, und zwar in der von Clausius selbst vorgenommenen Er- 
weiterung!). Demnach ist nach Gleichung 5) in Abschnitt 46 


_ RP a9" — V 
-b  @+ 
Also wird 
” " dv aln ur 
[ra = rs | |, - wo — nor 
v, nn __y 
= Re Ze, + We (4 | 


Nach der obigen Regel haben wir also v, und v, zu eliminiren 
aus den drei “eiehungen 


p —— _n__ 
vr _ |] _ nn _y 

RI u, @ o) Be 
» 1 _ 
Brunn er 3) By 


und würden dann die Spannungsgleichung erhalten. Ohne Weiteres 
ist diese Elimination nicht möglich. Clausius hat gezeigt, wie man 
mit Hülfe von Näherungsrechnungen doch zu jeder Temperatur die zu- 
gehörige Spannung zu ermitteln vermag. 

Thiesen hat eine andere thermodynamische Beziehung für die 
Ableitung der Spannungsgleichung vorgeschlagen, nämlich die in Ab- 
schnitt 50 unter 26) gegebene 

vg 
FR, -h=—p(m — vu) = | ra». 
vı 

Für die Integration wählte er nicht isothermische Wege der Zu- 
standsgleichungen, sondern verschiedene andere. Einer ist im p, ®- 
Blatte gelegen und führt von einem Punkte der Spannungscurve längs 
einer geschlossenen Linie um den kritischen Punkt herum zu diesem 
Punkte zurück. Die geschlossene Linie besteht aus zwei Parallelen 
zur p-Axe und zwei Parallelen zur 9-Axe. Einen anderen Weg wählte 
Herr Thiesen im ®, v-Blatte, und zwar ganz analog. Die Formeln, 


!) Wied. Ann., Bd. 14, 8. 279. 
29* 
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zu denen er auf diese mathematisch elegante Weise gelangt, sind noch 
nicht anwendbar, oder noch nicht angewendet!). 

Kehren wir zur Clausius’schen Gleichung zurück, so geben 
Cailletet und Colardeau für Wasser an 

a’ — 4033,869; U’ —= 0,8320; rn = 1,1918. 

Hiermit und mit den Angaben von Clausius selbst berechnen 
sie die Drucke des Wasserdampfes für verschiedene Temperaturen und 
erhalten als Differenzen in Atmosphären 


bei 100 125 150 175 200 225 2350 275 300° 
00 +01 00 °—02 —02 +01 +03 —01 090 

325 350 375° 

00° —02 0,0. 


Die Uebereinstimmung ist wohl als ausgezeichnet zu erklären, 
zumal auch hier die Constanten a’, Ö’, n nicht aus allen Beobachtungen 
abgeleitet sind. 

Clausius selbst hat seine Formel für Aether an den Beobachtungen 
von Regnault geprüft und zwischen — 20° und + 190° eine geradezu 
wunderbare Uebereinstimmung gefunden. Die grösste Abweichung vom 
beobachteten Drucke — bei 180° — beträgt zwischen 0 und 190° nur 

1 


1 . 
_ —_ i — 909 
50 und ist sonst stets kleiner als 100’ bei 20°, wo der Druck an 


sich schon relativ gering ist, findet sich die Abweichung zu etwa rn 

Battelli?) hat das später für Aether und für Schwefelkohlenstof 
bestätigt, namentlich bei Anwendung der von ihm angegebenen Form 
[Gleichung 7), Abschnitt 46]. 

Die Formel von van der Waals passt nicht so gut. Doch darf 
freilich nicht übersehen werden, wie viel Constanten mehr die Clau- 
sius’sche Gleichung in ihrer Verallgemeinerung hat. 

Die Spannung der Dämpfe über einer Flüssigkeit muss übrigens, 
wie zuerst William Thomson (jetzt Lord Kelvin) theoretisch nach- 
gewiesen hat, von der Störung der Oberfläche der Flüssigkeit ab 
hängig sein, sie ist grösser über einer convexen, kleiner über einer 
concaven Fläche, als es sonst der Fall sein würde. Das betrifft aber 
nur eine Seite der Frage, dieSpannung muss auch von den Anziehungs- 
kräften zwischen den Gefüsswänden und den Dämpfen und Flässig- 
keiten, sowie von den Anziehungskräften zwischen den Dämpfen und 
den Flüssigkeiten selbst abhängen. Hierauf einzugehen, ist im gegen- 
wärtigen Stande unseres Wissens unmöglich. 

Viel schwieriger als die Ermittelung der Dampfspannung ist die 
der Dampfdichte, deshalb ist das hierüber vorliegende Material viel- 


')l.c., 8 4, übrigens ist auch nicht recht ersichtlich, wie die Ar 
wendung dieser Formeln gedacht ist. 
®) Physikalische Revue I, 182, 507. 
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fach widerspruchsvoll; so viel weiss man jedenfalls, dass die Dichte der 
Dämpfe nicht aus dem Boyle-Gay-Lussac’schen Gesetze zu ermitteln 
st. Wenn Flüssigkeit unter einem bestimmten Drucke und der diesem 
sngemessenen Temperatur verdampft, haben wir gesättigten Dampf 
vor uns. Die Dichte dieses gesättigten Dampfes ist, was man gewöhn- 
ich als Dampfdichte bezeichnet, insbesondere wenn es sich um Ver- 
lampfung unter Atmosphärendruck handelt. Wir haben schon be- 
merkt (S. 125), dass diese Dampfdichten als zu einander im Verhältniss 
ler Molekulargewichte stehend angesehen werden können. Denken 
wir uns alle Flüssigkeit verdampft, so bleibt der Dampf gesättigt, so- 
fern wir weder Druck noch Temperatur ändern. Erhöhen wir die 
Temperatur, so ist der Dampf wärmer, als seiner Spannung entspricht. 
Man nennt den Dampf überhitzt. Erniedrigen wir den Druck, so 
wird der Dampf ungesättigt. Offenbar gehen aber durch beide 
Jperationen Dämpfe in Gase über, das heisst in Substanzen, die nicht 
»ei Temperaturerniedrigung oder Druckerhöhung oder bei Temperatur- 
srniedrigung und Druckerhöhung sofort sich zu Flüssigkeiten con- 
lensiren, wie es gesättigte Dämpfe thun (abgesehen vom Ausnahmefall 
ler Uebersättigung). Gesättigte Dämpfe sind also die Schlussglieder 
n der Reihe der Gase, und der gesättigte Dampfzustand ist der End- 
sustand eines Gases, bevor dieses in eine Flüssigkeit übergeht. Würden 
ıun die Dämpfe dem Boyle-Gay-Lussac’schen Gesetze gehorchen, 
ıo müsste bei gegebener Temperatur ihre Dichte immer umgekehrt 
>roportional ihrer Spannung bleiben. Wie wenig das der Fall ist, er- 
yeben bereits die früher für einen so stark überhitzten Dampf wie Luft 
yei 0° mitgetheilten Zahlen. Für Wasserdampf haben wir eingehende 
Jntersuchungen von Fairbairn und Tate!) Nach diesen Unter- 
jwichungen ist die Dichte der gesättigten Wasserdämpfe innerhalb des 
[Temperaturintervalls 58 bis 145° (entsprechend der Spannung 135,5 bis 
3125,55 mm) immer grösser, als dem Mariotte’schen Gesetze ent- 
pricht. Herwig?) glaubte aus seinen Bestimmungen das Gesetz ent- 
ıehmen zu müssen, dass das Verhältniss Spannung mal Dichte des 
gesättigten Dampfes zum gleichen Producte bei gleicher Temperatur 
gemäss dem Boyle-Gay-Lussac’schen Gesetze der Quadratwurzel 
wus der absoluten Temperatur umgekehrt proportional sei, und zwar 
ür alle von ihm untersuchten Gase (Dämpfe von Wasser, Alkohol, 
Aether, Chloroform, Schwefelkohlenstoff, Aethylbromid) in gleicher 
Weise proportional. Nach ihm soll sein 


wenn 9}, d%ı Druck und Volumen des gesättigten Dampfes, p, 9% Druck 


!) Rühlmann hat sie sorgfältig in seinem Werke „Mechanische Wärme- 
heorie“ behandelt, Bd. 1, S. 597 ff. 
*) Battelli, Plıysik. Rev. I, 8. 301. 
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und Volumen des gleichen Dampfes bei gleicher Temperatur ist, nach- 
dem der Druck so weit erniedrigt ist, bis der Dampf in ungesättigter 
Form (als Gas) dem Boyle-Gay-Lussac’schen Gesetze entspricht. 
Indessen scheint dieses Herwig sche Gesetz nicht der Erfahrung ganz 
zu entsprechen!),. Wüllner °) hat später die Dampfdichte des Wassers 
noch genauer ermittelt, er findet folgende specifische Volumina 


bei 80,1° specifisches Volumen 34000 ccm 


„90,0 „ „23520 „ 
„98,4 „ „177100 „ 
„99,8 , „16660 „ 
„ 110,39 „ „12070 „ 
„ 119,50 n n 8850 „ 
„ 134,58 i n 5800 „ 


Wir werden uns ihrer bald zu bedienen haben. 

Amagat’s Zahlen für Kohlensäure habe ich bereits mitgetheilt. 
Battelli’s für Aether und Schwefelkohlenstoff findet der Leser in den 
beiden ersten Bänden der schon oft citirten Physikalischen Revue. 

Für die Verdampfungswärme haben wir die exactesten Angaben 
von Regnault?). Ich führe dessen Zahlen für Wasser an, jedoch zu 
Mitteln vereinigt‘) und nach Abzug der Temperatur für die Erwärmung 
des Wassers, 


re —eG 6er EEEEEEREETRERgEEERESREEE 


Ver- Anzahl der , Ver- Anzahl der 
Tempe- Bu Tempe- ER 
dampfungs- vereinigten dampfungs- | vereinigten 
ratur wärme in °  Beob- ratur wärme in Beob- 
00. Calorieen |, achtungen 00. Calorieen achtungen 


| 
Ich mache darauf aufmerksam, wie genau die bei 0° von Regnault 


beobachtete Zahl mit der von Dieterici ermittelten 594,6 überein- 
stimmt. 


!) Battelli, Physik. Rev. I, S. 301. 

2) Poggendorfi’s Ann. Bd. 137. 

®) Relation des experiences, Tome 1. 

*) Ich habe diese Zahlen sämmtlich neu berechnet und von einigen 
Rechenversehen befreit. Doch hat sich dadurch in Regnault’s Angaben 
nur wenig geändert. 
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Interpolationsformeln aufzustellen, darf ich unterlassen, da man 
bei Regnault’s Beobachtungen immer am besten mit seinen Original- 
zahlen arbeitet, wenn man keine zu begründende Formel zur Verfügung 
hat. Diese wird aber später zur Discussion gelangen. Wie man be- 
merkt, fällt die latente Wärme ständig mit wachsender Temperatur. 
Eine Besonderheit beim Dichtemaximum des Wassers ist in den Reg- 
nault’schen Zahlen nicht angedeutet; Regnault findet nämlich: 


bei — 21 —02 00 +21 +5,20 
r — 597,6 5943 5934 592,2 5911. 


Wie Wasser verhalten sich die meisten anderen Substanzen. 

Bei der kritischen Temperatur, welche für Wasserdampf 364,4° ist, 
sollte die Verdampfungswärme Null sein (S. 443). Sie muss also bei 
der Annäherung an den kritischen Punkt sehr rasch fallen. Analoges 
findet sich auch bei der Kohlensäure Hier ist die Verdampfungs- 
wärme r 

bei — 25° 0 + 22 29,85 30,82 °C. 
12,2 57,48 31,80 14,40 3,72 Calorieen, 


sie nimmt also zuletzt sehr schnell ab, ähnlich bei Stickoxydul, dessen 
kritische Temperatur bei 36° liegt. Bei dieser Substanz fällt die Ver- 
dampfungswärme von — 20 bis + 35° um 57 Einheiten und von 35 
bis 36° um den Rest von 10 Einheiten. Plötzlich indessen fällt die 
Wärme nicht, der Fall beschleunigt sich nur gegen die kritische 'Tempe- 
ratur hin. Eine Ausnahme von der Regel soll der Alkohol in sofern 
machen, als bei ihm nach Regnault die Verdampfungswärme mit 
wachsender Temperatur erst ansteigt und dann fällt, das Maximum 
liegt zwischen 20 und 30°, ein derartiges Verhalten braucht der Theorie 
noch nicht zu widersprechen. Uebrigens hat das Wasser, soweit bis 
jetzt bekannt, unter gewöhnlichen Verhältnissen die grösste Ver- 
dampfungswärme. Das hängt mit der sehr hohen kritischen Temperatur 
zusammen. So betragen beim gewöhnlichen Siedepunkte die Ver- 


dampfungswärmen 
bei Wasser Alkohol Aether 
536,7 205,2 90,5, 
während die kritischen Temperaturen sind 
364 238 193°, 


Doch giebt es auch Ausnahmen, Benzol, welches fast bei derselben 
Temperatur siedet wie Alkohol, aber eine viel höhere kritische Tempe- 
ratur von 289° besitzt, weist doch nur eine Verdampfungswärme auf, 
welche etwa 93 beträgt, also so gross ist, wie die des Aethers. 
Trouton hat einen merkwürdigen Satz entdeckt, der sich nahezu 
bestätigt. Multiplicirt man die Verdampfungswärme mit dem Mole- 
kulargewicht und dividirt durch die absolute Temperatur, so soll, wenn 
beispielsweise die Wärme für Verdampfung bei Atmosphärendruck ge- 
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wählt wird, für alle Substanzen eine annähernd gleiche Zahl resultiren, 
welche zwischen 20 und 25 etwa liegt. Folgende Zahlen gebe ich 
nach Wüllner!). 


Siede- | Ver- Mole- 
Substanz : Formel ' tempe- ‚dampfungs- kular- mr 

| ' ratur | wärme gewicht 9 

| N | r m 

| \ ' 5 
Wasser . 2 2222. H,0 373,0 536,0 18 25,9 
Aceton . 2 2 22... C,H,0 329,6 125358 22,0 
Aether. 2 2 220 .. C‚H.0 ı 3075 88,4 74 21,3 
Alkohol . . . 2. 2 2.2. C‚„H,O 351,1 205,1 46 26,9 
Aethylbromid . ... . ı C.H,Br | 311,2 60,4 109 21,1 
Benzol... 2.22... C,H, | 3530 | 92,9 78. 205 
Chlorkohlenstoff . . . . | cc, | 349,2 | 43 ! 152 ' 202 
Chloroform... ... . ICHch, | 3339 | 58,5 | 119 1! 209 
Essigäther . . . ... . 'C,H,0, | 346,1 | 84,8 | 88 214 
Methylalkolol . . . . . CH,O ° 3375 287,5 32 25,4 
Schwefelkohlenstoff . . ., CS, |! swı | 88 | 76 20,0 
Quecksilber . . .... Hg | 623,0 |! 62,0 200 19,9 
Brom : 2 2 cc... "Br, | 331,0 | 45,6 j 160 22,0 


Noch genauere Bestätigung hat nach Wüllner Schiff beigebracht, 
die von ihm für 14 Verbindungen angegebenen Werthe von = 
schwanken nur zwischen 19,8 und 21,0. Warum gerade die Wärmen 
bei der gewöhnlichen Siedetemperatur sich dieser merkwürdigen Eigen- 
schaft erfreuen, sieht man zwar nicht recht ein, aber leider ist noch 
vieles im Verhalten der Substanzen uns so dunkel, dass wir Gesetze 
aufs Geratewohl aufstellen und froh sein können, wenn dadurch ein 
die Uebersicht erleichterndes Ergebniss erzielt wird. 

Ist übrigens das Trouton’sche Gesetz richtig, so führt es zu einer 
merkwürdigen Schlussfolge, auf die noch nicht aufmerksam gemacht 
ist. Nämlich es ist 


a Sı Sp 
also hätten wir nach dem Trouton’schen Gesetze 


Mm(S; — 989) —= Const. 


Das heisst die Aenderung der Molekularentropie beim Ver- 
dampfen unter normalen Verhältnissen (unter Atmosphären- 


)]1.c., 8. 783. 
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druck) ist eine für alle Substanzen gleich grosse, etwa gleich 
20 bis 21 im Durchschnitt. 

Wir können mit Hülfe der gegebenen Werthe für die Verdampfungs- 
wärme und die Dampfspannung eine der thermodynamischen Formeln 
verificiren, die unter 28) in Abschnitt 50 gegebene. Ihr zufolge ist 


Jr 1 
9 0p 
59 

Wüllner hat mit Hülfe von Regnault’s Spannungstabelle für 
Wasserdampf und aus dessen Angaben für die Verdampfungswärme aus 
der obigen Formel die specifischen Volumina des gesättigten Wasser- 
dampfes unter verschiedenen Drucken berechnet und mit seinen eigenen 
experimentellen Bestimmungen (S. 454) verglichen!). Die dabei con- 
statirte Uebereinstimmung der Zahlen ist eine vorzügliche. Die Ab- 
weichungen zwischen Beobachtung und Rechnung betragen im Durch- 
schnitt weniger als 1 Procent. 

Wirhaben endlich noch von den specifischen Wärmen im Sättigungs- 
zustande zu sprechen. Nach 23,) ist 


u, — un = 


Sp|N 


a=yt9 IH 


Da schon r mit wachsendem % fällt, so muss es a fortiori bein 
da 


der Fall sein, somit ist Fr jedenfalls negativ und es besteht c; aus 


einem positiven und einem negativen Gliede. Ueberwiegt letzteres, so 
wird ca negativ sein. Die specifische Wärme der Dämpfe unter 
Erhaltung der Sättigung kann also auch negativ sein. Das 
ist nun in der That der Fall bei Wasserdampf. Setzt man für Wasser 
cr —= 1 und rechnet aus Regnault’s Beobachtungen für die Ver- 


da 


dampfungswärme die Werthe von FEL indem man benachbarte Werthe 


von durch die Temperaturdifferenz dividirt, oder besser Interpolations- 
r 
d 
bei 0 50 100 u.s.f. 500° 
ca= 192 —146 — 1,18 — 0,03. 


formeln für — benutzt, so findet man 


)1c.,S8. 817. 
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Nicht weit über 500° würde also c4 für Wasserdampf positiv 
werden. Doch hat das keine Bedeutung, da die Reihe schon lange 
vor der kritischen Temperatur ihre Bedeutung verliert!). 

Bei anderen Substanzen wird Ca weit vor der kritischen Tempe- 
ratur positiv, so beim Aether, woselbst c, negativ nur ist bis 9 = 160 
(— 113°C.), darüber hinaus aber positiv. Das negative Zeichen der 
specifischen Wärme ca aber bedeutet, dass der Dampf sich bei adiabati- 
scher Compression überhitzen, bei adiabatischer Dilatation übersättigen 
muss. Im ersteren Falle (in welchem eigentlich gestrebt wird, ihn 
niederzuschlagen) muss ihm Wärme entzogen werden, wenn er ge 
süttigt bleiben soll, im zweiten Falle muss ihm Wärme zum gleichen 
Behufe zugeführt werden. Ist dagegen cı positiv, so tritt genau das 
entgegengesetzte Verhalten ein. Hirn hat diese etwas auffallende 
Folge der Theorie durch unmittelbares Experiment bestätigt. 

Von diesen specifischen Wärmen sind, wie bereits bemerkt, die 
gewöhnlichen specifischen Wärmen getrennt zu halten, letztere sind 
stets positiv. 


63. Vollständige und reducirte Zustandsgleichungen nach dem 
Virialprincip. Uebereinstimmende Zustände. 


Das Ergebniss der Prüfung der van der Waals’schen und Clau- 
sius’schen Gleichung können wir dahin zusammenfassen, dass beide 
ausgezeichnet geeignet sind, qualitativ sich den Thatsachen anzupassen. 
Quantitativ jedoch kann die van der Waals’sche Gleichung, wie auch 
im Folgenden noch weiter hervortreten wird, nicht genügen. Wählt 
man ihre Constanten so, dass man die Spannungscoöfficienten wenig- 
stens in einem begrenzten Bereiche darzustellen vermag, so kommt man 
mit den kritischen Daten in Conflict, passt man sich diesen an, 30 
kann man wieder jenen nicht gerecht werden. Um es kurz auszu- 
drücken, die Grössen, welche in der van der Waals’schen Gleichung 
als constant angenommen werden, sind eben keine Constanten und mit 
Temperatur und Dichte veränderlich. Viel besser steht es um die 
Clausius’sche Gleichung. Bereits in ihrer einfachsten Form dürfte 
sie in einem ziemlich grossen Temperatur- und Druckintervall wider- 
spruchsfreie Anwendung finden können, und noch besser passt sie sich 
den Erfahrungen an in den Erweiterungen, die ihr Clausius selbst, 
Sarrau und Battelli gegeben haben. Allein diesen Vorzügen hält 
das Gleichgewicht die grosse Zahl von unbestimmten Grössen (bis zu 
sieben), deren man bedurft hat, um mit ihr den Thatsachen zu folgen. 
Ich bin nicht in der Lage, jetzt schon an ihre Stelle Formeln mit Be- 
weiskraft zu setzen, welche bei einfacherem Bau eben so gut den That- 


') Weil ja c, dem e, entgegenkommt und, absolut, nicht ebenso gleich 1 
gesetzt werden darf. 
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sachen zu entsprechen vermögen; ja ich muss sogar von vornherein 
erklären, dass bis zu dem Zeitpunkte, wo über gewisse Grössen, die 
bald Erwähnung finden werden, hinreichende Erfahrung gesammelt 
ist, kaum etwas Anderes übrig bleibt, als die Clausius’sche Gleichung 
weiter zu benutzen, die ja auch eine Stütze im Virialprincip hat, also 
theoretisch nicht ungesichert ist. Wenn ich daher doch auf die hier 
aus dem Virialprincip abgeleiteten weiteren Gleichungen eingehe, so 
geschieht das wesentlich, um einerseits zu zeigen, dass sie wenigstens 
qualitativ brauchbar sind, andererseits, um hervortreten zu lassen, 
worauf die Untersuchung zu richten ist, wenn man im Sinne des Virial- 
prineips solche Gleichungen ableiten und den Thatsachen anpassen will. 

Als erste Gleichung bietet sich die eigentlich dem Virialprincip 
entsprechende van der Waals’sche Gleichung. Obwohl diese Gleichung 
den Erfahrungen nicht vollständig, ja noch weniger genügen kann als 
die aus ihr durch Vernachlässigung abzuleitende van der Waals’sche 
Gleichung, ist es doch gut, sie einer Discussion zu unterziehen, weil 
dabei Einiges zu Tage kommt, was an sich nicht ohne Interesse ist und 
von der Erfahrung auch bestätigt wird. 

Die Gleichung lautet 


1) Raw +) -(r+5) v. 
Die Auflösung nach v ergiebt 


4p2 RYb—a 
2) -22(\ + rt =e + az =e), 
So lange ROb >a ist, haben wir Sedental zwei reelle Werthe 


d 
für v. Ein Werth davon ist grösser als —— und positiv, der andere 


dagegen ist negativ. Daraus folgt: Für 
a 
” > A 
ist nur ein Zustand möglich und in diesem Zustande sind die Volumina 
stets grösser als für die gleiche Substanz bei gleichem Druck und 
gleicher Temperatur ım idealen Zustande. Für Kohlensäure beispiels- 
weise ist 
a = 0,0139, b = 0,0075, I == 0,00369, 

somit wäre für alle Temperaturen, welche grösser sind als 503, das ist 
230°C., Kohlensäure nur in einem Zustande möglich und dabei stets 
von grösserem Volumen als ein ideales Gas gleicher Substanz unter 
gleichen Verhältnissen. Das Erstere trifft jedenfalls zu, als Flüssigkeit 
ist Kohlensäure nicht eher möglich, als bis seine Temperatur unter 
304,35, das ıst 31,35°C. sınkt. Das Zweite lässt sich leider direct nicht 
prüfen. Sicher stimmt, dass, wenn 9 <{ 503 ist, das Volumen der 
Kohlensäure stets kleiner ist als im idealen Zustande, ob es aber je 
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grösser wird, ist nicht zu entscheiden. Die einzige Beobachtungsreihe, 
die hier in Frage kommen könnte, die bei 258°C., beginnt erst bei 
75 Atmosphären Druck, wo, wie wir bald sehen werden, die zu dis- 
eutirende Gleichung überhaupt nicht brauchbar ist. Jedenfalls wider- 
spricht die Erfahrung nicht. Hat ® den Grenzwerth Fr überschritten, 
so ist v durch den Werth, den es. im idealen Zustande haben würde, 
gegangen und nunmehr wird v kleiner und kleiner im Verhältniss zu 
dem v eines entsprechenden idealen Gases werden. Das ist auch der 
Fall, so lange »v seinen kleinsten Werth nicht erreicht hat und gilt 
selbst darüber hinaus noch für weitere Drucke, so für Kohlensäure 
wohl bis 500 Atmosphären Druck, für Aethylen vielleicht bis 400 Atmo- 
sphären. Zugleich jedoch wird die zweite Wurzel positiv, somit ein 
zweiter Zustand angezeigt. Allein dieser zweite Zustand existirt physi- 


kalisch nicht, denn bildet man a so findet sich 


cv v? 
3) cp  2pv— RP 
und da für die zweite Wurzel 
v < R® 
2» 


ist, würde er positiv sein, was physikalisch keinen Sinn hat. Und 


orV 

dieser zweite Zustand kann überhaupt niemals eintreten, denn sobald 
die Bedingung für ihn gegeben wäre, werden beide Wurzeln der 
Gleichung imaginär. Hiernach führt die nach van der Waals aus 
dem Virialprincip abzuleitende Gleichung niemals zu einem anderen 
Zustande als dem gasförmigen, ein Flüssigkeitszustand ist nicht an- 
gezeigt und wir können behaupten: diese Gleichung sagt Einiges vor- 
nus, was bei Gasen allerdings zutriflt, sie kann aber nicht für höhere 
Drucke angewandt werden. 

Die allgemeineren Gleichungen unter I) und II) in Abschnitt 46 
verlangen zunächst die Kenntniss der Grösse k. Diese ist das Ver- 
hältniss der beiden specifischen Wärmen c, und c,. Sie ist nun keines- 
wegs unter allen Umständen constant, vielmehr hängt sie von Tempe- 
ratur und Volumen selbst ab. Leider ist das Beobachtungsmaterial 
auf diesem Gebiete so sehr unvollstündig, dass nur wenige einiger- 
maassen gesicherte Ergebnisse angegeben werden können. 

Zunächst scheint % mit wachsender Temperatur abzunehmen. So 
ist nach Wüllner!): 


)1.c., 8. 558. 
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Für k bei 0° N rer or Ir ei 100. k bei 100° 
| 
Kohlenoxyd . ..... | 1,4032 1,3970 
Kohlensäure . . .. . . 1,3113 1,2843 
Stickoxydul . . .... 1,3106 1,2745 
Ammoniak . . . .... 1,3172 1,2791 
Aethylen. . . ..... | 1,2455 1,1889 


Ferner hat Wittkowski!) aus Versuchen, die er über die Aus- 
dehnung und Spannung der Luft angestellt hatte, nachfolgende Tabelle 
für c, angegeben: 


u oc. 
Druck in EV 


Atmo- H | -ı0 | — mo | _- 130 | — 140 


sphären | | 


1000 c,, 
| | 
10 I .244 258 272 - 302 408 
2 | 252 283 322 3” | 600 
so | 282 309 389 536: 998 
40 I 274 34 I 49 873 | '2607 
50 286 363 | 614 1823 °ı 0 — 
60 : 300 408 802 1905 | — 
| 


70 | 312 469 777 1855 


Sodann Formeln für c,, alle von der Form 
c„ = 0,169 + a(p — 1) 
und darin ist 
bei 0 —35 —7835 —1035 —130 —135 — 140° 
a = 0,00008, 0,00024, 0,00038, 0,00056, 0,000432, 0,00072, 0,0135. 


Die Veränderlichkeit mit wachsendem Drucke wächst also mit 
fallender Temperatur, und zwar zuerst langsam, dann aber sehr schnell, 
je mehr man sich der kritischen Temperatur nähert. Aus den Werthen 
für c» und c, berechnet Herr Wittkowski zuletzt eine Tabelle (siehe 
a. f. S.) der Werthe für k. 

Es wäre sehr schön, wenn wenigstens für dieses eine Gas die Reihe 
von Zahlen auf unmittelbaren Beobachtungen beruhte. Das ist aber 
nicht der Fall, c, ist berechnet aus der Gleichung 68) in Abschnitt 16, 
c, sodann aus der Gleichung 61 im gleichen Abschnitte. Die er- 


forderlichen Grössen 
02v 0» 0p 


09’ 09 dv 


!) Journal de physique 1896, p. 123 ff. 


462 Achtes Capitel. 


Dichte in Einheiten der Dichte bei 0° unter Atmosphärendruck 


Tempe- | — - = — 2 
510 30 50 | 80 | 80 | 100 
ratur EV DE VE 
| Werthe von k 
q | | 
0 142 | 14300 1,44 1.51 153 ! 1,55 1,60 
— 2% 1,42 1,43 145. 151 1,53 ' 1,55 1,61 
— 40 | 102 183 16. 153 1,55 1,57 1,65 
— 60! 1,42 144, 1,49 155 1,58 1,61 1,72 
— 80 1, 142 : 145 : 1,50 1,58 1,64 : 1,69 1,85 
— 100 | 14 | 149 183 0183 1,71 | 1,80 9,10 
—120 | 145 11,49 1,56 1,67 1,79 | 1,92 _ 
—140 ° 1,88 | 1,81 146° 150° | 1,54 | 1,70 1,80 


sind aus den Compressibilitätsversuchen entnommen. Eintsprechen die 
berechneten Zahlen der Wirklichkeit — die bezeichnete Berechnungs- 
weise für c, ist meiner Ansicht nach sehr anfechtbar, weil die Gleichung 
68) in Abschnitt 16 eine partielle Differentialgleichung ist, die noch 
beliebige Functionen von ® zulässt —, so nimmt %k mit fallender Tempe- 
ratur zu bis zu einem Maximum bei etwa — 120°, um dann wieder 
abzunehmen. Ferner wächst k mit steigendem Drucke. Im Ganzen 
jedoch tritt die starke Veränderlichkeit erst bei denjenigen Dichten auf, 
welche mit fallender Temperatur zum kritischen Zustande führen. 

Wenigstens auf beobachteten !) Werthen von c beruhen Berech- 
nungen für k, dieHerr Amagat ?) unter Zugrundelegung der Formel 61 
in Abschnitt 16 mit Hülfe der von ihm erhaltenen Zahlen für dieses Gas 
ausgeführt hat. Die Zahlen beziehen sich freilich nur auf eine Dichte 
0,124 und auf hohe Temperaturen. Danach wäre 


bei 20 30 40 50 60 70 80 90 100°C. 
Druck 45,1 48,3 51,4 54,5 57,6 60,6 63,5 66,5 69,5 Atm. 
k 1,93 1,94 1,88 1,76 1,73 1,69 1,65 1,61 1,59. 

Die Zahlen nehmen mit wachsender Temperatur stetig ab. Mit 
wachsendem Drucke nehmen sie an sich zu, wie folgende Reihe für die 
constante Temperatur 50° ergiebt 

Druck 50 60 70 80 90 100 Atm. 

Volumen 0,0184 0,0144 0,0112 0,0089 0,0067 0,0049 

k 171 190 233 298 331 4,63. 
Trotzdem fallen die Zahlen in der ersten Reihe, woraus zu schliessen 


wäre, dass bei constanter Dichte der Einfluss der zunehmenden Tempe- 
ratur den des zunehmenden Druckes überwiegt. Das starke Wachsen 


n . physique 1896, p. 372. 
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mit steigendem Drucke in der zweiten Reihe von Zahlen würde hier- 
nach nur scheinbar der Druckzunahbme, in Wahrheit aber der Dichte- 
zunahme zuzuschreiben sein, und es wäre der Dichtezunahme fast pro- 
portional. Dem Verhalten von % bei Luft nach den Angaben von 
Wittkowski entspricht dieses nur zum Theil. 

Aus allem bisher hiernach vorliegenden Materiale wird man also 
nicht viel mehr schliessen können, als dass im Allgemeinen nach 
oben von der kritischen Temperatur % mit wachsender Temperatur bei 
gleichbleibender Dichte abnimmt und bei gleichbleibender Temperatur 
mit wachsender Dichte zunimmt, vielleicht nach einer Function 


d 
k=arb>- 


Unterhalb der kritischen Temperatur scheint % mit fallender Tempe- 
ratur bei constanter Dichte zu fallen. Unter Verhältnissen, welche 
nicht allzu weit von den gewöhnlichen Verhältnissen liegen, vielleicht 
bis zu einer Dichte, welche die normale um das Zehnfache übersteigt, 
wird man praktisch %k als constant und gleich dem normalen Werthe 
ansehen können. 

Gehen wir von den Dämpfen zu den Flüssigkeiten über, so ist 
das Material noch viel spärlicher. In Folge der in der Verflüssigung 
wahrscheinlich eintretenden Aggregirung der Molekeln zu complicirteren 
Systemen würde man an sich eine Verringerung des k erwarten. In 
der That wird für Wasser der Werth k = 1,02 angegeben, während 
bei normalem Wasserdampfe k — 1,29 ist (fast genau der zu er- 
wartenden Zahl gleich, da Wasserdanpf dreiatomig ist). Aehnlich 
wird für flüssiges Quecksilber k = 1,14 (statt 1,67 im dampfförmigen 
Zustande) angegeben. Dagegen soll bei flüssigem Aether k = 1,45, 
also grösser als beim vielatomigen Aetherdampf (k — 1,08) sein. Die 
beiden Formen der Zustandsgleichung unter I und II in Abschnitt 46 
lauten nun, indem 


gesetzt wird 


3k —6 _ı 
b ne F+BEv 
4,) RY l + v (2) = pV + Fit di. LABE 


v8 
4s) RS |\ı +:G 
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In beiden sind die F Functionen nur der Temperatur, welche wir, 
von Erfahrungen auf dem Gebiete der Capillaritätserscheinungen aus- 
gehend, als linear annehmen zu dürfen glaubten, die aber auch andere 
Functionen sein können, wenn sie nur mit wachsender Temperatur 
fallende Zahlen geben. 


Dem Obigen zufolge beginnt für alle Gase der Exponent von 


d — 
Fr links vom Gleichheitszeichen, also + 3k — 5 mit einem zwischen 


k 
— F und O liegenden Werth. Mit fortschreitender Verdichtung wird 
er absolut kleiner, geht durch Null und wächst nun positiv im extremsten 


Falle bis zu = an, den er im kritischen Zustande erreicht, dann nimmt 


er wieder sehr rasch ab, geht durch Null und kann wieder bis 3 
fallen, das er ım flüssigen Zustande der Substanz zuletzt erreicht. 


Genau so verhält sich der Exponent — I 
+ > und — n Und dasselbe gilt für den dritten Exponenten 


_ =, nur dass die Grenzen hier sind + . und —1. Die ge 


‚die Grenzen sind 


sammte Aenderung betrüge - bezw. 4 während k von 1 bis oo variirte. 


Wie sich die Verhältnisse gestalten, wenn das Gas bei noch so starker 
Verdichtung doch in keine Flüssigkeit übergeht, also seine Temperatur 
oberhalb der kritischen liegt, ist mit Sicherheit nicht anzugeben, nach 
der mitgetheilten Tabelle von Wittkowski scheint alsdann k mit 
wachsender Verdichtung ständig zu wachsen, eine Wiederkehr früherer 
Werthe würde dann nicht stattfinden. 


Aus alledem aber ist zu ersehen, dass die Zustandsgleichung, auch 
wenn man die ausser d, ?, p» darin noch vertretenen Grössen als con- 
stant ansieht, doch ständig sich ändert, indem die Exponenten von 


=. sich ständig ändern. Im gasförmigen und im flüssigen Zustande, 


den beiden Endzuständen, wird man diese Exponenten in weiten Inter- 
vallen als constant oder doch nur schwach veränderlich ansehen dürfen, - 
aber namentlich beim Uebergange aus dem einen Zustande in den an- 
deren, durch den kritischen Zustand zu beiden Seiten in der Nähe der- 
selben, dürften die Aenderungen der Exponenten erheblich und sehr 
rasche sein. Während des kritischen Zustandes selbst hätten wir, ob 
nun dabei k als endlich oder als unendlich gross angesehen wird, nach 
Gleichung 49) in Abschnitt 51 
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& =% 0. 


Nun wenden wir also unsere Gleichungen auf den kritischen Zu- 
stand selbst an. Die Zustandsgleichung in der ersten Form ergiebt 
3K—5 _ı 
RSV (O\ " Fıt+Bo 
use FRE LI ST One ET 


Nach den Bedingungsgleichungen unter 44) in Abschnitt 51, denen 
wir, wie dort ausgeführt, zwar nicht strenge Gültigkeit, aber doch an- 
genäherte Richtigkeit zuschreiben dürfen, haben wir die ersten beiden 
Differentialquotienten von p nach v zu bilden und gleich Null zu 
setzen. Es ist zunächst 


7k—b 

_ g\ # " 
2 (2) = AR mm" | ,H,TE 
ov/3 v2 4k v2 \v v3 3 1» 
8 
v® 

1k—5 
Rt (®) ko (=) 9% 
+7 v or k og 
Lied: 
2) — „R® kB IRB m (D) 
N) (a tar ET Er DVG 
1Kk 5 
FOR OUR—-5RIA\*" 9 /[Tk—5 $ 
AH _mH_ Um BD (TE Iyng® 
vr 1) 2 al vr ct 4k v 
VE 
7k—5 

Du ZI: 11k— 5 x (2) ar er) 972 
5 4k )+7 v RB Ak tg = | 


Ru[o\ ® oO (TR—5 „® Ru (B\ ** 02 (TR—5\, 9 
— ) =—— - ba. _—_ . 17 — —) re log 
v2 \v or 4k cer\ 4k 
Ich habe die Ausdrücke vollständig hingeschrieben, weil sie auch 


für spätere Untersuchungen dienen können. Im kritischen Zustande 
sollte 


sein. Da nun 
ö (" .— °) _ 6 NE) _ 5 ek 
0v\ ak I) Toe\ ak /T aMRov 
ist, und k niemals Null, im kritischen Zustande sogar sehr gross ist, 
fallen alle Glieder fort, welche einen solchen Differentialquotienten ent- 
Weinstein, Thermodynamik. 30 
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bsjten. Ju Ausdruck (ür 


c’y 
\ c 1), 
bleibt uoch dar wit 
cr!‘ 4, 
multiplicirte Glied. Dieses ist gleich 
_ 10 = L > Su 
4ki \cr ' 42cec 
also gleich 
ED 
45h: cr! 
A 
im kritischen Zustande. Wie sich das ae ım kritischen Zustande ver 


hält, ist nicht bekannt. Es wird wohl endlich sein. Doch selbst wen: 
es unendlich gross sein sollte, kann es doch nur so unendlich sein vi 
k selbst. Ist nun k im kritischen Zustande in der That sehr gross. x 
dürfen wir auch 
5 c?’k 
4k2 cr? 
fortlassen. 
Wir bezeichnen nunmehr alle auf den kritischen Zustand sicl 
beziehenden Grössen durch Accente und erhalten 


Tw 5 _ı 
‚ 1-5 a, + F'+ Fe 
—_ _ —_ Ri — 1 37 
0 19 nr Rv(7) +2 3 
_4 
1 3 
+5; Fv , 
7" —5 
11K —5 150 —5 \ + 
TE) 
0=+2020 + ,, u BG 
1 
’ rar _i 
rt -. Hv ” 


Aus diesen Gleichungen und der Zustandsgleichung selbst an 
gewandt auf den kritischen Zustand, erbält man 
1 


Ft My "9 OR + IS) 5) po (TE -5)(7E +15)RH 


8 _ - -— . I 
ı) y BF 3) a — 5) 
vo 
a 2 (4 K')2 
9 4 2 = 0 — (id! — 
Val #) 5(k' — 3)(3K’ — 5) Gpv — 2R®), 
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4 
7K—5 b W—3 „,,:° 


N ' I 
101) Rd HT JR te? 


PP To 11R —5) 


Wenn wir die Zustandsgleichung in der zweiten Form in gleicher 
Weise behandeln, ergiebt sich 


s"—6 


(EN 4 
1) 6)  Siweern 


80 —b 
5 ’ (e\ 
(TW—5)R8' — ——; (8336 — 35) G; (7) ) 


IK —6 
N + 4K 
12,) Rb 6) 710’ — 1)(I1® — 5) 
__3K —bB 
5 I 5% 
R® + 2,6; (5) ) 
13) vu (EDER DI nr 


 Aa1I®— 5)(k + 5) 


_ 80-5 

5 /3®" —5 33 k'’ — 35 4k' [IN 
telnet Fr) we) 
Sofort bemerkt man, dass diese Gleichungen sich in einem Gegen- 
satze zu den Gleichungen befinden, welche aus der ersten Form der 


Zustandsgleichung geflossen sind. p’v’ muss unter allen Umständen 
positiv sein, da @, wiederum nur einen geringen Werth darstellt und 


dazu noch gar mit Br multiplicirt erscheint, kann das nur stattfinden, 


wenn 3k’ — 5 negativ ist. Aber die Gleichungen, die aus der ersten 
Form geflossen sind, verlangen gerade umgekehrt, dass 3%’ — 5 positiv 
ist, denn sonst wäre RD negativ, was physikalisch unzulässig ist. So- 
mit schliesst eine Form der Zustandsgleichung die andere aus. Nun 
kann es kaum zweifelhaft sein, dass im kritischen Zustande k grösser 


ist als = schreibt man doch dieser Verhältuisszahl sogar in diesem Zu- 


stande einen unendlich grossen Werth zu. Somit muss die zweite 
Form der Zustandsgleichung aufgegeben werden und es kann nur die 
erste bestehen. Im Sinne der Darlegungen auf S. 375 f. bedeutet dieses, 
dass man für das Volumen einer Molekel nicht die gleiche Abhängig- 
keit von Dichte und Temperatur annelımen darf, wie für dasjenige 
seiner Wirkungssphäre. Selbstverständlich folgt hieraus noch nicht, 


30* 
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dass nun die erste Form der Zustandsgleichung die einzig mögliche 
ist. Nur zu Widersprüchen mit der Erfahrung führt sie nicht. 

Wir bleiben also bei dieser ersten Form stehen, welche noch das 
angenehme an sich hat, dass sie, wie früher bemerkt, die van der 
Waals’sche und die Clausius’sche Zustandsgleichung gewissermaasse 
als Näherungsformeln einschliesst. 

Die Gleichungen unter 8) bis 10) lassen erkennen, dass alle kriti- 
schen Daten von der Annahme über das kritische k abhängen. Wen 
wir der üblichen Ansicht folgend X’ — & ansetzen, erhalten wir 

1 


8, F'itrFr °’ 209pv' —49R® 
F+rht _ 2% 49 Rd 


v u 15 ’ 
T 
g$' 4 32 
b\-- — — (vv — 
9,) . Ru (),) T (ip'v 2R®'), 
_it 
' _T N 5 ' 3 


Die bemerkenswertheste Gleichung ist die zuletzt angegebene. 
Aus einer Vergleichung unserer Zustandsgleichung mit der von Clar- 
sius haben wir ersehen, dass die Grösse F'y’ negativ ist. Die letste 


Gleichung besagt also, dass 9'v’ kleiner ist als = R®. 


R ist die übliche Gasconstante. Nennen wir m’ das Molekular 
gewicht im kritischen Zustande, v’ das Molekularvolumen, so wird bier 
nach die letzte Gleichung 


7 
14) wWoelrrı ? Fo z 
pyV — 5, = 19g a d 
und darin ist / eine für alle Substanzen gleiche Constante. Nennen 
wir ferner v, das Molekularvolumen der Substanz im kritischen Zr 


stande, berechnet nach dem Boyle-Gay-Lussac’schen Gesetze, ® 


dass 2% = R®' ist, so wird hiernach 
T ‘ts 
v 7 | r m’? Fy'v 3 
15) vw’ 22 ' 198 RY' 
Nach van der Waals hätten wir 
v’ 3 
16) mn = 7 


nach Clausius 


17) —; 7” — = 
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Wir können v, als das ideale kritische Molekularvolumen 
bezeichnen. Also ıst das wirkliche kritische Volumen nach 
van der Waals für alle Substanzen das nämliche Vielfache 


(3) vomidealen. Nach der Clausius’schen Zustands- 


gleichung und der hier abgeleiteten dagegen ist dieses zwar 
sehr angenähert der Fall, doch kommt im Allgemeinen noch 
ein Theil zum Abzug, der von der Natur der betreffenden 
Substanz abhängig ist. Dieser Theil muss nach der Clausius’- 
schen Gleichung grösser sein als nach der hier angegebenen. 

Der Satz in seinem ersten Theile ohne Bezugnahme auf die van 
der Waals’sche Gleichung, sondern lediglich als Ergebniss der Be- 
obachtungen ist von S. Ramsay!) erschlossen. Wegen der Wichtig- 
keit für die Beurtheilung der Zustandsgleichungen führe ich die fol- 
genden Zahlen nach Dieterici an. Doch habe ich für Kohlensäure 
die S. 416 angegebenen aus Andrews’, Cailletet’s und Amagat’s 
Versuchen durch Mittelbildung abgeleiteten Zahlen angenommen und 
ferner noch die Angaben für Wasserdampf und Schwefelkohlenstoff hin- 
zugefügt, und zwar nach den Ermittelungen Battelli’s, Physikalische 
Revue II, S. 31 und 179: 


| Mole- 


Substanz ' kular- g' p’ | v’ v,’ % 
| gewicht | Atın. | ccm ccm 
1 

Kohlensäure . . .. . - | 43,9 | 304,20. 74,0 | 98,65 | 336,0 3,41 
Schweflige Säure. . . . | 63,9 |429,0 | 78,9 [122.9 445,0 3,82 
Aethyln . ...... \ 27,9 | 283,1 | 51,0 |133 | 4542. 3,42 
Stickoxydul . . .. . . | 44,0: 308,9 74,0 | 107,2 | 346,1 3,23 
Wasserdampf. . . . . . 18,0 637,3 | 194,6 | 878 | 267,9 3,06 
Schwefelkohlenstoff . . | 72 ı 546,1 | 72,9 | 201,4 , 613,2: 3,04 
Sauerstoff . . . 2... I 32 | 154,6 50,4 | 514 ° 251,0! 4,88 
Stickstoff . . . 0... I. 127,0 35.0 | 67,2 296,9 4,42 
ni... ImmHR| 1 1owol an j 
Fluorbenzol . ..... 95,8 559,6 ! 33910 | 270,5 : 1026,0 | 3,79 
Ohlorbenzol ...... | 1122 633,0 . 33910: 305,7 ,1160,5 '° 3,80 
Brombenzol . . .... 156,6 : 670,0 33910 , 321,4 | 1228,0 3,82 
Jodbenzol . ...... 203,4 | 721,0 | 33910 | 347,9 | 1322,0 3,80 
Benzol. . . 2...» 77,8 561,5 36395 | 258,3 | 959,4 3,74 
Chlorkoblenstoff . . . . | 153,5 556,2 4 180 | 270,5 ' 1012,0 3,67 
Zinnchlorid . ..... | 239,3 | 591,7 28080 350,4 - 1310,0 ! 3,74 
Aether. . . . 2.2... 1788 | 467,4 | 37.060 : 281,4 1047 3,72 
Normalhexan. . . . . . | R5,8 507,8 22 5lU 3663 11408 3,83 
Isopentan . ...... | 719 470,2 25100 309,2 1164 3,76 


‘) Phil. Mag. 1892, p. 503 ff. und 1894, p. 1 ff. Vergl. (‘. Dieterieci: 
„Ueber den kritischen Zustand“, Wied. Ann. 1899, Bd. 69, S. 685 ff. 
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| Mole- gu 
Substanz | kular- g' p’ v’ dy | 7 
gewicht mmHg | ccm com | 
ee hhhhhääzz=—=— ä—Z_—_Z_,ö‚ö‚6«ä6ä“”ä”eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeäääääääeeeeeeeeeeee a {ea un 
t " B 
Methylformiat ... . . . |! 59,9 | 487,0 | 45.030 | 171,8 Ä 28 3,93 
Aethylformiat . . . . . 73,8 | 508,2 | 35590 | 228,4 888,2 | 3,89 
Methylacetat . .. . . . 73,8 | 506,7 | 35180 | 228,6 , 895,5 | 3,# 
Propionsaures Methyl. . | 87,8 537,9 | 30440 | 283,7 | 1099,0 | 3,8 
Aethylacetat . . . . . . ı 87,8 | 523,1 | 28880 | 281,1 : 1098,0 | 3,91 
Methylpropionat . . . . | 87,8 | 530,4 | 25210 | 343,4 | 1355,0 | 3,9 
Propionsaures Aethyl . . 101,8 545,9 | 25210 | 342,8 | 1347,0 | 3,93 
Methylburyrat . . .. . “|| 101,8 554,3 | 26000 | 338,9 | 1325,0 | 3,9 
Methylisobutyrat . . . - || 101,8 540,6 | 25 750 | 337,3 | 1306,0 | 38 
Methylalkohol . .. . . 51,9 | 513,0 | 59 760 | 118,0 | 533,6 | 452 
Aethylalkohol . ... . 45,9 516,1 | 47850 | 166,9 | 670,5 | 4,08 
Propylalkohol . ... . 59,9 | 536,7 ! 31820 | 217,6 | 875,6 | 402 
Essigsäure . . . .... 59,9 | 594,6 | 43400 | 170,5 | 852,0 | 5,0 


Die Zahlen unter dem Striche rühren von Young und Ramssy 
her. Die Hauptzahlen stehen in der letzten Spalte, nach ibnen kam 
eg wohl keinem Zweifel unterliegen, dass der Satz von Ramsay das 
Schicksal aller ähnlichen Sätze theilt, leider nur angenähert richtig zu 


' 
sein. Also thatsächlich ist n keine für alle Substanzen genau gleiche 


Zahl, sondern nur innerhalb ganzer Gruppen von Substanzen, im All 
gemeinen jedoch von Substanz zu Substanz verschieden. Die Voraus 
sage der van der Waals’schen Gleichung ist also nicht bestätigt 
Eine Bestätigung findet nicht einmal in dem Sinne statt, dass der Be 
trag, den die van der Waals’sche Gleichung für jene Verhältnisszehl 
ergiebt, im Durchschnitt zutrifft. Denn dieser Durchschnitt ist etws 
3,85, während er nach der van der Waals’schen Gleichung 2,67, also 
davon sehr abweichend, sein sollte. Keine der in der Tabelle mit 
getheilten Zahlen sinkt unter 3 und die grösste Zahl beträgt 5. Wenn 
man in unserer Gleichung das mit Fy' multiplieirte Glied als klein fort- 
lassen wollte, so würde man für die durchschnittliche Verhältnisszabl 
3,143 erhalten, was mit der aus den Beobachtungen von Andrews; 
Cailletet und Amagat abgeleiteten Zahl für Kohlensäure gut über- 
einstimmt. Diese Zahl ist zwar immer noch erheblich kleiner als die 
aus obigen Angaben berechnete Durchschnittszahl, aber sie kommt ihr 
doch viel näher und ausserdem sind einige Substanzen vorhanden, 
welche fast genau diese Verhältnisszahl aufweisen. Wenn Fy', wie wir 
bereits mehrmals hervorgehoben haben, gleich der Grösse — ß in der 
Clausius’schen Gleichung, mit der sie ja zusammenhängt, für alle 
Substanzen negativ ist, so wird jener bei Vernachlässigung dieser 
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Grösse abgeleitete Betrag 3,143 das Minimum sein, unter welches die 
Verhältnisszahl nicht sinken kann. Thatsächlich ist diese Zahl nur 
bei zwei Substanzen Wasserdampf und Schwefelkohlenstoff kleiner als 
dieser Grenzbetrag ermittelt, indessen ist der Unterschied nur sehr 
gering und kommt gar nicht in Betracht, wenn man erwägt, wie ausser- 
ordentlich unsicher die Bestimmung gerade des kritischen Volumens 
ist, dass man beispielsweise für Kohlensäure, für welche doch mit die 
genauesten Ermittelungen vorliegen, aus den Angaben verschiedener 
Forscher Zahlen ableiten kann, die von der aus Amagat’s Beobachtungen 
berechneten, welche 3,61 ergeben würde, um mehr als 50 Procent 
abweichen. 

Von den grössten Werthen weicht der Betrag 3,143 sehr erheblich 
ab. Das ist ein Hinweis darauf, dass die Grösse Fy’ doch nicht ohne 
Weiteres vernachlässigt werden darf. Allein, es ist auch zu beachten, 
dass k’ für alle Substanzen gleich © angesetzt worden ist. Ich habe 
schon oft bemerkt, dass mir ein zwingender theoretischer Grund hier- 
für nicht vorhanden zu sein scheint. Nimmt man endliche Werthe für 


, 
k', so steigt das Verhältniss _ Indessen steigt es doch nur sehr 


langsam und nicht hinreichend. Kleinere Beträge als > dürfen wir 


‚ 
nicht ansetzen und selbst für diesen unzulässigen Betrag wäre n 
immer nur erst etwa 4. Der höchste Betrag wäre mit X = 1 er- 
reicht und betrüge 6. Um die Zahl 3,41 für Kohlensäure zu erhalten, 
müsste bei Vernachlässigung von Fy das k = 9,10 angesetzt werden. 
Dieser Werth würde aber auch schon herauskommen, wenn das mit 


Fy multiplicirte Glied nur n betrüge. 


Wenn man in der Clausius’schen Gleichung das ß vernach- 
lässigen wollte, so käme die unzulässige van der Waals’sche Formel 
heraus. Die vollständige Clausius’sche Gleichung ergiebt nach den 
Seite 420 und 421 gemachten Angaben für die Constanten b, ß für 
Kohlensäure, Aether und Schwefelkohlenstoff 

” — 33; = 312, — 2,9. 

Für die erste und letztgenannte Substanz ist die Uebereinstimmung 
mit der Erfahrung eine zufriedenstellende und auch hier zeigt sich, 
wie sehr die Clausius’sche Gleichung der van der Waals’schen 
überlegen ist. Letzteres darf ich nunmehr wohl auch von der hier 
angegebenen Gleichung behaupten. 

Nun muss ich noch auf einen Umstand zu sprechen kommen, der 
allen Zustandsgleichungen entgegengehalten werden muss, welche von 
der van der Waals’schen im Wesen abweichen, und der wie nichts 
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Anderes der Theorie des grossen holländischen Forschers Eingang und 
begeisterte Anhänger verschafft hat und noch verschafft, trotz der ihr 
offenkundig anhaftenden Gebrechen. 

Nach van der Waals ist nämlich im kritischen Zustande, wie 
wir gesehen haben, 
—_ _t_ Seel, 
Peyw (on 
Berechnen wir aus diesen drei Gleichungen die 
und AR seiner Zustandsgleichung und setzen 


v = 3b, 


Constanten a, b 


18) T= 
so wird diese Zustandsgleichung 
19) = (+2 2) 1). 


In dieser Gleichung aber sind ausser den drei Grössen rt, %, 9 
nur noch bestimmte Zahlen enthalten, und daher ist sie für alle Sub- 
stanzen die nämliche. Man nennt sie die reducirte Zustands- 
gleichung nach van der Waals, und die drei Variablen 7, 2,9 
heissen reducirte Temperatur, reducirter Druck und redu- 
cirtes Volumen, sie stellen Temperatur, Druck und Volumen dar, 
bezogen auf diese Grössen im kritischen Zustande. Der Umstand aber, 
dass die reducirte Gleichung nur Zahlencoöfficienten als Factoren ent- 
hält, führt zu dem Satze: 


Alle Gase und Flüssigkeiten verhalten sich bei solchen 
Temperaturen, Drucken und Volumina, welche gleiche Viel- 
fache dieser Grössen im kritischen Zustande sind, gleich, 
oder: 

Stimmen bei Substanzen zwei der reducirten Grössen 
überein, so muss auch die dritte reducirte Grösse für sie 
die nämliche sein. 


Das ist das berühmte van der Waals’sche Gesetz der über- 
einstimmenden Zustände, keine der anderen bekannten Gleichungen 
führt zu demselben genau, weder die Clausius’sche noch eine der 
hier angegebenen. Da aber dieses so wunderschöne Gesetz, wie be 
merkt, von so vielen Forschern als zutreffend betrachtet wird, ist e& 
nöthig, zu untersuchen, inwieweit es in der That richtig ist und zu 
welchen entsprechenden Gleichungen andere Formeln führen. Dass 
erstere kann zunächst durch eine unmittelbare Probe an der redu- 
cirten Gleichung selbst geschehen. Die Gleichung gilt für alle Zu 
stände einer Substanz und ihre Zahlencoöfticienten sind absolut genat, 
sie muss also, wenn strenge Gültigkeit beansprucht wird, auch für den 
normalen Zustand, also den Druck einer Atmosphäre, die Temperatur 
0°C. und das zugehörige Volumen bestehen. Rechnet man für Koblen- 
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säure mit den Amagat’schen Werthen für die kritischen Daten, mit 


1 1 


"ung PT 000425 


aus der reducirten Zustandsgleichung die zugehörige Temperatur 
9% — 304,35 r, 

so ergiebt sich 
d — 369,4 


anstatt 9 —= 273, also eine ganz unstatthafte Zahl. Sehr wenig besser 
wird die Uebereinstimmung, wenn man die hier angenommenen Mittel- 
werthe der kritischen Daten benutzt. Man erhält 9 = 347,8. Diese 
Probe, die doch wohl als eine Hauptprobe bezeichnet werden darf, 
liefert also ein für die Beurtheilung der van der Waals’schen 
reducirten Gleichung sehr ungünstiges Resultat. Das betrifft nur die 
Gleichung; wenn nun auch diese sich quantitativ nicht bewährt, so 
könnte der Satz von den übereinstimmenden Zuständen immer noch 
richtig sein. Das werden wir später prüfen. Wir untersuchen erst, 
zu welchen reducirten Formeln die anderen Zustandsgleichungen 
führen. 

Für die Clausius’sche Gleichung in der ursprünglichen Form 
findet man nach einigen leichten Rechnungen 


97 
2) are 8] 
Pp—-1r7 "(pP -1+37) 
woselbst 
’ 
vn — 8? 
pi 


ist. Sind die Angaben in der Tabelle auf S. 469 f. richtig und die 
Differenzen in den Zablen der letzten Spalte real und nicht bloss durch 
Beobachtungsfehler verursacht, so kann KR keine für alle Substanzen 


’ 
gleiche Zahl sein, da es gleich r ist. Nach unserer Theorie würde 


das annähernd der Fall sein, wenn A im kritischen Zustande bei allen 

Substanzen gleich © oder einer so grossen Zahl gleich gesetzt werden 
Tk —5 3k —) . 7 

dürfte, dass IE” und - Ir sich nur wenig noch von ri bezw. 


2 unterscheiden. 


Rechnen wir nach Clausius’ Gleichung für Kohlensäure vom 
kritischen Zustande rückwärts zum normalen, so erhalten wir mit den 
obigen Werthen für x, @ und den Werthen für die kritischen Daten 


» —= 0,9991 


statt 1, also eine ausgezeichnete Uebereinstimmung. ® fänden wir zu 
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% = 277 


statt 273, was gleichfalls noch befriedigen kann. An sich scheint also 
die reducirte Gleichung nach Clausius brauchbar zu sein. Die Be- 
deutung einer allgemein gültigen Gleichung kommt ihr aber nicht zu, 
wie van der Waals selbst erkannt hat, 

Nur noch die ursprüngliche Gleichung von Clausius lässt eine 
relativ einfache reducirte Zustandsgleichung ableiten, die aber auch 
schon nicht mehr nur Zahlencoöfficienten enthält. Nimmt man die 
Clausius’sche Gleichung in der ihr von Clausius selbst oder von 
anderen verliehenen Erweiterung, so gelangt man nicht mehr zu ein- 
fachen Ergebnissen. Die hier abgeleitete Zustandsgleichung aber führt 
zu einer brauchbaren reducirten Gleichung lediglich für solche Zu- 
stände, welche in unmittelbarer Nähe des kritischen Zustandes sich 
befinden. Eine vollständige reducirte Zustandsgleichung liefert hier- 
nach nur die van der Waals’sche Theorie, aber freilich eine, welche 
den Thatsachen allgemein sicher nicht entspricht. 

Van der Waals hat aus seiner Theorie noch einige Folgerungen 
gezogen, die das Gesetz der übereinstimmenden Zustände selbst be- 
treffen und die wir noch zu betrachten haben. Das Verfahren, welches 
er eingeschlagen hat, entspricht dem S. 451 dargelegten. 

Nach Satz 40) im Abschnitt 50 haben wir 


dv 


p(v — dı) = | pdv, 
v 
oder reducirt: 
Pa 
21) 29 — 9) = |xap. 
Pı 
Stellt man mit Hülfe der reducirten Zustandsgleichung das % 
unter dem Integralzeichen als Function von @ und 7 dar, so erhält 
man, wie S. 450, eine Gleichung: 


(pı — 72) = I (Pu Pa P). 

Indem man dann , und 9, durch zweimalige Anwendung der redu- 
cirten Zustandsgleichung eliminirt, resultirt zuletzt eine Gleichung 
x —= F,(t), die reducirte Gleichung der Spannungscurve. Nun soll 
die reducirte Zustandsgleichung für alle Substanzen die nämliche seir, 
also sind auch die Functionen / und F für alle Substanzen die nämlichen 
und hätten nur Zahlencoäfficienten zu enthalten. Aehnlich haben wir 
durch Elimination von T einmal aus der reducirten Zustandsgleichung 
für @,, das andere Mal aus der für @, die Gleichungen 


9 um, ml. 
Das sind die Gleichungen der Aeste der Grenzcurve (S.436), und such 
in ihnen sind @, und (, für alle Substanzen gleiche Functionen mit 
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nur Zahlencoöfficienten. Hiernach ergäben sich die folgenden, von 
van der Waals aufgestellten Theoreme: 

1. Ist für verschiedene gesättigte Dämpfe die absolute 
Temperatur der nämliche Theil der kritischen Temperatur, 
so ist auch die Spannung der nämliche Theil des kritischen 
Druckes. 

2. Ist für verschiedene gesättigte Dämpfe und Flüssig- 
keiten die absolute Temperatur der nämliche Theil der kriti- 
schen Temperatur, so ist auch das specifische Volumen des 
Dampfes wie der Flüssigkeit der nämliche Theil des kriti- 
schen specifischen Volumens. 

3. Die Grenzcurven der verschiedenen Körper, in der 
Weise gezeichnet, dass ihre Culminationspunkte zusammen- 
fallen, fallen vollständig zusammen. 

4. Die molekulare latente Wärme, dividirt durch die ab- 
solute kritische Temperatur, ist für alle Körperein und die- 
selbe Function der reducirten Temperatur. 

Wir können noch hinzufügen: 

5. Die Isothermen für gleiche reducirte Temperaturen, 
gezeichnet mit reducirtem Druck und reducirter Temperatur 
als Coordinaten, fallen für alle Körper zusammen. 

Den letzten Satz glaubt Amagat für mehrere Substanzen, als der 
Erfahrung entsprechend, bezeichnen zu sollen. 

Herr Sydney Young hat besonders die beiden ersten Sätze einer 
eingehenden Prüfung durch die Erfahrung unterzogen!). In sorgfältig 
ausgearbeiteten Tabellen hat er 12 Stoffe, nämlich Fluorbenzol, Chlor- 
benzol, Brombenzol, Jodbenzol, Benzol, Kohlenstofftetrachlorid, Zinn- 
chlorid, Aether, Methylalkobol, Aethylalkohol, Propylalkohol, Essig- 
säure mit einander verglichen, indem er zu gleichen reducirten 
Drucken, Temperaturen u. s. f. die entsprechenden reducirten Teınpe- 
raturen, Volumina u. s. f. der genannten Stoffe neben einander stellte. 
Das Resultat ist, dass die van der Waals’schen Sätze nur in 
einer beschränkten Zahl von Fällen richtig sein können, 
dass sie aber unter Umständen zu vollständig unrichtigen 
Ergebnissen führen. Der Beweis scheint mir aus S. Young’s Zu- 
sammenstellungen mit genügender Nothwendigkeit zu folgen. Wenn 
nun auch die Sätze von den übereinstimmenden Zuständen allgemein 
nicht gelten, so hat man doch den Eindruck, als ob sie immer für 
Gruppen von Substanzen zutreffen, und zwar für Gruppen, innerhalb 
deren das ideale kritische Volumen zu dem wirklichen für alle Sub- 
stanzen in dem gleichen Verhältnisse steht, worauf auch Herr 
S. Young hinzudeuten scheint. Clausius’ Gleichung sagt dieses 
voraus. Nach unserer Theorie würde das bedeuten, dass die Sub- 


I) Physikalische Revue, Bd. 1, 8. 385 fl. 
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stanzen gleiches k und gleiche Functionen F' haben müssen. Eirxr 
solche Gruppe bilden nach Herrn S. Young die vier Benzolbaloge x» 
in der That haben alle diese nach der Tafel auf S. 470 fast gms 


L 
gleiches ". Ebenso sollen die Alkohole unter sich und von de 


p’ 


Essigsäure weniger abweichen als von den vorgenannten Benzo]- 
' 


halogenen; wirklich bilden sie unter sich eine Gruppe mit grösserem _ 

Indessen ıst das noch alles sehr unsicher. Darin nur bestärkt es, 
. ' 

dass in der That die Verhältnisszahl - nicht für alle Stoffe 


genau gleich gross ist. 

Der van der Waals’sche Satz unter 4) über die molekulare 
latente Wärme erinnert daran, dass auch unsere Theorie eine Gleichung 
für diese Wärme ergeben hat, die nunmehr einer Discussion unter- 
zogen werden kann. In unseren jetzigen Bezeichnungen war die 
Gleichung: 


22,) Jr = (Rt — R)® 


mt It 
Has 9)" nu(®) * + nm 


woselbst R7, R5; Zı, Ra die Werthe der Constanten R*, R für den 
Dampf bezw. die Flüssigkeit bedeuten und ähnlich A,, Ay; b, ds; 
u” un sich auf die betreffenden Grössen für Dampf und Flüssigkeit 


i1? 
beziehen. | 
Gehen wir nun von Zustandsgleichungen der hier gewählten Form 


aus, so müssen, wenn Flüssigkeit und Dampf nicht bloss im kritischen 
Zustande, sondern überhaupt in der molekularen Constitution überein- 
stimmen, R,, A, und ebenso b,, b, mit einander übereinstimmen. Ds 
gegen können und werden IT und R, von einander durchaus ver 
schieden sein. Dieses erhellt daraus, dass ja selbst bei idealen Gasen 
die bezeichneten Grössen als proportional der specifischen Wärme 
bei constantem Druck mit der Temperatur variabel sind (S. 190 f.). 
Setzen wir 


r(0) (0) __ * * 
23) U - m=A R-R=B 


so wird 


Tk)—5 79—5 
4k =) 4kg 
22,) Jr —=4A+BP + Ib ey" - k “| 


oder nach 9,) 
22,) Jr = A+D2B®-+ 


7k'—65 kıı—5 Tkg—5 
2(41°)2 0 A ; N akı I\ ih 
’ ; I — ı ” _ — — 
5(K’—3)(31’—5) yr . I ) ( ) (. -) 
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dafür" = 
» Ir = A+BPH 


_ıT 7k—5 Tka—6 
32 00 (*) ‘ @ eh, (2) ehe | 
— ve — FH) — —). — (— . 
15 (7pvV 21%) Mr v 2, 


Das dritte Glied rechter Hand ist im Allgemeinen sehr klein. Für 
asser 2. B. beträgt es bei 0° etwa 0,1 Calorie, eine Grösse, die in 
ıehung der bei Bestimmung der Verdampfungswärme möglichen 
obachtungsfehler kaum in Betracht kommt. Zugleich freilich müssen 
r folgern, dass r fast genau durch eine lineare Formel nach der 
soluten Temperatur darzustellen sein müsse. Regnault, der doch 
n Werth seiner Beobachtungen am besten musste beurtheilen können, 
t auch in der That eine solche Darstellung für ausreichend erachtet, 
äteren Forschern jedoch schien diese nicht zu genügen. Da 
3gnault nicht die reine Verdampfungswärme bestimmt hat, sondern 
?se zusammen mit der Wärme, welche zur Erwärmung des Wassers 
forderlich ist, so muss man die letztere von Regnault’s Beob- 
htungszahlen abziehen. Diese nun hängt von der specifischen Wärme 
s Wassers ab, in Bezug auf letztere aber sind die Forscher trotz 
er Bemühungen noch nicht zu übereinstimmenden Ergebnissen ge- 
agt; und so lange für diese Grösse so differente Angaben vorliegen, 
e die von Jamin und Amaury einerseits und von Velten anderer- 
ts, ist es ganz unmöglich, zur Klarheit zu kommen!). Indessen 
rf auch nicht ausser Acht gelassen werden, dass die Grösse R nicht 
ı Constante in Anspruch genommen werden kann, woraus folgt, dass 
5 Darstellung von r doch eigentlich keine lineare Function ergiebt, 
\bst wenn man nur die beiden ersten Glieder beibehält. 

Da im kritischen Zustande r = 0 ist, und die auf A + BP 
Igenden Glieder sich aufheben, so hätten wir, wenn der Werth von 
in diesem Zustande mit .B’ bezeichnet wird: 

A+PI —=O. 

Gehen wir nun hinsichtlich der Berechnung der inneren Energie 
r die Flüssigkeit und für ihren Dampf vom kritischen Zustande aus 
ıd nehmen an, wozu wir berechtigt sind, dass in diesem Zustande 
ide Substanzen gleiche innere Energie haben, so wäre A = 0, also 
ässte auch B’==v sein. Das heisst, in diesem Zustande ist RT! —=R%}, 
e zu erwarten steht, und es ist überhaupt 


= Tı—B Tko—5 
4kı 4ky 
,) Jr =B® +6 @) _ (}) | 
. " | 


‚selbst 


') Man sehe die gründliche und mühselige Auseinandersetzung bei 
üllner ]. c. 8. 486 bis 506. 
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32 /D\ * Yu , 
zu setzen ist. 
Dividiren wir jetzt durch ®, so hätten wir 


Th—B Te 
Jr 1 I\ I\ + 
22) zen+cz|l@) ir | 


Nun ist das zweite Glied rechter Hand relativ klein, also könn 
mit grosser Annäherung setzen: 
Ir 
> 
Das rechtfertigt nahezu den unter 4) angeführten Satz von va 


Waals, denn B muss als Differenz der Grössen R7, R, umg 
proportional dem Molekulargewichte sein, und setzen wir 


22,) = Br. 


B= 2 
m 
so wäre 
22,) Im = Br. 


Ist nun auch der früher (S. 456) dargelegte Satz von Tr: 
richtig, wonach bei der Verdampfung unter normalem Atmosp 
druck und wohl auch bei Drucken, die diesem benachbart 
Jrm 

% 
Verhältnisse wenigstens Br für alle Substanzen denselben Werth 
also B umgekehrt proportional der reducirten Temperatur sein 
wir hätten biernach überhaupt für diese Verhältnisse 

moıiß m—ıB 


m T 


für alle Substanzen eine Constante sein soll, so würde für 


woselbst P von der Temperatur unabhängig und so geartet 
dass PL — P, für alle Substanzen denselben Werth besässe. 
Die weitere Prüfung der hier abgeleiteten Zustandsgleichung 
wesentlich nur qualitativ sein, da zu den numerischen Rechnung 
erforderlichen Daten fehlen oder keine hinreichende Sicherheit 
Zu wie verschiedenen Werthen man auf Grund des vorhandenen 
achtungsmaterials gelangt, kann an dem Beispiele der Kohlensäu 
zeigt werden. Setzt man X” = © und nimmt für die krit 
| die aus allen vorhandenen Beobachtungen abgeleiteten . 


— 74 Atm., 9°’ = 304,20, U!’ — 0,00445, 
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erhält man, indem noch R = = und das Volumen der Kohlensäure 
‚er normalen Verhältnissen gleich 505 ccm angesetzt wird, in abso- 
m Einheiten aus den Gleichungen 8,) bis 10,): 


4 1 
FvVs—=—54855x10, PFv = — 12327 x 105, 


[e 


F,' + Fy' v8 


FF, = — 16146 x 105, Fr 


— 4756,2 x 10°, 
_ı 
F' + F)vV ® = 10688 x 105, Fi’ = 23015 x 105, 


17 
- 
Rı (7) — 333 x 10%, Rb— 13224. 


Hätten wir dagegen die kritischen Daten allein nach Amagat’s 
mittelungen angesetzt (p’ == 72,9 Atm., 9’ — 304,35, v’ = 0,004.26), 
4 


wäre Fy'v’ ® wiederum negativ, aber fast doppelt so gross wie der 
ige Werth herausgekommen und Rb wäre negativ geworden, was 
zulässig ist. Wären andererseits die kritischen Daten nach An- 
©Sws eingesetzt worden (p’ — 75, 9° — 304, v’ = 0,0066), so wäre 


4 
vs positiv geworden, statt wie bisher negativ, Rb wäre sehr 
>88 und auch positiv u. 8. f£ Dazu kommt noch die Ungewissheit 
sr die Grösse k selbst im kritischen Zustande, geschweige denn in 
en anderen Zuständen ausser bei niedrigen Drucken, woselbst eine 
tersuchung wiederum bedeutungslos ist. Kurz, es ist im gegen- 
Ttigen Stande der Wissenschaft ein vergebliches Bemühen, quanti- 
äve Entscheidungen herbeiführen zu wollen. Auch für die Clau- 
As’sche Gleichung kann man die abweichendsten Zahlenwerthe für 
° Constanten erlangen, je nach den zu Grunde gelegten Beob- 
htungen. 

Rechnet man die Zustandsgleichung für normale Verhältnisse der 
Ihlensäure, also für 


p=1Am, 9=273 v=505, k=13, 
ad setzt für Rb den vorhin angegebenen Werth an, so resultirt 
log (pv) = 8,70899, log (R®) = 8,71121, 


4,1 
9\52 
log | Rb (5) — 3,91073, 


raus folgt: 
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3 
pv — 511667000, R# — 51428900, Rb () = 8142, 
1 


5 _ı 
F, hr — 2630142, F\, + F,v ? = 13282 x 10%. 


pv und R# sind hier selbstverständlich die Hauptglieder, das näch 
1 


8 
grösste Zu Zu ist nur etwa Su davon, das geringste weı 
mehr als ro. Im kritischen Zustande überwiegt das Gl 


1 
' In 8 
A +Fv! mit 4756 x 105 dasjenige p’v" mit nur 1592 x 1 


0) 
um das Dreifache, und bleibt gegen das R9’ mit 5731 x 10° n 
Te —5 
9\ ar 
wenig zurück. Auch das Glied Rb (5) hat an Bedeutung $ 


1 
wonnen, es ist fast z von p'v.. Noch mache ich darauf aufmerkss 


1 
dass F} + F3V ® im Normalzustande von derselben Grössenordnu! 
ist wie im kritischen; das entspricht der van der Waals’schen u 
Clausius’schen Gleichung. 


Die Rechnung ist nur für ein Gas geführt, für Kohlensäure. Mi 
kann sich aber auch sonst des Eindruckes nicht erwehren, als | 
überhaupt das vom Stossvirial herrührende Glied die unbedeutends 
Rolle spielt und fast nur in der Nähe des kritischen Zustandes, bez 
bei sehr grossen Drucken, zu berücksichtigen ist. Dagegen darf d 
von den inneren Kräften herrührende Glied nur in hohen Tempet 
turen und niedrigen Drucken fortgelassen werden. Wie sich die Sad 
für ganz niedrige Drucke, im sogenannten Vacuum, verhält, ist leid 
noch völlig ungewiss. 

Ueber die Art der Functionen F,, F, können wir auf diese 
Wege keine Klarheit gewinnen. Im Allgemeinen wird man sie ! 
von ® linear abhängig ansehen dürfen. Für das Folgende kommt & 
auch nicht in Betracht. 


Von den in unserer Zustandsgleichung vertretenen Grössen | 
1 


Ieb positiv. Die Grösse F}, + F, v 3 wird positiv sein, wenn zwisch' 
den Molekeln anziehende Wirkungen bestehen, negativ im entgeg® 
gesetzten Falle Wenn wir also nicht präjudiciren wollen, so sag! 
wir, dass diese Grösse bei Flüssigkeiten positiv ist, bei Gasen posit 
sein kann, aber auch negativ. Clausius’ Zustandsgleichung in d 
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Erweiterung nach Clausius selbst oder nach Battelli erfordert in 
der That einen Durchgang der entsprechenden Grösse von positiven 
Werthen für niedrige Temperaturen durch Null zu negativen. Dieses 
ist für Kohlensäure, Wasser, Aether, Schwefelkohlenstoff sicher. Die 
betreffenden Uebergangstemperaturen liegen sehr hoch, viel höher als 
die kritischen Temperaturen, so nach Clausius für Kohlensäure bei 
etwa 730°C., für Aether und Schwefelkohlenstoff nach Battelli gar 
bei mehr als 10000°C. Aber das Wesentliche ist, dass eine solche 
Vebergangstemperatur vorhanden ist, oberhalb deren die Anziehungen 
der Molekeln sich in Abstossungen verwandeln. Unwillkürlich denkt 
man dabei an Maxwell’s Gastheorie, die ja die Annahme einer Ab- 
stossung der Molekeln zur Grundlage hat. Nach Clausius und 
Battelli würde diese Temperatur für alle Drucke in gleicher Höhe liegen, 
nach der hier angegebenen Gleichung wäre sie von dem Drucke abhängig. 


Nun haben wir 
7k—8 1 


ik 18 
pyv— RI —Rb (7) Fre. 
v 0) 
%o lange das zweite Glied rechts vom Gleichheitszeichen positiv ist, 
kun pv — R% positiv oder negativ sein. Sobald jedoch die Ueber- 
gangstemperatur überschritten ist, muss jedenfalls pv — RO > v 
sein. Also: 

Für alle Gase besteht bei unveränderter Dichte eine 
Temperatur, oberhalb deren die molekulare Anziehung in 
Abstossung übergeht. Demnach besteht auch eine Tempe- 
ratur, oberhalb deren das Product pv jedenfalls grösser ist, 
als es im idealen Zustande des Gases unter gleichen Um- 
stäinden wäre. Diese Temperatur ıst abhängig von der 
Dichte. 

Geben wir somit bei bestimmter Dichte von einer Temperatur aus, 
für welche pv < R® ist, und steigen zu höheren Temperaturen auf, 
®® muss 9% — RD immer kleiner werden, zuletzt wird es Null und 
bei noch höheren Temperaturen positiv. Für Wasserstoff scheint die 
Uebergangstemperatur bei nicht zu hohen Drucken sogar unter 0°C. 
zu legen. Dass bei anderen Gasen der bezeichnete Gang der Grösse 
P0— R® wirklich stattfindet, davon kann man sich aus den Unter- 
suchungen Amagat’s überzeugen. Als Beispiel führe ich folgende 
“u seinen Angaben für Kohlensäure berechnete Zahlenreihe an. Es 
ist bei einer constant bleibenden Dichte, welche die bei normalen Ver- 
hältnissen um das 100fache übersteigt, 


in den Temperaturen 
0° 19° . 20° 30° 40° 500 60° 
pv — RP 
0,656, — 0,593, — 0,510, — 0,482, — 0,161, — 0,438, — 0,418, 
Weinstein, Thermodynamik. 31 
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ın den Temperaturen 
70° 800 90° 100° 137° 1980 2580 
pv— RP 
— 0,398, — 0,380, — 0,363, — 0,343, — 0,287, — 0,190, — 0,135. 


Die Versuche brechen bei 258°C. ab. Aber der Gang der Zahlen 
lässt deutlich erkennen, dass zuletzt für Kohlensäure yv — RP positiv 
wird. Ja, die Temperatur, für welche dieses eintritt, liegt anscheinend 
nicht einmal sehr hoch, etwa bei 500°C., oder noch niedriger. Ferner 
tritt nach diesen Amagat’schen Versuchen der Uebergang um so 
früher ein, je geringer die Dichte ist. Gehen wir ferner von einer 
Dichte und Temperatur aus, für welche pv9 — R® bereits positiv ist, 
so muss diese Grösse bei unverändert bleibender Dichte mit wachsender 
Temperatur ständig grösser werden. Auch hier kann ich Bestätigung 
aus Amagat’s Versuchen vorführen. So ist pv — RP für Weasser- 
stoff in den Temperaturen 0°, 16°, 100°, 200° bei den Dichten 
0,01069-! bezw. 0,002713-!: 

0,069, 0,076, 0,101, 0,126, 

0,356, 0,381, 0,503, 0,637, 
und für Luft bei den nämlichen Temperaturen und der Dichte 
0,0028371: 

0,277, 0,424, 0,601, 1,083; 
alle Zahlen wachsen mit wachsender Temperatur. Nehmen wir für 
unsere Functionen, entsprechend früheren Auseinandersetzungen (S.373), 
lineare Abhängigkeit von der Temperatur an, so wäre 

1 1 1 
F+E®=4A+40:—- (B +30 °)8, 
also die Temperatur, für welche die molecularen Anziehungen gerade 
verschwinden, um in Abstossungen überzugehen (pv — RD wechselt 
selbstverständlich früher das Zeichen): 
I — Art Asp ® . 


1 
B, + B,v ? 
Ob hiernach 9 mit wachsender Verdichtung zunimmt oder abnimmt, 
hängt von dem Zeichen von A; B, — A,B, ab, worüber ich ale 
nichts auszusagen weiss. 
Der absolute Spannungscoöfficient ist 


a, 


8k—5 
CP\ _ _R  Rb/O\ %* (7k—5 5 ok 9 
3) (2) (ar + 55? ,) 
cr, of, -, 
An, +78 
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| E (Aethylen) zwischen den Temperaturen 
Volumen | a 


— 
| | 80—80°| sc 801000" | 100—137 -usn30 137,5—198,5° 


| 0—20°' ' 20—40° D 40—60° 


0,016 866 || 0,310 | 0,300 | 0,300 | 0,305 | 0,300 0,285 0,285 
0,011250| — | 0,505 | 0,495 | 0,490 | 0,475 0,458 0,459 
0,008 3338| — | 0,735 | 0,720 | 0,710 | 0,720 0,696 0,688 
0,0064281 — | 1,030 | 1,085 | 1,045 | 1,040 1,018 1,016 
0,0050001) — | 1,475 | 1,500 | 1,525 | 1,55 1,528 1,498 
0,004 166 | — | 2,080 | 2,170 | 2,130 | 2,220 2,104 2,118 
0,008 500 | 2,975 | 3,125 | 8,175 | 3,175 | 3,310 3,048 3,025 
0,008 000 || 4,750 | 4,610 | 4,715 | 4,650 | 4,800 4,413 — 


0,002 857 | 5,145 | 5,530 | 5,200 | 5,375 | 5,475 _ — 


Anders verhält es sich, wenn die Dichte variirt. Gleich das erste 
Glied - ist sehr bedeutend. Die folgenden freilich werden weniger 


ins Gewicht fallen. Indessen sind sie doch alle positiv, und darum 
nimmt der absolute Spannungscoöfficient mit wachsender Dichte ständig 
zu. Uebrigens ist bis jetzt bei keinem Gase eine Abnahme constatirt 
worden, wiewohl Beobachtungen bis zu 3000 Atmosphären Druck vor- 
liegen, sondern stets nur eine Zunahme. Die Formel widerspricht dem 
nicht, im Gegentheil lässt sie eine Abnahme zwar zu, aber nur unter 
Verhältnissen, die sehr unwahrscheinlich sind. 

Was den relativen Spannungscoöfficienten — u: anbetrifft, so 
nimmt dieser bei constantem v® mit wachsender Temperstar auch nach 
der Formel stetig ab. Bei constanter Temperatur und wachsender 


Ä 1 
Dichte dagegen muss in solchen Temperaturen, für welche F}, + F,v 3 
positiv ist, so lange wenigstens als A zunimmt, nach der Formel > 5 
rascher wachsen als », also der relative Spannungscoöfficient mit 
wachsendem Drucke zunehmen, später jedoch kann das umgekehrte 
Verbältniss eintreten, namentlich wenn der Druck so hoch geworden 
ist, dass bei weiterer Steigerung die Volumenänderung nur noch ge- 
ring ist. 

Hier will ich die Untersuchung abbrechen; ich glaube hinlänglich 
nachgewiesen zu haben, dass man aus dem Virialprincipe Zustands- 
gleichungen ableiten kann, die den Erfabrungen mindestens qualitativ 
entsprechen. Entscheidende quantitative Prüfungen vorzunehmen und, 
nothgedrungen noch unbestimmt gelassene, Functionen in den Zu- 
standsgleichungen zu ermitteln, muss der Zukunft vorbehalten bleiben, 
die Gegenwart bietet dazu die Mittel noch nicht. 
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ANKUNDIGUNG. 


Die Lehre von der Wärme hat in den letzten Jahrzelinten durch die 
Arbeiten von Villard Gibbs, v. Helmholtz, Planck, Duhem, Oxtwald 
und Anderen eine durchgreifende Aenderung erfahren, durch welche es er- 
möglicht worden ist. Gebiete, die ihr vorher fern gelegen lıab«n, so insbesondere 
die Grenzgebiete zwischen Physik und Chemie, in sie einzubeziehen. Eın 
zusamınenfassendes Lehrbuch lıat bisher gefehlt. Der Verfasser hat sich zum 
Ziele grrteckt, ein solches in möglichster Vollständigkeit zu schreiben. Da 
eine praktische Anwendung der Lehren olıne Kenntniss der Bedingunzen, 
welche das Verhalten der Körper regeln. nicht zu erzielen ist, hat der Ver- 
fasser auch die Theorie der Zustandsgleichung der Körper eingehend behan- 
delt. Hierzu war es erforderlich, die Kinetik der Körper einzubeziehen, und 
dieses ist im vorliegenden Werke in ziemlich umfassender Weise ıreschehen. 
Demnach enthält dieses Werk nicht allein die Thermodynamik, sondern 
auch die Kinetik, beide so weit durchsearbeitet, als es mit den vorhandenen 
Mitteln sich ermöglichen liess. Eine grosse Zahl von Unterruchunren sind 
neu und rühren vom Verfüsser selbst her. Ueberall ist auf genaue Prüfung 
und Anwendung der Theorie Wertl gelegt, daher enthält das Werk eingehende 
numerische Berechnungen, sei es die Anwendung der mathematischen Formeln 
darzuthun, sei es zu ermitteln, ob eine Hypothese der Erfahrung entspricht. 
Derartire Berechnungen betreflen beunders die Zustandsgleichungen und sind 
bier vor allem nöthig, weil es sich um einen der wichtigsten Theile der 
Physik handelt, in welchem noch sehr viel Unklarheit herrscht. Wiewohl 
hiernach das Werk nirend selbst den schwierigeren, mathematischen Unter- 
suchungen aus dem \ege gelıt. und die Theorien analytisch in allen Counse- 
quenzen verlolzt, ist es doch auch praktisch angelegt, da den Darlerungen über 
Erfahrungen gleicher Raum gegönnt ist wie denen über die Theorien. Selbat- 
verständlich kunnte es sich dabei nicht um Auseinandersetzungen handeln, 
welche lediglich dem Gebiete der Experimentalphysik angehören; weıren 
dieser ist auf die bekannten Lehrbücher verwiesen. Ein sehr eingehendex 
Inhaltsverzeichniss soll die Brauchbarkeit des Buches erliöhen. 

Das Werk ist insbesondere für Physiker und Chemiker geschrieben, 
doch werden auch Astronomen und Meteorologen manches finden, was 
für sie von Interesse ist. 

Der vorliegende zweite Band behandelt zunächst die Theorie der absoluten 
Temperatur, und zwar nach der thermodynamischen, wie nach Jer therio- 
kinetischen Definition. Es werden für Luft und Kohlensäure auch zahleın- 
mässige Beziehunsren zu conventionellen Temperaturscalen festgestellt. Dann 
folet (die "Theorie der Flüssirkeiten und die der festen Körper. Die Aus- 
führung schliesst sich an die der Grase im ersten Bande an. Zur Sprache 
kommen also die Zustanedseleichungen, die Capillaritäts-, BReibungs- und 
Wärmeleitungsverhältnisse. die speeitischen Wärmen, Diffusion, Osmiose, Be- 
werrung und Deformation, Aenderung des Zustandes u.s.£. Ein weiteres Uapitel 
dient: der Theorie des thermodynamischen Gleichrewichts und der thermo- 
dynamischen Aenderungen und bezieht sich auch auf die nicht unıkehrbaren 
Vorgänge. Es bildet eine genauere Ausführung der im ersten Bande ent- 
haltenen allremeinen Theorie und dient auch zur schärferen Fassun:r der 
therinodynamischen Prineipe. Endlich das letzte Capitel beschäftigt sich mit 
den nicht verdünnten Lösungen und behandelt alle für Lösungen überhaupt 
wiehtiren Fräsen. Ueberall sind zur Klarstellung der 'Theorieen die in 
Betracht Konmmenden experimentellen Krygebnisse in erossem Umfange und 
renaner Bearbeitung einzefloehten. Physik ınd Chemie sind in «zleicher 
Weise bermeksichtirt. 
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VORWORT. 


Der erste Band dieses Werkes hat bei meinen Fachgenossen 
im Allgemeinen eine freundliche Aufnahme gefunden. Von einer 
sehr hervorragenden Stelle ist diesem Bande allerdings ein Vor- 
wurf daraus gemacht worden, dass er die Thermodynamik mit 
der Kinetik zusammen behandelt und sind ihm Muster für andere 
Behandlungsweisen entgegengehalten worden. Es lässt sich dar- 
über nichts sagen, da jeder Verfasser, wenn er auf Eigenart nicht 
verzichten will, auch seine eigene Methode anwenden darf. Es 
kommt dann nur darauf an, dass er sie gewissenhaft und gründ- 
lich zur Ausführung bringt. Dass unter Umständen für Lernende 
eine Methode sich besser eignet als eine andere, darf zugegeben wer- 
den; aber die ganze Anlage des Werkes thut es dar, dass es nicht 
meine Absicht gewesen ist, für ganz Ununterrichtete zu schreiben; 
ich habe sehr erhebliche Kenntnisse mathematischen und physika- 
lischen Inhalts und auch eigene Beurtheilung der Aufstellungen 
durch den Leser vorausgesetzt. Ausserdem kam es mir überall 
auf das Wesen der Sache an, und namentlich auch darauf, dem 
Leser zu zeigen, wie man sich bemüht hat, sich auch gewisse 
Bilder von den Vorgängen zu schaffen, und man thut der Thermo- 
dynamik Unrecht, wenn man ohne Zuhülfenahme von Betrach- 
tungen uns dem (Gebiete der Kinetik von ihr irgend welche Vor- 
stellungen — ich will entgegenkommend sagen uns gewohnter 
und lieb gewordener Art — erwartet; sie ist solche zu liefern 
ihrer ganzen Anlage nach nicht im Stande. Dazu kommt, dass der 
Werth der Thermodynamik gegenwärtig üfter ebenso überschätzt 
wird, wie es früher bei dem Werth der Kinetik der Fall gewesen 
ist. Die Thermodynamik ist noch keineswegs ein sicheres Leit- 
seil durch das Wirrsal der Vorgänge; ihre Grundlagen sind zum 
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Theil so dunkel, dass ja von hervorragendsten Forschern Zweifel 
gegen sie geltend gemacht sind. Einstweilen, scheint es mir, 
müssen sich die beiden Wissenszweige Thermodynamik und 
Kinetik noch gegenseitig stützen, jede verleiht der anderen Halt. 
Es ist nicht einmal richtig, dass man die praktischen Schluss- 
formeln in der Thermodynamik immer erhalten kann; man be- 
darf überall einer Reihe von Nebenlehren, die meist durchaus 
bestimmte Vorstellungen verlangen. Diese durch nackte For- 
meln zu ersetzen, wird Wenige befriedigen. 

Der zweite Band, den ich hiermit der Oeffentlichkeit über- 
gebe, ist nach derselben Methode gearbeitet wie der erste. Doch 
habe ich noch mehr Werth auf Berücksichtigung des Erfahrungs- 
materials gelegt. Der Leser wird eine Menge von Tabellen und 
Zusammenstellungen finden, mehr vielleicht, als er in einem 
Werke, das doch vornehmlich der Theorie gewidmet ist, erwarten 
dürfte. Damit hoffe ich besonders meinen engeren Fachgenossen 
von der Physik zu Gefallen gewesen zu sein, denn die Angaben 
gehören auch zum grossen Theil dem Gebiete der Chemie oder der 
physikalischen Chemie an. Die Literatur habe ich nach Mög- 
lichkeit berücksichtigt. Irgend annähernd vollständige Ausnutzung 
der Literatur ist gegenwärtig gänzlich unmöglich. Die Zahl der 
Arbeiten ist ins Ungeheure gewachsen, und oft genug muss man 
viele studiren, ehe man eine für den Zweck brauchbar findet. 
Dazu kommt, dass unsere jüngeren Gelehrten sich vielfach einen 
schweren, dunkeln Styl angewöhnt haben; die Schüler der grossen 
Lehrer setzen vieles als bekannt voraus, was sie von ihren Lehrern 
gehört haben mögen, was aber den anderen fremd ist. Auch die 
Darstellungsmethoden werden häufig sehr einseitig ausgebildet 
und angewendet. Bei bekannten Darstellungsmethoden schadet 
das nichts, bei unbekannten hat man seine liebe Mühe und Noth. 
Wenn in diessm Werke einiges übergangen oder nicht dargelegt 
ist, so geschah es entweder, weil der Verfasser den Werth anders 
bemessen hat als der Urheber, oder weil hervorragende Werke 
vorhanden sind, welche schon eine erschöpfende Darstellung geben, 
wie das ausgezeichnete Werk des Herrn Ostwald. Was der 
Verfasser von Eigenem gegeben hat, wird der kundige Leser 
selbst finden, hier erwähnen will ich nur die Theorie der 
absoluten Temperatur und die der festen Körper. Die Namen 
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der Urheber bestimmter Lehren oder bestimmter Ergebnisse zu 
erwähnen, ist, glaube ich, nie unterlassen worden. 

Der Band führt die Thermodynamik bis zu der Theorie der 
nicht verdünnten Lösungen. Die Theorie der verdünnten Lösungen 
wird zusammen mit den Lehren der Elektrolyse und verwandter 
Gebiete in einem weiteren Bande behandelt werden. 

Der Verlagsbuchhandlung muss ich an dieser Stelle meinen 
Dank für die ausserordentliche Sorgfalt, mit der sie mir bei der 
Herstellung dieses auch typographisch sehr schwierigen Werkes 
behülflich gewesen ist, aussprechen. 


Charlottenburg, im Januar 1903. 


Weinstein. 
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Neuntes Capitel. 


Die absolute Temperatur. 


Den weiteren Betrachtungen schicke ich eine Auseinandersetzung 
über die absolute Temperatur voraus, welche auch die im ersten Bande 
gegebenen Theorieen vervollständigen soll. Es ist aber zu bedauern, 
dass, wiewohl die Wissenschaft schon seit Jahrzehnten darauf dringt, 
die Lehre von der absoluten Temperatur, die als solche ziemlich voll- 
ständig gegeben werden kann, auch quantitativ für Messungen frucht- 
bar zu machen, doch noch so wenig geschehen ist, ihren Bedürfnissen 
nachzukommen. Die Grösse der experimentellen Arbeit, die hierzu 
erforderlich ist, schreckt. Nüherungsrechnungen kann man freilich be- 
reits jetzt ausführen. Wir unterscheiden aber nach Seite 11 des ersten 
Bandes zwischen der thermodynamischen absoluten Temperatur und 
der thermokinetischen. 


64. Thermodynamische Temperaturscala. 


Zur Ermittelung der tbermodynamischen absoluten Temperatur 
kann jede Gleichung der Thermodynamik dienen, in welcher die abso- 
lute Temperatur # explicite vorkommt; Zahlenangaben werden erhalten, 
indem man für die betreffenden Grössen Ausgangsbeträge festsetzt. 
William Thomson, jetzt Lord Kelvin, gebührt das Verdienst, zu- 
erst auf eine solche Möglichkeit der Festsetzung einer absoluten Tem- 
peraturscala hingewiesen zu haben. Die einfachsten Vorgänge, die zu 
solchen Gleichungen führen, wären die umkehrbaren. Diese ergeben 
für die Temperatur [Bd. I, Seite 75, Gleichung 2)] allgemein 


1,) I—= — 


also die Temperatur gleich der vom System im unendlich kleinen um- 

kehrbaren Process gewonnenen Wärme dividirt durch den Entropie- 

zuwachs des Systems, und es ist bemerkenswerth, dass diese Beziehung 

allein aus dem zweiten Hauptsatz fliesst, wie ja überhaupt der Begriff 

der thermodynamischen absoluten Temperatur sich allein aus diesem 
Weinstein, Thermodynamik. II. 1 


Haup:sa:z erga.. Führt zan nicz der erster Haurtsatz ein. so wäre 
[Bd. I. Seite &9. Gleichunz 6%, 


dT — dW 
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worin Jie äussere Energieänderung 43° eine .ineare Function der 
nämlichen Ditferentiale sein muss. von denep die innere Energie- 
änderung und die Entröpieänderun. zelbstverständiich solche sind. 
Führt man das thermodrnami:che Potential F ein. so kann man sogar 
® durch endliche Grössen darstellen, nach Gleichung 74) auf Seite 90 
des I. Bandes wırd dann 

C—rF 
1;) = gg 
U — F ist die gebundene Energie des Systems (Seite 90 des I. Bandes). 
Allgemein verwendbar sind diese Gleichungen nicht. weil die einzelnen 
darin enthaltenen Grössen nicht messbar sind. Die unbequemste Grösse 
ist die Entropie S. Kennen wir aber von dem System etwa drei Zu- 
stände, von denen wir bestimmt wissen, dass ihnen allen die gleiche 
Entropie zukommt, und nennen die zugehörigen Werthe der anderen 
Grössen #, UT’, F’;9, UT, F; 9”, U”, F”, so wäre 
9-9 _UT— UÜ—ıF— FF 
ge Zul ge er mus 
9, U’ und F’ sind offenbar Ausgangswertbe für 9, Uund F; wir 
können 9, UT, F von diesen Ausgangswerthen rechnen. 

Zwischen den Temperaturen in den drei isentropischen 
Zuständen besteht alsdann dasselbe Verhältniss wiezwischen 
den entsprechenden gebundenen Energieen. Ich werde bald 
zeigen, wie man von vorstehender Beziehung, wenn auch in etwas 
anderer Form, zur Construction einer absoluten Temperaturscala Ge- 
brauch machen kann. Macht man in weiterer Specialisirung den Zu- 
stand des Systems abhängig von den gewöhnlichen Variabeln Druck, 
Volumen und Temperatur, so hat man noch 


2) 


1 /(cU 
= — I); [Bd. I, S. 99, 1 
3,) y 7 (5); [B S. 99, Gleichung 83)], 
1 1 
— — ——- ; [Ba. I, S. 100, Glei 
3,) a 7 (&) ; [Bd. I, S. 100, Gleichung 87)] 
cU), 
ev 
1 \CS 


U 
— — - -[Bd. LS. . 

3;) = 7 (&) ; [Bd. I, S. 101, Gleichung 92)] 
CU)s 


Solche Gleichungen lassen sich noch mebr angeben, z. B, auch 
durch die specifischen Wärmen. Das einfachste Verfahren zur Her- 


Definition der thermodynamischen Scalen. 3 


stellung einer absoluten Temperaturscala scheint mir das folgende 
zu sein. 

Man lässt einen Körper umkehrbare Kreisprocesse durchmachen 
(etwa Carnot’sche, Seite 23 in Bd. I), die alle gleich geartet sind. 
Zunächst lässt man ihn dabei einer Wärmequelle von der Temperatur 9, 
die Wärme @, entziehen, einer anderen von der Temperatur 9, die 
Wärme Q, mittheilen. Es seien erstens die beiden Wärmequellen 
schmelzendes Eis und siedendes Wasser, die dem siedenden Wasser 
entzogene Wärme sei Q,o0 , die dem schmelzenden Eis mitgetheilte @», 
die Arbeit, die vom Körper geleistet wird, ist 


J(Qı00 — Q) = A. 


Die Temperatur des schmelzenden Eises nennen wir ®9,, die des sie- 
denden Wassers 990. Wir theilen die Arbeit A in 100 gleiche Theile, 
behalten das schmelzende Eis bei und suchen eine andere Wärmequelle, 
die so beschaffen ist, dass, während der Körper an das schmelzende 
Eis wieder die Wärme @Q, abgiebt, er der neuen Wärmequelle so viel 


Wärme entzieht, um die Arbeit 12 leisten zu können. Die Tempe- 


ratur 9, dieser Wärmequelle nennen wir 1° höher als die des schmel- 
zenden Eises, also 9, = 9, +4 1°. Nun suchen wir eine weitere 
Wärmequelle, die so beschaffen ist, dass, während der Körper an das 
schmelzende Eis wieder die Wärme @, abgiebt, er dieser neuen Wärme- 
quelle so viel Wärme entzieht, um die Arbeit 22 leisten zu können. 
Die Temperatur 9, dieser neuen Wärmequelle nennen wir 2° höher 
als die des schmelzenden Eisee. So fahren wir im Aufsuchen von 
immer weiteren Wärmequellen fort, indem wir den Körper immer einen 
solchen Process durchmachen lassen, dass das schmelzende Eis dabei 
stets die nämliche Wärme @, erbält, den anderen Wärmequellen aber 
34 44 

100° 100° 
Arbeit leistet. Die Temperaturen nennen wir um 3°, 4°... höher als 
die des schmelzenden Eises. Auf diese Weise haben wir offenbar eine 
Scala zur Ermittelung der absoluten Temperatur irgend eines beliebigen 
Körpers gewonnen; indem wir den Körper mit den so hergestellten 
Wärmequellen nach einander in Berührung bringen, schreiben wir ihm 
die Temperatur derjenigen Wärmequelle zu, mit der er von selbst in 
keinen Wärmeaustausch tritt. Die absoluten Temperaturgrade sind 


9.9 +1,98, 42% 9, + 3%,..,9% + 100%, 8, + 101° u. f. 


d,, die absolute Temperatur des schmelzenden Eises, kann willkürlich 
angesetzt werden. 

William Thomson hat verschiedene Methoden zur Ableitung 
einer absoluten Temperaturscala gegeben. Die erste Methode bedient 
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je so viel Wärme entzogen wird, dass der Körper ferner 
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devch 9, berechnet werden kann. wenn jıarı vorrizrure Experimente 
fantgerteiit. set. in weicher Weine 7 ımi r vun 9 abhängen. Alsdann 
kann mas zu jedem p, ein ®,. iur-a ke ccire Fırmei Derachnee. zu- 
sränen nnd wo ein Drickchern.meter zvustrıicen wie es vun Ihe mson 
therwetisch prijemtirt ist. In;ıms:ı rei zwi en Xweiten all- 
uameineren Verfahren an. 

Ira in der Natar amkehrbere Kreisprocesse sarı Zareichend genau 
raalisirbar sind, und die Erörterungen as near heuretisch als prak- 
tisch nein kömnen, seheint mir die oben azwizaniercmsergte Methode 
dar Comstrnetion einer tbermodrnamisehen Tenrerasurseaia für das 
Verstandniss bejuemer. Eine praktiwte Scala sarı our auf Grand 
nicht nrmkehrbarer Processe gewonnen werier. Der einzige bisher 
hinreichend ztadirte nicht umkehrbare Process !st Jer von Thomson 
nnd JSonle erdachte. 


', Klastieity and Heat being artieles contributei to» the encrelopeelis 
britanniea, Kainbnrg 1%#). 


Untersuchung von Thomson und Joule. 5 


Diese Forscher haben in ihren Abhandlungen !) „On the thermal 
effect of fluids in motion“ die Veränderungen untersucht, welche in 
einem Gase vor sich gehen, das von einer Stelle zu einer anderen, wo 
ein niederer Druck herrscht, langsam überströmt, während es. Wärme 
weder zu sich zieht noch abgiebt. Sie brachten in die Mitte einer 
cylindrischen Röhre einen dicken und dichten Wattepfropf und setzten 
das untere Ende der Röhre durch eine Leitung mit einer Druckpumpe 
in Verbindung, während sie das obere Ende frei in die Luft ausmünden 
liessen. Durch die Pumpe wurde das bestimmte Gas, mit dem operirt 
werden sollte, in das Rohr gepresst und der Druck p, der gleichzeitig 
in der Pumpe und im unteren Theil des Rohres herrschte, so regulirt, 
dass das Gas in schwachem Strome durch den Wattepfropf in den 
oberen Theil der Röhre, wo der Druck p, der der Atmosphäre war, 
zog. In dem Stopfen, also an der Uebergangsstelle aus dem einen 
Druck zu dem anderen, ist dieBewegung des Gases ein wenig turbulent 
und rechnungsmässig nicht recht zu verfolgen. Dort reibt das Gas 
gegen die Fasern der Watte und entwickelt dadurch Wärme, verbraucht 
aber dieselbe sofort, indem es sich gleichzeitig von dem dem Drucke p 
entsprechenden Volumen v zu dem zum Drucke p, gehörigen Volumen v, 
ausdehnt. Wenn das Gas ein ideales ist, entspricht die während der 
Ausdehnung durch Reibung entstandene Wärmemenge genau der durch 
die Arbeit bei der Ausdehnung verbrauchten. Ist das aber nicht der 
Fall, so wird von jener Wärmemenge entweder etwas übrig bleiben 
und das Gas ein wenig erwärmen (wie das bei dem Wasserstoff der 
Fall sein soll), oder es wird noch etwas daran fehlen, und dann wird 
die Temperatur des Gases ein wenig sinken (so bei Luft, Kohlen- 
säure u. 8. f.. Ziehen wir also die etwa entstehende Temperatur- 
änderung des Gases bei dem Uebergange von dem Volumen v zu dem 
v, in Rechnung und geben zugleich dem Strom eine geringe Ge- 
schwindigkeit, so dass wir von seiner Bewegungsenergie absehen 
können, dann dürfen wir die Vorgänge in dem Stopfen ganz ausser 
Acht lassen und haben nur die Zustände des Gases in den beiden 
Theilen des Rohres in genügender Entfernung von ihrer Trennungs- 
stelle in Betracht zu ziehen. 

Ist q der Querschnitt der unteren Röhre und # die Geschwindig- 
keit des Gasstromes, so ist die in der Zeit dt durch diesen Querschnitt 
gehende Gasmenge yudt, und die Arbeit, die die Pumpe leisten muss, 
um diesen Durchgang zu bewerkstelligen, pyqudt, somit die Gesammt- 
arbeit bei dem Durchpressen einer Masseneinheit Gas 


[pav = [pauat, 
d. ı., weil p constant ist, gleich pv. 
Wenn das Gas aus dem Stopfen ausgetreten ist, hat es das Volumen 


1) Phil. Transactions 1853, 1854, 1863. 
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Ist nun 9 die Temperatur des Gases am Ende des Versuches und 
® — Ö die am Anfang desseiben. so dass d die Temperaturänderung 
angiebt, welche bei dem UTebergange des Gases aus dem Drucke p zu 
dem p, stattfindet, so hat man ierner dP = .id, und damit wird 


dp __ . dö yprı 
5.) I Tr Ten 


At 
Die Gleichung stammt von Jochmann her. der auf Grund des 
Thomson-Joule’schen Versuches zuerst eine strenge Ableitung für 
die absolute Temperaturscala gegeben hat '!\. 
Nimmt man statt r und ® die p und ® als Variabele, so folgt 
dd dev 
6,) Ic, Adv — ( 19 


welcher Gleichung sich Thomson und Joule bedient haben. 


— e) =—=(, 


I) Beiträge zur Theorie der Gase, erschienen im Programm des Köl- 
nischen Bealgymnasiums. Ferlin 185% und in Schlömilch’s Zeitschrift für 
Mathematik und Physik. Bd. 5.5. 24 tis 32 u. 26 bis 151. Ich citire nach 
dem Programm. 


Jochmann’s und Thomson’s Berechnung. 7 


Beide Gleichungen sind, wie man sieht, Differentialgleichungen 
für 9%. Da man ® nicht messen kann, so vermag man auch nicht die 
einzelnen darin enthaltenen Grössen als Functionen von # anzugeben. 
Denkt man sich aber, dass die absolute Temperaturscala nur als 
Function einer conventionellen Temperaturscala it dargestellt werden 
kann, für welche die Abhängigkeit aller Grössen von ihren Angaben 
bekannt ist, und beachtet, dass 


dv _ dp dt du _ du at 
d# did dd dtd® 


ist, so gehen die beiden Gleichungen unter 5) und 6) über in 


dt 1 dö d(pv) 
dt 
dt 1 dd 
65) anlette) 
di 
woraus dann durch Intergration 9 als Function von £ folgen würde, da 
man Cy, Cy, =. 4 », pv, Ö als Function von t sollte darstellen können. 


Definirt man z. B. t durch ein Tbermometer nach constantem Volumen 
von demselben Gase, auf das sich die hier behandelten Versuche be- 
ziehen, so ist = constant, und die erste Darstellung lässt bequem die 
absolute Temperatur nach einem solchen Thermometer mit constantem 
Volumen ermitteln. Aehnlich würde die zweite Darstellung die Messung 
der absoluten Temperatur auf ein Thermometer mit constantem Druck 
reduciren. Jochmann hat auf diese Weise die erste Gleichung ver- 
wendet. Thomson und Joule dagegen nehmen an, dass man in der 
Function, welche Ö von der absoluten Temperatur ® abhängig macht, 
diese absolute Temperatur durch den Nüherungswerth 273,7 + t er- 
setzen darf. Alsdann wird die Gleichung sofort intergrabel. Sie 
fanden aus ihren Versuchen, dass die Grösse Ö bis zu 6 Atmosphären 
Anfangsdruck proportional ist der Druckdifferenz p — p, des Gases 
in seinem Anfangs- und Endzustande und wohl bis nahe 100° um- 
gekehrt proportional dem Quadrate von 273,7 + t, also setzten sie!) 


d 
I=b- Pi) 973,7 + 8 


woselbst d eine Constante sein soll. 


!) Sie nahmen den absoluten Nullpunkt bei — 273,7 an. 


dt 1 d 
63) TS dv ( + Ja 5737 x 5)" 
di 


Die Formel für ö stammt eigentlich in etwas anderer Form von Ran- 
kine her!). Als Function der absoluten conventionellen Temperatur 
wäre nach ihm 


2 — A 1 
— Te, (273,7 + 3 


Thomson und Joule nehmen einfacher LE constant gleich d an. 


Ic, 
Rechnet man aber die Thomson-Joule’schen Versuchsdaten einmal 
nach ihrer Formel, sodann nach der von Rankine, so findet man, 
dass letztere auf sie besser passt wie erstere. Als Beispiel nehme ich 
Kohlensäure. Wir haben für dieses Gas 
nach Regnault?): Co = 0,1871 + 0,000 272t 
nach E. Wiedemann): c, = 0,1961 + 0,0002111 


und damit die folgende Zusammenstellung: 


| ad 
| dp 


berechnet 
beobachtet 


cp constant |cp nach Regnault|cp nach Wiedemann 


°C. 


1,002 — 18 
0,883 0,892 + 9 0,884 + 1 
0,703 +60 


0885 + 2 
0,870 +27 


Aus den neben die berechneten Zahlen hingeschriebenen Diffe- 
renzen derselben gegen die beobachteten erhellt zunächst freilich, dass 
weder die Rankine’sche noch die Thomson’sche Formel die Grösse 
- in ihrer Abhängigkeit von der Temperatur darzustellen im Stande 
ist; sie zeigen aber unzweideutig, dass man jedenfalls besser thut, für 


nn die Rankine’sche Darstellung beizubehalten. Während nun aus 


!) Philosophical Transactions 1854, 8. 337. 

®) Relation des experiences, Tome II, p. 128, dort ist freilich für cp eine 
quadratische Gleichung angesetzt, die obige lineare genügt ebenso gut. 

®) Pogg. Ann., Bd. 157, 8. 25. 


Jochmann’s und Thomaon’s Berechnung. 9 


der Thomson’schen Annahme über c, in absoluter Temperatur folgt: 


dv 1 d 
woraus sich dann weiter die ım ersten Bande, Seite 368 unter 4) mit- 
getheilte Form der Zustandsgleichung ergiebt, liefert die Rankine’sche 
Annahme die an der gleichen Stelle unter Rankine’s Namen bezeich- 
nete Beziehung 3). 

Ich will nun im nachfolgenden, wie es in meiner Dissertation ge- 
schehen ist — da das Schicksal von Dissertationen ist, zu verschwinden 
— jedenfalls unbeachtet zu bleiben — die Rechnungen für die Joch- 
mann'’sche Formel ausfübren, indem ich dabei dem Fortschritt der 
Experimentalwissenschaft entsprechend, schärfere Zahlenangaben zu 
Grunde lege und Vernachlässigungen, die Jochmann eingeführt hat, 
fallen lasse. Selbstverständlich muss ich wegen der Einzelrechnungen 
auf jene Dissertation verweisen. 

Es soll also t die Temperaturangabe eines in schmelzendem Eis 
gefüllten Gasthermometers nach constantem Volumen bedeuten. Ist 
Po» Pıoo? der Druck des Gases bei 0% bezw. 100° und p der bei der 
Temperatur t, so giebt diese Definition von t 


vy=m (1 + Te ) =pm(l + Pi), 


also zunächst 


und 
yv =pv(l + Pt). 


Die Grösse p, hängt von v ab, das heisst von der Dichte des Gases im 
Gasthermometer, und nicbt minder die Grösse f. Die Beziehungen, zu 
denen wir gelangen, müssen also für unter verschiedenem Druck ge- 
füllte Thermometer verschieden sein. Ferner ist zu beachten, dass bei 
der Anwendung der Jochmann’schen Formel auf die Thomson- 
Joule’schen Versuche statt ? zu setzen ist + 6, falls t die End- 
temperatur bedeutet, nach alledem wird 


d(pv) 
dv 


‚d aß 
dv 


Der Normaldruck sei P, so ist nach Thomson und Joule, und 
sehr angenähert auch nach Eduard Natanson!) 


—_ı,2?/ 0 P 
6=b DD 


16 
= (+) 4 BT + mot 


I) Wiedemann’s Annalen, Bd. 31, 8. 502. 


wo d nur noch von der Anfangstemperatur abhängt, somit nach einigen 
leichten Reductionen 


dpo Po ‚aß 
„ arms + 2) 


1 8 


dv 


Alles zusammen ist also 


dt 1 
7) er = [pt + fit) 


are m,“ 


— (Io — mvB)b Pdv — P dv 
ee 
ae v) aß 
-1+B9—z, ne]. 


Das Gasthermometer sei ein 2 Lnfttbermometer, welches unter Normal- 
druck, wofür v —= V sei, gefüllt ist. Aus Regnault’s Beobachtungen 
über die Compressibilität der Luft, wofür drei nach verschiedenen 
Methoden ausgeführte Messungsreihen vorliegen, hat man zunächst 


a _PoV_ 
v . PV 
ru ln 
wu: Mittel 
2,58 71 | 0,997 79 0,998 48 0,999 45 0,998 57 
5,1743 | 0,995 15 0,996 08 0,998 35 0,996 53 
10,34 85 0,991 48 0,991 82 0,995 31 0,992 87 
20,89 70 | 0,985 70 0,985 31 | 0,986 22 0,985 74 


Die Mittelzahlen lassen sich durch eine Interpolationsformel 


Por’ 
PV 


ausgleichen, welche in Einheiten der 5. Decimale die Differenzen 
+6 — 5 — 34 + 34 übrig lässt. An sich sind diese Differenzen 
im Verhältniss zu den Abweichungen zwischen den einzelnen Versuchs- 
reihen nicht erheblich, ihr Gang zusammengehalten mit dem Gang der 
Zahlen selbst kann aber nicht befriedigen. Für den vorliegenden 
Zweck reicht die Formel aus. 

Für den Spannungscoöffhicienten der Luft habe ich aus den An- 
gaben Regnault’s!) als wahrscheinlichste Werthe abgeleitet 


2 
= 1 — 0,000 882 30 (— _ 1) + 0,000 008 902 (- — 1) 


1. c,8 7. 
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für . — 0,3421 1,0000 2,3709 4,8100 
Bß = 0,003654 0,003665 0,003681 0,003709 


und daraus die Interpolationsformel 


V 2 
ß = 0,00365266 + 0,00001250 — — 0,000 000 16 (—) 


welche die Beobachtungen ganz gut wiedergiebt. Regnault hielt eine 
lineare Gleichung für ausreichend, was auch bis zu einem gewissen 
Grade der Fall ist. Es wird aber die Zustandsgleichung der Luft in 
der conventionellen Temperaturscala eines Luftthermometers mit con- 
stantem Volumen 


DV ur el 7 ,.@) 
mzetrotel,) telsnotn )] 


® 


woselbst 
a = + 1,000891 20 ’= +- 0,003 655 92 
b = — 0,000 900 10 m = + 0,000 009 22 
c = + 0,000008 90 n = — 0,000 000 14 
Für v 


> = 20 z.B. und für t = 100° findet man hiernach für 


ar den Werth 1,3648. Nach dem Boyle-Gay-Lussac’schen Gesetz 
sollte diese Grösse 1,3665 sein, das Verhältniss beider ist 0,998 75, 
während für 0° dieses Verhältniss 0,98645 wird. Die Abweichung 
vom Boyle-Gay-Lussac’schen Gesetz ist also bei 100° jedenfalls 
kleiner als bei 0°, was zu erwarten stand. Gleichwohl darf die obige 
Formel selbstverständlich nicht weit über 100° ausgedehnt werden. 

Für die Grösse d, die Temperaturänderung der Luft bei dem 
adiabatischen Tebergang derselben von dem Drucke einer Atmosphäre 
zu dem von zwei Atmosphären in dem Thomson-Joule’schen Pro- 
cosse, ergeben die Versuche von Thomson und Joule!) 


bei t = 7,7 26,8 53,70 93,7° 
d = 0,272 0,325 0,204 0,153° 
Die Zahlen sind Mittelwerthe von den in der Tafel I in der unten 
eitirten Abhandlung zusammengestellten Versuchergebnissen, und sie 


resultiren aus ziemlich abweichenden Einzelzahlen. 
Endlich die Grösse c,, von der wir schon wissen, dass sie am 


besten mit Hülfe von c, aus c, = - berechnet wird. Regnault 


!) Philosophical Transactions 1863, p. 587. 


giebt für c, bei Atmosphärendruck die Zahl 0,23751!), E. Wiede- 
mann?) 0,23923. Da Regnault’s Zahl wahrscheinlich zu klein 
ist?), nehme ich das Mittel beider Zahlen 0,23837 (die unter 18 bis 30 
verzeichneten Versuche Regnault’s geben 0,23814, was mit der 
obigen Mittelzahl fast genau übereinstimmt). Eine Abhängigkeit der 
C5 von der Temperatur hat bei Luft noch nicht festgestellt werden 
können. Die Grösse k für Luft ist nach Wüllner gleich 1,405 26 
bei 0° und gleich 1,40289 bei 100°, danach wäre c, bei 0° Temperatur 
0,16962 und bei 100° gleich 0,16991. Also wäre c, mit der Tempe- 
ratur, wenn auch nur sehr wenig, variabel. 

Die Jochmann’sche Formel sollte nur für ein gewöhnliches Luft- 
thermometer nach constantem Volumen angewendet werden, es ist 
dann p = P,v = V, und indem 
_J% 
" PV 


gesetzt wird, geht diese Formel über in 


dt 1 a+2b+3c+t(l+2m + 3n) 
37 a, 1 + Pers gg — 98, 


+5 +2c+(m + 2n)i]. 


Jochmann hat bei Benutzung dieser Formel eine Reihe von 
Vernachlässigungen eingeführt, die nicht unbedenklich und auch nicht 
nöthig sind. Da nämlich tm tn= Pf undda+b+c=1 
ist, zieht sich die obige Formel zu der für Zahlenrechnung sehr be- 
quemen Gleichung zusammen 


ßı = 0,003 665, $ + ßı 


d 


Jr, 
„At _a+28+3c+(l+2m+snı! T Pr” 
ku ßı 1 —dßı 
Jc,d 
 fo\ IF Fr 
— (# un. 
dt v=- V 


Die folgende Zusammenstellung enthält nun die Rechnungselemente 
der Jochmann’schen Gleichung nach den obigen und den sonst schon 
mitgetheilten Zahlenangaben: 


) 1. c.,p- 108. 
*) Pogg. Ann., Bd. 157, 8. 20. 
®) Vergl. meine Dissertation, 8. 18. 
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dt 
v | | Pı ” — 
t Pı dv Jev d Pd a9 
pri PV MT 
| | berechnet | ausgeglichen 
H t 
7,7 1,027 407 0,002 454 0 0,000 997 1,030 93 | 1,030 93 
26,8 1,097 579 0,002 121 2 0,000 863 1,100 86 1,100 91 
55,7 | 1.196408 | 0,001 8420 | 0,000 748 119958 i 1,19947 
98,7 | 1,843367 | 0,0013825 | 0,000 560 1,345 97 | 1,346 03 
Die ausgeglichenen Werthe der Grösse fı 9 wurden mit Hülfe 


75 


der aus den berechneten abgeleiteten Interpolationsformel 
ßı ®# — 1002717 + 0,003663 94 t 


erhalten, welche, wie die Vergleichung der beiden letzten Spalten zeigt, 
völlig ausreicht. Integrirt man diese Gleichung und beachtet, dass 
ß, = 0,003 665 ist, so resultirt 


9 = c(1 + 0,003 654.021) 1,0009, 


Für t = 0 folgt 9% = c, für t = 100 aber Po —="C. 1,365 525 
und indem wir Po — #0 — 100 setzen, wird c = 9, = 273,5791 und 


9 = 273,5791 (1 + 0,003 654 02 £) 1,00029 


als bestimmte Gleichung zwischen 9 und der definirten conventionellen 
Temperatur {. Wie sehr aber eine Gleichung dieser Art von den An- 
nahmen über die ahnen Zahlenwerthe abhängig ist, sieht man, 
wenn man z. B. für Dr nicht das Mittel aller Regnault’schen Ver- 
suche, sondern die in einer Versuchsreihe, der ersten, gegebenen 
Werthe ersetzt, es wird dann 


® — 273,3944(1 + 0,003 653 55 t) 100098, 


Der erste Factor 273,5791 bezw. 273,3944 giebt den absoluten 
Nullpunkt in der betreffenden Temperaturscala, falls die Luft sich bis 
zu dieser Temperatur so verhält, wie nach den gegebenen Formeln 
vorauszuberechnen ist. Der Exponent 1,00029 bezw. 1,00098 be- 
stimmt die Abweichung der thermodynamischen Temperaturgrade von 
denen des festgesetzten Thermometers. Zahlenangaben folgen später. 

Die entsprechende Berechnung lässt sich auch noch für ein Kohlen- 
säurethermometer ausführen, welches in gleicher Weise definirt ist. 
Doch sind hier naturgemäss die Berechnungen verwickelter, dafür aber 
freilich auch sicherer, weil kein Gas so sorgfältig untersucht ist, wie 
eben Kohlensäure. 

Angaben für den Spannungscoöfficienten ß der Kohlensäure sind 
im ersten Bande, Seite 387 und folgende enthalten. Dort sind auch die 


Schwierigkeiten angegeben, welche einer analytischen Darstellung von ß 
entgegenstehen. In meiner Dissertation habe ich die Formel abgeleitet 


9,2 
14 — 85 re 
v 274,5 + 1 
ı „+ 0,00357 ” 
P= 274,5 2,285 1 ’ 
Im go gr 
+ 0,00357 ’ 
woraus folgt 
” + 0,009671 
= 1 7 on 
177 9745 v ’ 


;”— 0.004 750 


Gleichungen, die noch bis zum dreissigfachen Betrage der Normaldichte 
ausreichen Cüriten. 


Für ns ist an gleicher Stelle aus der zuverlässigsten Versuchs- 
reihe Regnault’s, welche ergeben hatte 
für — = 2,606 5,212 10,424 20,848 
» Dr = 0,9879 0,9702 0,9352 0,8643 


die Formel ermittelt 


Pov _,__ r Y 2 
BT = 1 — 0,007554 (- ) + 0,00007738 (- 1). 

Da es sich um Anwendung bei niedrigen Drucken (eine bis zwei 
Atmosphären) handelt, sind zur Berechnung dieser Formel nur die drei 
ersten Zahlen benutzt, die übrig bleibenden Fehler betragen — 2, +7, 
— 5 Einheiten der vierten Decimalstelle.. Es wird aber 


V 

_ I+ıi— 

PU _ v 4 ] t_ v 
sr =letr; +e(,) IT 7 v|' 

l+u — 

® 

woselbst 
a = 100763182 db= — 0,0077092 c — 0,000. 07738 
2 —= 0.009671 u —= — 0,004 750 


ist. Die Formel darf vielleicht von 1 bis 15 Atmosphären Druck 
Anwendung finden, wenigstens zur Darstellung eines Theiles der 
Regnault’schen Ermittelungen. Amagat’s Versuche einzubeziehen, 
ist hier nicht zulässig, weil es sich eben nicht um hohe Drucke handelt, 
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Andrew ’s Versuche dürften kaum die Genanigkeit der Regnault’schen 
haben. Warum von den Regnault’schen Versuchen ein Theil hat 
ausgeschlossen werden müssen, ist in der genannten Dissertation aus- 


14 
einandergesetzt. Für „= 1 findet man aus der Formel 


7 — 1 + 0,00369576, 


der Spannungscoöffhicient für Normaldichte entspricht hiernach dem von 
Magnus ermittelten Werthe. Ferner ergiebt sich für p = P, dass 
„ie — Äh — 0,3707, Regnault hat experimentell 0,3710 gefunden, 
0 
die Uebereinstimmung ist also eine gute, und das beruhigt über den 
Werth der Formel für unseren Zweck. 
Die Jochmann’sche Gleichung geht nach einigen Zwischen- 
rechnungen über in 
J Cy 
st _ z- [a rt (u + | rt pr 
dB 2745 \1 + u (1 + u)? 1 —dß, ' 
woselbst 
oe =a+ 2b + 3c= + 0,9924455 
ist. Bedeutende Schwierigkeiten bietet die Annahme für c,, Joch- 
.mann hat die Grösse constant gesetzt, was aber nicht angeht, da c, 
nach allen Beobachtungen variabel mit der Temperatur ist. Für 
Atmosphärendruck finde ich aus Regnault’s Beobachtungen !) 


C» = 0,1871 + 0,000272t, 
Eilhard Wiedemann giebt die Formel?) 
c = 0,19608 + 0,0002111, 


von der obigen bei niedrigen Temperaturen sehr stark abweichend, 
Indessen haben Formeln der obigen Art überhaupt nur wenig Werth. 
Die Grösse c, bedeutet nämlich die specifische Wärme für die Tempe- 
ratur t; als solche wird sie überhaupt nicht beobachtet, sondern aus 
der beobachteten mittleren specifischen Wärme für weite Temperatur- 
intervalle errechnet. Eine solche Errechnung kann sich nur auf eine 
bestimmte Gleichung stützen, und alles hängt also davon ab, was für 
eine Gleichung man für die mittlere specifische Wärme ansetzt. So 
hat E. Wiedemann für diese mittlere specifische Wärme ©, zwischen 
22° und 100°, 26° und 150°, 26° und 200° die Werthe erhalten 0,2088, 
0,2152, 0,2196, welche durch eine linesre Function a’ + d#’ (t, — tı) 
darstellbar sind. Sie lassen sich aber mit auffallender Genauigkeit 
auch durch diese Function darstellen 


!) Relation des experiencer, tome II, p. 123 ff. 
?) Pogg. Ann., Bd. 157, 8. 25. 


b 
(274,5 + t,) 2745 + ta) ' 
wo ts, —t, das Tempersaturintervall, für welches c, gelten soll, bedeutet, 
denn die Abweichungen zwischen Beobachtung und Rechnung betragen 
kaum eine Einheit der vierten Decimale, wenn man u = 0,25722 
logb —= 3,73020 setzt. Aus dieser Formel aber würde mit f, = 0 
folgen 


dEpt _ 5873 
9-7 0,257 22 8715 xy: 
und damit ergiebt sich für 0°, 100°, 200° 

C» = 0,1859 0,2189 0,2333, 
während die lineare Formel zu den Werthen führt 

c, = 0,1961 0,2172 0,2383, 
die von jenen sehr stark abweichen, nämlich um die Beträge — 102, 
+ 17, — 50 in Einheiten der vierten Decimale. Welche Formel an- 
zuwenden ist, lässt sich nicht sagen ; keine von beiden ist eine rationelle 
Formel, ich würde die hier gegebene vorgezogen haben, wenn die 
Regnault’schen Beobachtungen sich durch sie ebenfalls darstellen 
liessen, was aber nicht der Fall ist. Unter diesen Umständen sind 
alle späteren Berechnungen sowohl mit Regnault’s als mitE. Wiede- 
mann’s Zahlen geführt. Die specifische Wärme bei constantem Druck 
hängt auch von der Dichte des Gases ab, jedoch nach Regnault’s 
Versuchen anscheinend nicht in nennenswerthem Grade innerhalb der 
hier in Betracht kommenden Dichten. 


Für 2 findet Wüllner!) bei 0° bezw. 100° die Werthe 1,3113 
v 


bezw. 1,2843. Hiernach ergiebt sich 


„= 0,1426 + 0,000247t mit Regnault’s Gleichung für c, 
c, = 0,1489 + 0,000203 mit Wiedemann’s Gleichung für c,. 


Diese specifische Wärme c, scheint ziemlich erheblich von der Gas- 
dichte abzuhängen, denn Jolly giebt als Werthe unter Drucken von 
10 bis 20 Atmosphären für Kohlensäure 0,16577 + 0,2064, wo @ 
die Dichte bedeutet, worauf auch Bd. I, S. 461 hingewiesen ist. Auch 
dieses kommt jedoch für unseren Fall nicht in Betracht. 
Endlich d ist wiederum aus den Beobachtungen von Thomson 

und Joule entnommen, welche ergeben für 

t= 71 35,6 54,0 95,5 

d — 1,309 1,020 0,883 0,642. 
Für Kohlensäure ist noch eine sehr sorgfältig ausgeführte Bestimmung 
der Grösse d von Eduard Natanson vorhanden ?). Leider ist bei 


!) Lehrbuch der Experimentalphysik 1896, Bd. 2, 8. 553. 
?) Wiedemann’s Ann., Bd. 31, 8. 502. 
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dieser Bestimmung nur auf die Abhängigkeit vom Drucke geachtet 
worden, dagegen nicht auf die gerade für uns so wichtige Abhängig- 
keit von der 'lemperatur, die Bestimmung ist nur bei einer Tempe- 
ratur, gegen 20°, ausgeführt und bleibt daher für diese Untersuchung 
fruchtlos. 

Mit den Thomson-Joule’schen Zahlen für d und allen früheren 
Angaben findet man nun 


C,„ nach Wüllner-Wiedemann: 


| 
| dt 
| „er Je | # 
t ker‘ re Bd as 
— Pl} ı__.. = _—_—___- — _— 
dt 


| berechnet ausgeglichen 


| 
7,1 | 1,018864 | 0,0122229 0,0048978 | 2145 | 281,39 
35,6 | 1,194 908 | 0,012 8938 | 0,003 789 7 309,48 809,54 
540 i 1,193372 | 0,0129979 | 00032634 , 327,67 + 8397,72 
y5,9 | 1,347 788 0,013 683 5 | 0,002 3764 368,76 | 388,71 
c, nach Wüllner-Regnault: 
i I 
7,1, 1,018 864 0,011 7393 0,004 8378 ı 281,28 | 281,23 
35,6  1,124908 | 0,0123118 ! 0,003 769 7 309,37 309,42 
54,0 1,193 372 | 0,012 681 4 | 0,003 263 4 327,59 327,863 
95,5 ı 1,347 788 | 0,013 5150 | 0,002 876 4 | 368,72 | 868,68 
| 
. . di up 
Die ausgeglichenen Werthe für ® 18 wurden mit Hülfe der 
(£ 
Gleichung: 
lt 
9 — —= 274,38 + 0,937 781 
dd 
respective 
dt 
d 57 274,20 + 0,981351 
( 


erhalten. 

Jochmann hat andere Interpolationsformeln verwendet, indem 
er #?==a + bt + ct? annahm und u,b,c mit Hülfe der von ihm 
berechneten Werthe für # en und der Bedingung Bo — 9 = 100 
bestimmte. 

Die Integration der obigen Gleichungen ergiebt: 

9 — 273,831 (1 + 0,003 6000 4)1,02288 
respective 


% — 273,732 (1 + 0,003 608 0 1)1,01077, 


Auch diese Gleichungen sind später auszuwerthen, bemerkenswerth 
Weinstein, Thermodynamik. II. 2 


ist aber schon jetzt, wie viel erheblicher der Exponent ist als bei Luft, 
während die übrigen Constanten ganz gut mit den für Luft abgeleiteten 
übereinstimmen. 


66. Thermokinetische Temperaturscala. 


In einem Aufsatz „Ueber die Bestimmung der absoluten Tempe- 
ratur“ hat Boltzmann nachgewiesen, dass zur Ermittelung einer 
Scala für diese Temperatur immer Grössen, wie specifische Wärmen, 
Erwärmungen bei Compression u. s. f., erforderlich sind, mit anderen 
Worten, dass Druck, Volumen und conventionelle Temperatur hierzu nicht 
ausreichen. Das betrifft aber nur die thermodynamische Temperatur- 
scala und folgt schon eigentlich aus dem Begriff dieser Scala, man sehe 
beispielsweise die Formeln für die specifischen Wärmen auf Seite 77 
des ersten Bandes. Anders verhält es sich mit der thermokinetischen 
Temperaturscals, für diese ist eine bestimmte Definition, ganz unab- 
hängig von Druck, Volumen u. 8.f. vorhanden; tritt die thermokinetische 
Temperatur in der Zustandsgleichung mit diesen Grössen in Verbindung, 
so muss sie sich aus dieser Gleichung berechnen lassen, wenn die 
darin enthaltenen Constanten bekannt sind. Letzteres ist allerdings 
nicht der Fall, man kann jedoch auch hier zu einer Vergleichung mit 
einer conventionellen Temperaturscala gelangen. Dieses habe ich 
ebenfalls in meiner Dissertation dargethan und will ich hier weiter 
entwickeln und genauer durchführen. 

Der erste Versuch hierzu ist auch auf diesem Gebiete von William 
Thomson gemacht worden. Sind nämlich die Zustandsgleichungen 
in der absoluten, bezw. conventionellen Temperaturscala 

9 =/(p,v), t=9p(pPV), 
so hat man 
1) ” —t=f/—op. 


Thomson nimmt für die erste Gleichung an!) 
1 D E 
pw =4Ad+B+ (+ +5) 


und bestimmt die Grössen A, B, C, D, E mit Hülfe der Regnault’- 
schen Untersuchungen über die Compressibilität der Luft bei 4,75° 
und seiner eigenen über den Uebergang der Luft bei 17° aus einem 
höheren Druck zu einem niederen. Inzwischen hat schon Jochmann 
darauf aufmerksam gemacht, dass die Berechnung nicht zutreffend sein 
kann, da nirgend von der Definition der absoluten Temperatur Ge- 
brauch gemacht ist?2). Ich selbst bin in folgender Weise verfahren. 


) Philosophical Transactions 1854, p. 355 ff. 

®) Diesen Einwand scheint Thomson anerkannt zu haben, da er später 
auf diese Metliode nicht mehr zurückgekommen ist, wenngleich er die schöne 
Arbeit Jochmann’s nirgend erwähnt. 
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Zur Vergleichung soll wieder ein Gasthermometer mit constantem 
Volumen dienen. Die Zustandsgleichung nach absoluter Temperatur sei 


2) pw —lb)=KP, 
woselbst K noch eine Function von v und # sein kann. Setzt man 
oK 
os 9 
3) IT .Kv—b' 
ou 
so wird 
(2) en) 
dd), 1 v—b 1 ' 
Y dv 
78), 
somit , 
dt v— 
4) er + 7) 15 u Zur FR, 
(Fi). t ge E)» 


Es ist also die Kenntniss von X als Function von ® und v noth- 
wendig. Nach der van der Waals’schen Zustandsgleichung (Bd. ], 
S. 367, Gleichung 1,) ist 


. a(t —b) 
K=NI—- Fuge 
somit 
oK _aw-—I) cCK__ a 2u(e— |) 
9 mem ' ar u! 9 
und 
[4 
3) = ,_9 


Nach der Gleichung von Clausius wäre (Bd.1,S. 367, Gleichung 2) 
-__ R«(ve — b) 
K — r — 92 (v + B)?' 


aleo in gleicher Rechnung 
v+ß 

v— 2b —ß 

in beiden Fällen ist 9 nur Function von v, nicht aber von 9. Die von 
Battelli erweiterte Clausius’sche Gleichung (Bd. I,S.368, Gleichung 7) 
giebt den viel complicirteren Werth: 
5.) _ am HDIm — aan t)dr + 

3 _— «Ir — ("IR v— 2) —ß’ 


52) y=2 


also das Product einer Function nach ® und einer nach v, Unabhängig- 
keit von Ö tritt nur dann ein, wenn K= A + BP“ /(v) ist. 


2% 


Für Verhältnisse, wie wir sie hier zu betrachten haben, sind d und 
B gegen v zu vernachlässigen. Alsdann ergiebt 


5,) die van der Waals’sche Gleichung: 9 = 1 
5;) die Clausius’sche Gleichung: y— 2. 


Aus der Battelli’schen Gleichung lässt sich nichts schliessen, 
da der Factor nach ® alle möglichen Werthe haben zu können scheint. 
Sieht man von der Battelli’schen Gleichung als rationell nicht ab- 
leitbar ab, so bleiben zunächst nur die beiden Werthe = 1 oder 
y=2. Da die Clausius’sche Gleichung, wie wir gesehen (Bd. ]I, 
Achtes Capitel), der Erfahrung viel besser entspricht als die van der 
Waals’sche, wird man geneigt sein, eher 9 = 2 als y = 1 anzu- 
setzen. Die van der Waals’sche Gleichung, wie sie nach dem 
Virialprineip eigentlich lauten sollte (Bd. I, S. 267, Gleichung 1,), 
würde geben 


a v—b 
K= +) 
und 


5.) _ 157] 
s P = SyR® Law— 20) 


Unter gleichen Verhältnissen und für nicht zu hohe Temperaturen 
wäre auch in diesem Falle  —= 1. 

Aus der in diesem Buche abgeleiteten wahrscheinlichsten Zustands- 
gleichung folgt 


3k—6 AN. 
4% 3 

x=|r + ® (2) F4+Ro !|v—ı 
v \v vv v 


F}. F3 sind Functionen von 9, möglicher Weise lineare. Daraus folgt 


für constantes k 
3—5 1 


—— 


(mern an 
Bat: (5) 77775 Aa Ta5” ) 
22 DK ns 1 7 Ga — 
b Rb /8\ ** FR+PRv 
r+7G) m )te-d 


sk —& _ı1ı _ı1 
a () (2) “ „IF ° AR+Fv 
v 4k v 3 9 9 


ein, wie man sieht, recht complicirter Ausdruck. Auf S. 479 und 48C 
| 3-5 
A 


des ersten Bandes habe ich gezeigt, dass die von (7) abhängen. 


den Stossglieder immer gering sind den anderen gegenüber; ferner is: 
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auch Rb eine kleine Zahl, lässt man dieses alles fort und auch Pro- 
ducte kleiner Glieder, so bleibt 
\ 


F+Fv° (Ei dF, r) 


_ 9 dd ' d# 
d,) em 1 1 
IFv°’ M+Bo’ 
u \: Hr 10m 7 
oder 
1 1 
-- IF dF, -- 
BB _ ( 1 2 3 
54) ‚= 4 A 
F +, Fv 5 


F%, ist wahrscheinlich eine negativeGrösse, ebenso bei Gasen wenigstens 
.) 1 

ar, af, v ®, somit scheint Y grösser zu sein als 1, wenn auch, 

dF, dFs -4 1. 

und (G Fr + a9? )® klein sein dürften gegen 

1 

F, + Fv ®, vielleicht nicht viel von 1 verschieden. 

Da nun sowohl die van der Waals’sche als die Clausius’sche 
Gleichung sich als Näherungsgleichungen unserer Zustandsgleichung 
herausgestellt haben, und die Anwendung dieser Zustandsgleichung 
einstweilen noch ausgeschlossen ist, werde ich die folgenden Rech- 
nungen sowohl mit 7 = 1 als mit 7 = 2 ausführen. Wir haben 
dann aber, indem wir ein Thermometer voraussetzen, welches bei einer 
Atmosphäre Druck gefüllt ist, wofür v gross im Verhältniss zu b ist: 


dt 2p ve 
6,) rer do 
dt dt 


weil Fo v 


oder nach Clausius 
dt 3» 20 
6,) 87 


dp de 
dt dt 
Für ein Thermometer mit constantem Volumen ist 
7) pP=pm(l + Pt), 
also 
d p 
__,me__,1..ftdm _,, t4P 
dv dp B dv ’ Bav 


und 


d 
8.) = uzelı ;(a+Bn% Pod pt 58), für y—1. 
l 
8) = EN 2 (ar rn) für rm 


66. Vergleichung der absoluten Temperaturscalen mit den 
conventionellen. 


Indem wir wieder alles auf %, = Y beziehen und von den An- 
gaben des voraufgehenden Abschnittes Gebrauch machen, wird für 
Luft 


„, tt _e-I tom 


= min rl 
et _ (a —b— 3c) +t(l—m— 3n) ’ 
FT Itm+n 


und mit den früher (S. 11) zusammengestellten Zahlen 


9 — 272,981 (1 + 0,00365283 {100247 — 1, 
$ — 273,114 (1 + 0,003640 70 1)1,09902, y — 2. 


Für Kohlensäure ist zunächst (S. 15) 


_ IA, AB 
But +aN retten) 


woselbst noch 
“a =—=a+ 2b +3c 


ist, demnach wird, indem wir (S. 15) 


1+2 2— 
— 0,00369576, & = 0,99244 3745 (5 u + a4 En) 
— 0,00372086 
haben, 
0 — 272,319 (1 + 0,0036431 1)1:9068, „ — 1, 


® — 274,060 (1 + 0,0035913 {101877 , — 9. 


Nunmehr berechne ich für die thermodynamische wie für die 
thermokinetische Scala die Abweichungen der Temperaturangaben von 
denen eines Thermometers aus gleichem Stoff für constantes Volumen, 
für alle Temperaturen zwischen O0 und 100° von 10 zu 10° und erhalte 
in Tausendtheilen des Grades 
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I. Für Luft: 


| ”— Ber + v 
t EEE _ 
thermodynamische | {hermokinetische Scala 
°C. | Scala yı y? 
0 1) 0 0 
10 | (0) — 4 7 
20 V 6 _1 
30 —ı | 8 16 
“0 —1 | 9 — 18 
iin 1 — 10 — 19 
16) — |] _9 18 
vv —] — 8 _15 
RU 0 _8 _1 
90 1) _ 3 | _8 
100 0 N 


ll. Für Kohlensäure: 


I —- (4, +90 
j | thermodynamische Scala | thermokinetische Scala 
oc: c, Regnault | C, Wiedemann fiedemann | yz=l | y=2 
0, 0 0 0 
10 | —-1 — 18 —_ 10 — 2 
ri) | — 20 — 31 i — 17 — 34 
30 — 34 — 40 — 22 | — 45 
4U — 4) | — 40 — 25 —5l 
50 — 41 — 47 — 26 — 53 
39 — 45 IH... 58 
0 — 33 — 39 — 21 -- 43 
wo | 3 | 0 m — 16 -— 32 
90 — 13 | — 16 — 9 — 18 
100 | Ö VÖ N) 19) 


lu beiden Fällen giebt das betreflende Gasthermometer nach con- 
stautem Volumen höhere conventionelle Temperaturen an als absolute; 
die abgelesene couventionelle Temperatur ist also zu verringern, 
um auf absolute Temperatur zu gelangen. Ferner zeigt sich, dass 
für Gasthermometer der hier betrachteten Art, die also bei 0°C, 
Atmosphärendruck aufweisen, die Reductionszahlen ziemlich gering- 
fügig sind, sie erreichen bei Luft selbst nach der grössten 
Schätzung nur etwa 0,02 und bei Kohlensäure nur gegen 0,053°. 


Wir haben Grund anzunehmen, dass sie bei Wasserstoff kaum 0,001 
erreichen würden. Die Reductionen steigen rascher an als sie fallen. 
Bei Luft sind die Reductionen für die thermokinetische Scala nach 
beiden Annahmen — ob nach der van der Waals’schen oder 
nach der Clausius’schen Zustandsgleichung — grösser als die 
thermodynamische, bei Kohlensäure jedoch nach der einen Annahme 
— der van der Waals’schen Gleichung — kleiner, nach der 
anderen — der Clausius’schen Gleichung — grösser als für die 
thermodynamische. Hieraus kann man den Schluss ziehen, dass wahr- 
scheinlich die thermokinetische Scala mit der thermodynamischen über- 
einstimmt, die Abweichungen liegen vermuthlich an der Unsicherheit 
der so verschiedenen Zahlenangaben. Thomson und Joule haben 
für die thermodynamische Scala unter Zugrundelegung anderer Beob- 
achtungsergebnisse noch viel grössere Reductionszahlen auf Luftthermo- 
meter erhalten als hier für die thermokinetische ,. und fast so grosse, 
wie hier für Kohlensäure abgeleitet sind. Viel besser ist die Ueber- 
einstimmung der verschiedenen Reductionszahlen für Kohlensäure; 
namentlich gilt dieses, wenn man y== 2 ansetzt. Für diese Reductions- 
zahlen gewinnt man noch eine gewisse Bestätigung in Folgendem. 
Chappuis!) hat den Gang eines Wasserstoffthermometers mit dem 
eines Kohlensäurethermometers, beide Thermometer von der oben be- 
"zeichneten Art, mit äusserster Sorgfalt und Genauigkeit verglichen. 
Demnach sind die scheinbaren Temperaturdifferenzen tu — tco, in 
0,001° 
bei 0° 10° 20° 90° 40 50° 60° 70° 80° 90° 100° 
0 —25 —43 —54 —59 —59 —53 —43 —31 — 16 10) 
Da die Angaben eines Wasserstoffthermometers von denen der 
absoluten Scala kaum um wenige Tausendtheile abweichen werden, 
stellen diese Zahlen fast genau die Reductionen auf absolute Tempe- 
ratur schon vor. Man findet nun als Abweichungen gegen die vier 
oben aufgeführten Reductionsreihen, die ich von links nach rechts 
mit 1, 2, 3, 4 bezeichnen will, 


bei 0° 10° 30° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 80° 100° 


) 0 -—0 -7 -—» —9 —8 —4 —0 —6 —3 0 
2))0 —-—r -ı -—ua -—3 -—2 -—8 —4 —-2 00 
)o0 5 8 -—2 4 3 —U —2 —5 —7 0 
0 —-—5 -—1ı -9 —8 —8 —3 o+ıH+2 0 


Namentlich die Uebereinstimmung mit der für y=2 gereclneten 
Reihe 4) ist eine gute, doch steigen in allen Füllen die beobachteten 
Reductionszahlen rascher an als die berechneten. 

Für Luft besteht eine ähnliche directe Vergleichsreihe nicht, doch 
kann man zu einer solchen über Stickstoff gelangen. Die Resultate sind: 


\) Travaux et memoirs du Bureau international des poids et mesures» 
Bd. VI. 
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bei t=0° 100° 2° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° 100° 

ist 

tu ten TV 65 —1I0 —1 WW —9 —5 —ı +2 +43 0 
Die Abweichungen gegen die Berechnung für die absolute Temye- 


ratur betragen hiernach, wenn die drei mitgetheilten Reductionareihen 
mit 1), 2), 3) bezeichnet werden: 


0° 10° 20° 30° 40° 50° 80° 70° 8 
) 0 —66 -—VV -— -91 —38 —4 0 + 


2 +3 0 
2))0o-2 -—4 -—3 —ı +1 +4 +7 +8 +6 0 
»)o + +3 4-6 +8 +10 +13 +18 +1 +49 0 


Hier ist die Uebereinstimmung gerade für 9 = 2 die schlechteste, 
am besten passt noch die Annahme % — 1. Die Differenzen sind so 
gross, wie die Reductionszahlen selbst und systematisch. 

Erklären kann ich die Abweichungen nicht, vieles wird an den 
Reductionsformeln liegen, für welche rationelle Annahmen eben nicht 
vorhanden sind. 

Es ist im höchsten Grade zu bedauern, dass eine so wichtige 
Frage wie die nach der absoluten Temperatur, selbst für den gebräuch- 
lichsten Theil der Scala mit so dürftigem und unsicherem Material be- 
handelt werden muss. Ich hielt es aber für zweckmässiger, dem Leser 
lieber etwas zu bieten, als ihn ganz im Dunkeln zu lassen. 

Zuletzt noch einige Bemerkungen. Wir hatten für die thermo- 
dynamische Scala (S. 12) 


Jcyd 
se_leı pr 
A m) 1 —dPı 
dt p/vr=V 
und andererseits für die thermokinetische 
dt v 
9 — —=(l+p 


dd ER + (ea | 

dt ). ‚ di p/v-V 
Stimmen beide Scalen überein, so würe hiernach (S. 13 u. 19), 
falls 


\ 


® 
(ei) 
dt y/e=V 


Jc,d 


1 + 
va Sütna+an pm. 


gesetzt wird, 


woraus 7 zu berechnen wäre durch 


1 Id 
1 PV 
Bu Tea e e 0) 


Mit den Zahlenangaben auf S.17 findet man hiernach für Kohlen- 
säure: 


t= 71 356 540 95 
v= 1,89 1,83 1,84 1.93, c, nach E. Wiedemann 
y= 1,9 1,77 1,79 1,90, €, nach Regnault, 


Werthe, die mit einander auffallend übereinstimmen und auch einen 
Gang mit der Temperatur nicht recht erkennen lassen. Ihr Mittel 
weicht von 2 nur wenig ab. Dabei treten diese Werthe als Brüche 
kleiner Zahlen auf, wodurch die gute Uebereinstimmung noch auffallen- 
der wird. Die Annahme, dass % constant und gleich 2 angenommen 
werden darf, bestätigt sich also für Kohlensäure ganz gut. Doch darf 
nicht vergessen werden, dass der Nachweis sich auf so geringe Drucke 
wie 1 bis 2 Atmosphären und so hohe Temperaturen wie die von 
O0 bis 100° C. bezieht. Indessen sahen wir ja (Bd. I, S. 458), dass die 
Clausius’sche Gleichung, der jener Werth von % für geringe Drucke 
entspricht, ein ziemlich ausgedehntes Geltungsbereich hat. Ent- 
sprechende Berechnungen bei grösseren Dichten auszuführen, fehlen 
leider die Daten. 

Neuerdings werden von der Deutschen Physikalisch - Technischen 
Reichsanstalt Versuche gemacht, eine absolute Temperaturscala auf 
Strahlungsvorgänge zu begründen. Die Theorie solcher Vorgänge ist 
von Clausius begründet und von Wien, Planck, Boltzmann, 
Lummer, Pringsheim und anderen Forschern ausgebildet worden, 
doch wird sie praktisch naturgemäss wesentlich für hohe Temperaturen 
Anwendung finden können. 
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Die Flüssigkeiten. 


67. Die Zustandsgleichung der Flüssigkeiten. 


Angesichts der so complicirten Annahmen, die wir über die Be- 
schaffenheit der Flüssigkeit zu machen gezwungen sind, wäre es fast 
verwunderlich, wenn zur Beschreibung ihres Zustandes eine einfache 
Gleichung angegeben werden könnte. Flüssigkeiten sehen wir als ein 
Gemisch von Molekeln aller möglichen Constitution an, worunter sich 
selbst dampfförmige, gasförmige und in Atome zerlegte Molekeln be- 
finden. Berücksichtigt man noch, dass das Verhältniss der einzelnen 
Componenten in diesem Gemisch zu einander je nach dem Zustand 
(der Temperatur und der Dichte) in sehr weiten Grenzen wechselt, so 
wird man eigentlich um eine Definition für wirkliche Flüssigkeiten 
überhaupt in Verlegenheit sein. Und in der That lässt sich eine solche 
physikalisch nicht wohl angeben, und wenn man eine solche angiebt, 
nicht unter allen Umständen aufrecht erhalten, namentlich nicht an 
den Greuzübergängen zur Starrheit einerseits und zur Dampfförmigkeit 
andererseits. Weiss man doch noch nicht einmal, welches Molekular- 
gewicht den Flüssigkeiten zuzuschreiben ist, ob nicht z. B. die Formel 
für Wasser bei 0° eher H,O, lautet als H,O (vergl. S. 54). 

Dementsprechend ist auch noch keine Zustandsgleichung bekannt, 
welche den Flüssigkeiten rationell zugeschrieben werden könnte. Die 
van der Waals’sche ist, wie wir bereits wissen und wie aus dem 
Folgenden noch schärfer erhellen wird, keine solche Gleichung. Nur 
um eine Anpassung innerhalb eines mehr oder minder engen Zustands- 
intervalls kann es sich handeln. Es sei an das berühmteste Beispiel 
der isopiestischen Zustandsgleichung des Wassers erinnert. Unzählige 
Versuche sind gemacht worden, die Ausdehnung -des Wassers unter 
constantem Druck durch die Wärme analytisch durch eine Formel 
darzustellen, aber selbst für das Intervall O bis 100° sind bis zu fünf 
verschiedenen Gleichungen aufgestellt, deren jede nur für einen Ab- 
schnitt dieses Intervalls gilt. 


Es kann sich daher im Folgenden nur um eine gewisse Uebersicht 
handeln. 

Gelten die Zustandsgleichungen des Virialprincips auch für Flüssig- 
keiten ohne Rücksicht auf deren Zusammensetzung aus so heterogenen 
Molekeln, so sollte nach van der Waals der Druck proportional der 
Temperatur sein. Es betragen nun nach Amagat’s Versuchen, die 
wohl die ausgedehntesten sind, über welche die Wissenschaft verfügt !), 
für je 10° C. die Druckzunahmen Ip in Atmosphären für 


1. Aether. 
| ! | | 
Io bis | 10 bis! 20 bis : 30 bis | 40 bis| 50 bis | 60 bis | 70 bis! 80 bis: 90 bis 
y | 100° | 200 | 300 ! 400 ' 500 | 800° 70° | 800 | 900 | 100° 


Ä sp 
| 


1,000 || 100 ı 7 wis] se | 94 | 92 | 

0,990 105 101 ! 100 ı 99 | 98 , 97 | 1.0 
0,980 | 108 | 107 | 107 | 105 | 104 | 103 | 102 | I 
0,970 |! 112 | 111 | 110 | 108 | 109 , 109,106 | — | — | — 
0,960 | 117 | 115.) 114 | 113 | 114 | — |: ı7.7|- 
0,9850 | 121 | 121 Bi BI, -7,7 17 |— 
euere -ı I -1ı- - ı - I 


In allen Reihen nımmt also die Druckzunahme mit wachsender 
Temperatur ab, wenn auch freilich nicht sehr bedeutend. 


2. Wasser. 


| 
80 bis 
90° 


70 bis 
80° 


60 bis 
70° 


50 bis 
60° 


30 bis | 40 bis 
40° | 500 


0 bis 
10° 


90 bis 
100° 


10 bis | 20 bis 
20° Ä 30° 


10000 |, 


2,7 | 32 | 

9995 | | 32 | 59 | 79 101 , 121 | 190 | 143 155 I 
0985 | 45 | 33 | 60 | 8o | 102 | 118 , 188 | 105 | 155 | — 
9975 | 5,5 | ss | 8ı | 82 102 , 120 ı 188 | 145 | 158 | — 
9950 | 85: 38 | 2 | ss | 105 | az 1 | ja | 158 | — 
9925 ' 12 | 40 65 86 107 , 122 | 135 119 ı — _ 
9900 | 16 43 ' 67 88 | 107 | 125 | 137 | sIi- — 
9850 | 22 | 4 | | 9 12 | 10 11-1 
wolle -'1- , — 
9750 : 37 | aı seo jı8ı -— | -ı -|- ı_ 
os 0. 8|ı| - -— | -.-|7,- 


Wasser verhält sich hiernach ganz anders als Aether; nicht nur 
wächst hier der Spannungsunterschied für gleiche Temperaturintervalle 


!) Annales de chimie et de physique 1893, Tome 29, p. 514. 
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mit wachsender Temperatur an, statt wie beim Aether abzunehmen, 
sondern das Anwachsen ist auch sehr bedeutend. Hier genügt also 
eine lineare Abhängigkeit des Druckes von der Temperatur ganz gewiss 
nicht. Aethylalkohol scheint sich ähnlich wie Wasser zu verhalten, 
wenn auch die Zunahme des Spannungsunterschiedes nur sehr gering ist, 
bei Methylalkohol und Schwefelkohlenstoff, die freilich nur zwischen 0° 
und 39° bezw. 49° untersucht sind, kann die Constanz des Spannungs- 
unterschiedes für gleiche Temperaturintervalle angenommen werden. 
Aber die ganz enormen ÄAenderungen bei Wasser genügen schon, die 
Unzulänglichkeit der van der Waals’schen und aller ähnlich gebauten 
Gleichungen darzuthun. 
Die Clausius’sche Gleichung giebt als Isotherme 


B 
) »P=4A9 +75 


Diese schliesst sich den obigen Zahlen annähernd an; doch kann 
man die Zahlen auch mit dieser nicht hinreichend darstellen, es bleiben 
Differenzen, die bis zu 10 Proc. gehen und anscheinend viel grösser sind, 
als die möglichen Beobachtungsfehler, wenn man auch letztere nicht 
zu gering schätzen darf. Die Differenz scheint systematisch zu sein; 
stimmen die berechneten Zablen mit den beobachteten an den Enden 
der Reihe überein, so sind die berechneten mittleren Zahlen gegen die 
beobachteten zu klein. 

Gleicht man beispielsweise die erste Reihe, für eine Dichte gleich 1, 
nach dieser Formel vollständig aus, so wird A=377,51, B=— 28383800 
und die Differenzen gegen die beobachteten Zahlen betragen 


+ 7,4; + 3,2; — 0,2; — 0,8; — 4,2; — 94; + 2,0; + 0,1; 
+ 1,0; + 09. 


Den Eindruck jedoch gewinnt man, dass die Formel physikalisch 
selbst für Wasser zulässig ist, und das will schon viel sagen, da Wasser 
offenbar einen ganz extremen Fall bilde. Die Grösse B ergiebt sich 
in diesem Fall als negativ, wie die Clausius’sche Formel verlangt 
(vergl. jedoch Seite 38, wo sich das Gegentheil ergeben wird), bei 
Aether wäre B im Gegentheil positiv, was der Clausius’schen 
Gleichung nicht entsprechen würde. 

Die hier abgeleitete Zustandsgleichung ergiebt für den Spannungs- 
coefficienten gleichfalls eine Abhängigkeit von der Temperatur. Wir 
hätten (Bd. I, S. 482, am Ende) 


3k —6b 
&p\ __R _ Rb °, 4k (FI 5 Ok ° 
2) (8 ve r (5 4k + 1m76 9) 


oF 6 -;\ 1 
(tr ) 
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Die Grösse k wird für Wasser bei 0° zu 1 angegeben, bei 100° 
.„ ,3k—5 1 1 
dürfte sie 1,25 betragen, also liegt -- ik zwischen — ., und — ru 


sk —6 
Somit haben wir für ® ** Werthe zwischen 0,065 und 0,246, der 
erste Factor des zweiten Gliedes wächst also von O0 bis 100° auf den 


4 


zwischen + 1 


etwa vierfachen Betrag. Im zweiten Factor liegt 3 


und + 2, auch dieses Glied wächst; == ist positiv und wächst sehr 


wahrscheinlich mit 9, denn bei 25° ist k = 1,010, bei 50° bereits 


1,036, bei 100° aber 1,25; log® wächst ebenfalls; nimmt freilich 


5 
4k2 
von 1,25 bis 0,8 ab; ebenso 4 log® von etwa 1900 bis 1770; da 
indessen > nur etwa 0,0006 beträgt, fällt das ganze zweite Glied 
unter normalen Verhältnissen nur sehr wenig ins Gewicht, im Ganzen 
wird also der zweite Factor mit wachsendem ® zunehmen, also jeden- 
F. 
falls das ganze mit Rb multiplicirte Glied. Von nr und e wissen 
wir nicht, ob sie constant sind, wachsen oder abnehmen. Da Fı, F, 
mit wachsendem 9 fallende Functionen sind, könnte man sie ganz 


gut auch durch Functionen A + = dargestellt denken, dann würden 


die Differentialyquotienten der F mit wachsendem 9 abnehmen. Ent- 
scheidung lässt sich leider nicht treffen, so lange diese wichtigen Grössen 
unbekannt sind, was um so bedauerlicher ist, als gerade von diesen 
Functionen die Abhängigkeit von der Temperatur wesentlich bedingt ist. 
Jedenfalls ist aber in der Formel nichts enthalten, was der Erfahrung 
widerspricht, wir werden sogar sehen, dass die Annahme von Abhängig- 


keiten nach Art der Functionen A + r durchaus plausibel ist. 


Der Spannungscoöfficient hängt augenscheinlich auch von der 
Dichte der Flüssigkeit ab, beim Aether wie beim Wasser und ebenso 
bei anderen Flüssigkeiten nimmt er mit wachsender Dichte zu. Diese 
Zunahme ist ihrerseits eine Function der Temperatur, was vornehmlich 
beim Wasser hervortritt, woselbst die Zunahme mit wachsender Tem- 
peratur geringer wird. Ich habe für Wasser die Constanten A, B der 
Clausius’schen Formel für mehrere Dichten durch Ausgleichung be- 
rechnet und gebe nebenstehend die Werthe (siehe nächste Seite). 

Die A schwanken, wie man sieht, hin und her, bei den B besteht 
die Tendenz, mit abnehmendem © ebenfalls abzunehmen. Nach Clau- 
sıius sollte A mit abnehmendem v wachsen, ebenso B, denn es ist A 
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® | A 

KE | 
1,0000 + 377,5 — 28 383 800 
9985 | 390,3 29 539 300 
9950 388,9 29 102 500 
9900 | 389,5 28 767 500 
9800 | 394,0 28 160 600 
9700 + 382,0 — 26 039 100 


1 
proportional > —-- und B proportional - Amagat’s Ver- 


air EB 


suche an Wasser widersprechen also der Olausius’ schen Formel min- 


destens für das von (v kr abhängige Glied, doch ist freilich der 
Unterschied zwischen dem kleinsten v und dem grössten zu gering, 
um sich bei so unsicheren Ausgleichungsrechnungen mit Sicherheit be- 
merkbar zu machen. Wahrscheinlich ergiebt sich darum A fast 
constant, während die nicht unerhebliche Abnahme von B darauf hin- 
deutet, dass die Clausius’sche Gleichung hinsichtlich ihrer Ab- 
hängigkeit vom Volumen, bei Flüssigkeiten wenigstens, nicht ganz hin- 
reicht. In unserer Formel ist, wenn für die F' Functionen der Form 


B 
A+H+ g. 2genommen werden und wenn man von dem unbedeutenden 


Stossgliede absieht, die Grösse B als Function von v von der Form 


a + bv 
v2 
Differentialquotient nach v von dieser Grösse offenbar je nach den 
Werthen von a, b und v positiv oder negativ sein kann. Unsere 
Formel präjudicirt also in dieser Beziehung nichts, A müsste selbst- 
verständlich auch nach dieser Formel mit abnehmendem v wachsen. 

Die Abnahme der Variabilität mit wachsendem ®; erklärt sich 
nach beiden Formeln gleich gut. 

Für die Ausdehnung der Flüssigkeiten liegen unzählige Versuchs- 
reihen vor, die meisten bei gewöhnlichem Druck. Zur analytischen 
Darstellung hat man vorzüglich Potenzreihen nach der Temperatur 
angewendet und solche Reihen genügen in der That in sehr vielen 
Fällen. Ein classisches Beispiel hierfür ist die Ausdehnung des Queck- 
silbers nach Regnault’s Versuchen, für welche auch Wüllner’s!) 
strenge Durchrechnung eine Formel 


3) e—=atbP +cH 


5 
—— ; diese aber kann mit wachsendem v auch abnehmen, da der 


!) Lehrbuch der Physik, Bd. 2, 8. 76. 
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ergiebt, worin % die wittlere Ausdehnung von 9, bis 9 bedeutet und 
a, b und c Constanten sind, was um 20 bemerkenswerther ist, als es 
sich um ein so weites Intervall wie 0° C. bis 300” C. handelte. Denn 
die Differenzen gegen die beobachteten Werthe sind (nach Zeichen und 
Grösse) regellos genug vertheilt und erreichen höchstens einige Tausend- 
theile der ganzen betreffenden Zahl. 

Der wahre Ausdehnungscoäfficient wäre dann 
4) (en zur ze rsemnn... 

In anderen Fällen gilt eine Formel dieser Art, wenn man nicht 
die Constanten ins Ungemessene vermehren will, nicht. Man hat 
darum auch andere Darstellungen in Vorschlag gebracht. Avenarius 
2. B. setzt | 


5) v=vV+blog® — 9), 


woselbst v’ das kritische Volumen, 9 die kritische Temperatur und b 
eine Constante sein sol. Mendeleef’s Formel;ist 


1 


9) ’= ir 


Beide genügen in vielen Fällen. 
Eine merkwürdige Formel hat de Heen!!) vorgeschlagen, nämlich 


7) — = ar", 


woselbst «a und m Constanten sind. In der Regel soll man m == 2,333 
nehmen können. de Heen?) giebt auch eine Art theoretischer Ableitung 
für seine Formel, die darauf beruht, dass erstens die Grösse K, die 
als innerer Druck aufgefasst werden kann (Bd.I, S. 373), proportional 
ist dem Quadrat der Dichte, und zweitens in erster Näherung gleichen 
Zunahmen der Temperatur gleiche Ausdehnungsarbeit entspricht. Es 
müsse also sein 


ov, gr cv, _ L 
8) Ki 0 Rızs,  .. 0 — Const. 

(X). . 
undda X = wrY ist, folge auch, wenn man (K) als constant ansieht, 
die Gleichung 

(eK); 
— :2 
9) ee, 


also mit m == 2. In der That soll auch die Erfahrung für m zu 
Werthen in der Nähe von 2 führen, wenigstens in einiger Entfernung 


!) De Heen 1a chaleur, p. 163. 
1ce,p. 165. 
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von dem Siedepunkte. In der Regel freilich soll m zu 2,333 anzu- 
nehmen sein. Die Vergleichszahlen, welche de Heen in seinem Werke 
La chaleur gegeben hat, scheinen die Formel gut zu bestätigen. Frei- 
lich fehlt dabei der Prüfstein aller solcher Formeln, die Vergleichung 
für Wasser. de Heen hat seiner Formel noch etwas grössere Strenge 
verliehen; eine genauere Rechnung giebt ihm 


10) er — (a 4 IK) un, 

welche an Quecksilber mit hinreichendem Erfolg geprüft wird, indem 
wie in allen anderen Fällen m = 2,333 gesetzt wird. Dehnt sich die 
Flüssigkeit unter einem Drucke p,, P2, - - . aus, so setzt de Heen aus 
gleichen Gründen 


Ct, 


1) (mn + X) N (pr + KR) =: con = 
D 


cy 


Daraus zieht er den Schluss, dass der Ausdehnungscoöfficient um 
so weniger mit der Temperatur varürt, je höher der Druck ist, und 
das entspricht in der That den Versuchen von Amagat!). So ist 


1:0 
nach letzterem die Grösse y cö in Einheiten der 6. Decimale für 


c»’ 
Acther: 
v bis 20 bis; 40 bis ı 60 bis : 80 bis 100 bis 138 bis 
Druck 20° 40° 60° 80° 1000 1880 198" 
In oa. Run. m ____ 00. 
Atınosphären 1 ( RN .) 
ev \dy48 p 
50 1511 1687. 1779 1947 2112 _ — 
100 1445 1523 ° 1649 1782 1904 , — — 
Pit 1319 1390 1469 1522 1614 : 1749 2156 
300 1235 1271 1333 1366 1418 15u2 1094 
200 1153 1183 1225 1250 1305 1327 1436 
500 "1094 1117 1143 1157 1175 | 1218 1278 
KU0 1045 1060. 1074 1080 1098 | 1115 1165 
700 999 1008 1027 1032 1026 1040 1078 
s00 958 yal 085: 981 962 983 1008 
u00 928 931 940 928 028 | 933 946 
880 STIL 


1000 2a YuO AIUR) 834 883 
(Für Wasser siehe nächste Seite.) 
Hieraus ergiebt sich das obige Gesetz allerdings, da es selbst für 


a gilt und sich auch für andere Flüssigkeiten, wie Alkohol, be- 
ur 


)1e. 
Weinstein, Thermodynamik. II. g 


4 
dı 
. 
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Wasser. 


„0 bis 10 bis 20 bis 30 bis 40 bis 50 bis 60 bis 70 bis 80 bis 90 bis 100 
i I ' " ! 

‚ Druck . 00 20° ' 30° , 40° ' 50% ı 60° ° 700 ' 800 90% : 1000° 18 

in Atmo- I_ — ._- — -.— 


sphären | 1 ( r 
| ‚ v \89/p 
N | 
1 14 | 100 | v7 Isa a2 ls: — ı—- I —. —- 


| 
100 43 | 165 ı 265 | 345 42 BI ı — | — ..ı 


| 
00 ! me| 183 | 276 | 350 : 426 480 a0 600, — | — ı 
300 98 | 205 | 286 | 357 , 423 ı 481 , 528 590 641,682 | 1 
400-123 | 221 | 298 | 363 | 420 | 478 527 575 626 | 673 
500", 149 236 | 306 | 370 | 429 ,a82 | 523 566 11 | oeı 
son | 169 | 250 ı sıo | 372 | 420 484 | 520 557 : 605 | 850 
zo0 | 192262 | 320 | 877 | 


| 

434 478 | 523 550 , 598 | 637 
339 | 378 | 438 | 480 | 518 : 546 595 | 630 
338 | 389 | 437 470 | 514 | 550 584 621 


343 | 396 | 437 | 474 | 512 | 554 581 | s10 
. l 


800 213 | ara 
eu0 || 229 289 
1000 | _-  _ 


stätigt findet. Zweifellos ıst den de Heen’schen Speculationen ı 
Ergebnissen ein gewisser Werth nicht abzusprechen. Ich werde epä 
selbst noch eine annähernde Bestätigung beibringen, aber mehr 
einen Näherungswerth wird in ibnen de Heen selbst nicht sel 

Für Wasser insbesondere hat die Darstellung der thermisc 
Ausdehnung grosse Schwierigkeiten bereitet. Potenzreihen genü; 
nicht recht. Mendeleef giebt die Gleichung !) 

1 Id — 4)? 

12) an 17 (94,1 + (703,5 — 19 

‚Sie gilt für Atmosphärendruck, woselbst das Dichtemaximum s 
nahe bei 4° C. liegt, bei steigendem Druck fällt die Temperatur 
Dichtemaximums. So beträgt sie nach Amagat bei etwa 42 Atı 
sphären 3,3°, bei 93 Atmosphären 2,2°, bei 145 Atmosphären 0,6° ı 
vor 3000 Atmosphären bereits ist das Dichtemaximum überhaupt ı 
schwunden. Berechnet man mit der Mendeleef’schen Formel 
Dichte für 100° C., so findet sich 0,95859, während nach der 
kannten Rossetti’schen Tabelle diese Dichte 0,958 86 sein sollte, 
Unterschied ist nicht unbedeutend. Tihiesen?) benutzt als For 


13) 1 __ (dt — 3,98)? t + 283 
v 5038570 t-+ 6726’ 

giebt jedoch selbst an, dass sie sich wesentlich dem in der betreffen 
Veröffentlichung allein in Frage kommenden Temperaturintervall 
bis 40° anschliesst; die grösste Abweichung zwischen den in die: 

I) Beiblätter, Bd. 15, 8. 758. 

?) Wisseuschaftliche Abhandlungen der Physikalisch-Technischen Rei: 
anstalt, Bd. III, 8. #7. 
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Intervall von ihın und anderen (Scheel und Diesselhorst) beobach- 

teten und berechneten Zahlen beträgt noch keine Einheit der sechsten 

Decimalstelle.. Bei 100° dagegen würde die Abweichung mehrere Ein- 

heiten der vierten Decimalstelle betragen, ungefähr wie bei der Men- 

deleef’schen Formel, mit der sie die Zahl der Constanten gemein hat. 
Für Quecksilber endlich hat Bosscha) 


gesetzt und damit bis zu etwa 260° Regnault’s Beobachtungen hin- 
reichend genau dargestellt, was um so bemerkenswerther ist, als sie 
nur eine einzige Constante enthält. L. Levy?) hat in einer bemerkens- 
werthen Dissertation als Formel eine Potenzreihe gewählt. 

Die Gleichungen, welche aus dem Virialprincip folgen, geben keine 
bequeme Darstellung für v als Function von p und #. Wir sahen 
jedoch bereits im ersten Bande, dass alle diese Gleichungen hinsicht- 
lich der Abhängigkeit der Ausdehnung von der Temperatur der Er- 
fahrung entsprechen können, denn wie bei den Gasen steigt die rela- 
tive Ausdehnung auch bei den Flüssigkeiten zuerst mit wachsender 
Temperatur, dieses lehren die beiden oben mitgetheilten Tabellen ohne 
Weiteres. Ein späteres Abnehmen der relativen Ausdehnung mit wach- 
sender Temperatur, wie solche sich bei den Gasen findet, ist bei den 
Flüssigkeiten anscheinend nicht vorhanden, was auch leicht verständ- 
lich ist. Nach Seite 401 des ersten Bandes würde hiernach die van der 
Waals’sche Formel verlaugen, dass v nicht grösser sein darf als 3b, 
das heisst als das kritische Volumen. Also bis zum kritischen Zustande 
soll ein stetes Ansteigen der relativen Ausdehnung stattfinden. Bei der 
Clausius’schen Gleichung findet das nämliche statt (Bd. I, S. 404). 
Die hier abgeleitete Formel kann man streng nicht prüfen, weil die 
Abhängigkeit des k von ® bei den Flüssigkeiten fast gänzlich unbekannt 
ist. Sieht man von einer solchen Abhängigkeit, die wohl auch nur 
geringfügig sein muss, ab, so bleibt 


3k—5 1 
35 ok /O\ ‘* /8 eF  0oR °N\-! 
_ a 1 +) 1.) (78 + 78° ). 
BT St Fe 
F+Fv 3 Ihe 3 ITk—5/N * 
on 3 A =) 
sk—b 
Tk—5b/\ *% 
1 alı + 7%; (5) ”) 
a 
F+Fhkv®?® 1FRv?? 9 Tk—5/d\ +* 
u Be ar a 127 er 5) 


!) Poggendorff’s Ann., Ergänzungsband 5. 
*) Dissertation, Halle 1881. 
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oder unter Vernachlässigung der Stossglieder überhaupt 


cr ch}, _._ 
Ya kat): 
Y 


16) ee _i _ı 
FF +Fr’: 1 Ban 3 

U? 3 2? 

1 cr 

‚cd 


Auch hinsichtlich der Abhängigkeit vom Druck stehen die Flüss 
keiten zum Theil auf gleicher Stufe mit den Gasen, doch treten aı 
Gegensätze auf. Vergleicht man z. B. die Tabelle auf Seite 365 
ersten Bandes für Kohlensäure mit den hier gegebenen Zahlen 
Aether, so nimmt dort der relative Ausdehnungscoöfficient mit wa 
sendem Druck bei niedrigen Temperaturen stetig ab, bei höheren e 
zu, dann wieder ab. Bei Aether dagegen fällt der Coöfficient ste! 
Das würde man im Verhältniss zu den Gasen uach dem Beispiel ı 
Kohlensäure erwarten. Dagegen zeigt sich bei Wasser zuerst e 
ständige Zunahme des Coöfficienten mit wachsendem Druck und spät 
erst nach 60 bis 70°, eine Abnahme wie bei Aether. Während a 
Aether einen Zustand darstellt, der als Fortsetzung des gasförmig 
Zustandes nach Seiten der niedrigen Temperaturen angesehen werc 
kann, findet das bei Wasser nicht statt, es bildet diese Fortsetzu 
erst bei Temperaturen über 60°. Hieraus wäre man versucht 
schliessen, dass Aether nur darum als jene Fortsetzung erscheint, w 
es seinem kritischen Zustande im untersuchten Intervall näher st 
als Wasser, dass es aber bei niedrigeren Temperaturen als die : 
Beobachtung gelangten sich wie Wasser verhalten dürfte |] 
Zahlen auf Seite 34 unterstützen diese Annahme in etwas, weil 
Abnahme des Coöfficienten mit wachsendem Druck bei steigen: 
Temperatur ziemlich stark anwächst, mit fallender Temperatur w 
sie mehr und mehr sinken und zuletzt wohl in eine Zunahme üb 
gehen. Ist also das Verhalten des Wassers das allgemeinere 
Flüssigkeiten anzunehmende, so sollte der relative Ausdehnun 
coöfficient mit wachsendem Druck je nach der Temperatur (ob nied 
oder hoch) erst steigen, dann fallen (um im gasförmigen Zustaı 
bei noch weiter anwachsender Temperatur abermals für grosse Dru« 
zu steigen). 


Nach der van der Waals’schen Gleichung fällt nun der relat 
Ausdehnungscoöfficient mit wachsender Dichte stets, so lange v < 
ist (Bd. I, S. 402), er fällt auch noch, wenn v etwas grösser ist als 
Das sollte also z. B. bei Aether der Fall sein, und zwar würde sel 
bei der niedrigsten angegebenen emperabur v noch kleiner sein 
der aus der Bedingungsgleichung (Bd. I, S. 402) 
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17) u — — u? — _ 


sich ergebende Werth für v. Bei Wasser würde v oberhalb 60° eben- 
falls kleiner sein als dieser besondere Werth, unterhalb 60° grösser. 
Das ist aber ganz unverständlich, also kann die van der Waals’sche 
Gleichung für Wasser keine Anwendung finden. 

Die Clausius’sche Gleichung führt zu einer sehr complicirten 
Bedingung; es müsste 


23% 6c 1 c 
( et SB) 
‘ d 2Cc v Ic 
= (a = 50er) won + orte + 


1 C 

Hat ne+ 
positiv sein für Temperaturen über 60°, negativ für Temperaturen 
unter 60°. Der einzige Factor, welcher negativ sein kann (wenn c 
positiv sein soll, worüber bald Näheres), ist der im ersten Product zu- 
erst stehende. Ist er negativ, so wird jedenfalls Wasser sich wie Aether 
verbalten. Die Bedingung wäre unter allen Umständen 

29 Ge 
GE le Tree 
während sie an sich noch nicht genügen würde. Möglich ist diese 
Bedingung gewiss, da sie für #— & schon erfüllt ist. Diese Bedingung 
setzt v in Abhängigkeit von ® und zwar sollte v um so grösser sein, 
je kleiner ® ist, darüber lässt sich aus den Zahlenangaben für Wasser 
nichts entnehmen, da die Zahlen in den einzelnen Spalten anscheinend 
nur wachsen oder nur fallen, doch ist es plausibel. Das entgegen- 
sesetzte Verhalten tritt jedenfalls ein, wenn 
29 Ge ar 

U au Doz 5 
ist. Es kann jedoch auch schon vorhanden sein, wenn diese Grösse 
noch positiv ist. Auch diese Bedingung ist möglich, und zwar gerade 
für niedrige Temperaturen, also kleine 9. Die Clausius’sche Glei- 
chung ist hiernach günstiger gestellt als die van der Waals’sche. 
Gleiches gilt von der hier abgeleiteten Gleichung. Das ist alles nur 
qualitativ. Zu quantitativen Ergebnissen zu gelangen, ist im gegen- 
wärtigen Stande der Wissenschaft nicht wohl möglich. 

Wir haben nun noch eine Frage zu behandeln. Wasser zeigt ein 
Minimum des Volumens, welches bei Atmosphärendruck bekanntlich 
fast genau auf die Temperatur it = 4°C. fällt. Lassen die Zustands- 


1S}) >Uv, 


18,) 
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gleichungen ein solches Minimum erkennen, selbstverständlich nicht 
die darauf eingerichteten, wie die von Mendeleef, Thiesen und 
anderen ? 

Die de Heen’sche Zustandsgleichung würde ein solches Minimum 
des Volumens nur in der zweiten Form angeben lassen, woselbst = 
werden kann, wenn a + bD9 = 0 ist, während in der ersten Form 
v = 0 sein müsste. Also ist die erste Form unzulässig, wenigstens für 
Flüssigkeiten, die sich wie Wasser verhalten. 


Nach der van der Waals’schen Gleichung kann I —y nur 


Kir 
sein, wenn (Bd. I], S. 401) 
9 2cw—)) _ 
18,) er 
ist. Soll 9 = ®w ausgeschlossen sein, so kann, da v niemals O sein 
wird, nur noch v —= b in Frage kommen, alsdann wieder wäre 9 = 0. 
Die van der Waals’sche Gleichung lässt also hier gänzlich im Stich. 


Nach der Clausius’schen Gleichung ist 9v =—(, wenn entweder 


or 
1 c 
Bi Zul Zu ICE U 
oder 
13) 8 Lou 


—b% Bw PB) 
ist. Soll in der Clausius’schen Gleichung für Flüssigkeiten c wie 
für Gase eine positive Grösse und ausserdem ® > Db sein, so scheidet 
die erste Möglichkeit aus, es bleibt nur die zweite, und diese ist 
wiederum für plausible Werthe unerfüllbar. Hieraus schliessen wir, 
dass entweder die Clausius’sche Gleichung für Flüssigkeiten wie 
Wasser unzulässig ist, oder dass die Constante c darin keine Constante 
ist, sondern vom Aggregatzustande abhängt und negativ sein kann, 
während sie für Gase positiv sein soll. Oder, dass zwar c positiv ist, 
aber v < b sein kann. Dieses ist aber wieder mit positivem c unver- 
einbar, denn dann wäre p negativ, also bleibt nur die Annahme, dass 
c negativ und v > b ist. Hierin finde ich eine sehr starke Stütze für 
meine frühere Behauptung, dass Gase und Flüssigkeiten nicht die 
nämliche Zustandsgleichung mit gleichen Constanten haben, und es ist 
zu verwundern, dass man dieses einfache Kriterium anzuwenden unter- 
lassen hat. Darf aber c auch negativ sein und ersetzen wir diese 
Grösse durch — @2, so wäre nach der Clausius’schen Gleichung das 


Volumenminimum ® bestimmt durch 
1 a? 
v—b ur: (v + BJ? 


18,) 
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und da zugleich u 
p 1 a2 


Bord 
ist, so hätten wir 


2 _» 

v—b RS 
oder u 
19) »w —-) = 2R®. 


Druck, Temperatur und Grenzvolumen wären also mit einander 
nach einer dem Boyle-Gay-Lussac’schen Gesetze entsprechenden 
Regel verbunden. Nach Amagat’s Versuchen soll die Temperatur des 
Dichtemaximums mit wachsendem Druck sinken, also müsste auch mit 
wachsendem Druck die Grösse p(v — b) stetig kleiner werden, was 
sehr glaublich ist, da diese Grösse mit wachsendem » der Null zustrebt. 
Zahlenmässig ist die Formel mit Amagat’s Versuchen nicht ver- 
einbar, sie würde für b einen viel zu grossen Werth geben. Indessen 
sind diese Versuche selbst sehr unsicher. 

Die hier aufgestellte Zustandsgleichung ergiebt wie die Clau- 
sius’sche die Möglichkeit eines Dichtemaximums. Nach der Formel 


für I 2 auf Seite 35 folgt, dass nur der Zähler Null sein kann, und 
io würde erfordern, dass für Flüssigkeiten OU + 07 RG; 
sie würde erfordern, dass für seigkeiten —n 35 eine 


positive Grösse ist, worüber sich von vornherein nichts sagen lässt. 
Das Auffallende der mangelnden Uebereinstimmung zwischen 
Theorie und Erfahrung verliert jedoch seine Bedeutung, wenn man 
bedenkt, dass Flüssigkeiten, wie schon bemerkt, innerlich überhaupt 
nicht homogen sind, sondern als variable Gemische angesehen werden 
müssen, für welche einheitliche Formeln ja nicht bestehen. Die Con- 
stanten aller Formeln sind aus entsprechenden CGonstanten der ein- 
zelnen Theile der Flüssigkeiten zusammengesetzt, und zwar nach mit 
den Umständen variablen Verhältnissen. Indessen sind dadurch die 
Widersprüche zwischen den verschiedenen Annahmen, die dem Leser 
gewiss nicht entgangen sein werden (sie betreffen namentlich die 


2 + m, 


dürfte hauptsächlich daran | liegen, dass wir Grössen als constant an- 
sehen und mangels ausreichender Erfahrungen als constant ansehen 
müssen, die es höchst wahrscheinlich keineswegs sind, namentlich nicht 
in so weiten Intervallen der veränderlichen (irössen. So hängt die 
„Constante* A ab von dem Molekulargewicht der Substanz. Welches 
Molekulargewicht haben Flüssigkeiten? Und ist dieses Molekular- 
gewicht immer das nämliche? Die Frage wird im nächsten Abschnitt 


Grössen c und — ®), nicht ganz zu erklären. Dieses 
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behandelt. Nach neueren Untersuchungen scheint es Flüssigkeiten zu 
geben, welche in ziemlich weiten Intervallen der Versuchsbedingungen 
ein constantes Molekulargewicht aufweisen, wie Benzol, Aethyloxyd 
und andere; ja dieses Molekulargewicht scheint sogar mit dem im 
dampfförinigen Zustande übereinzustimmen. Für solche Flüssigkeiten 
hat R einen constanten Werth und sogar den im dampfförmigen Zu- 
stande der Substanz geltenden. Bei anderen Flüssigkeiten trifft das 
aber nicht zu, zum Beispiel bei der Reihe der Alkohole, der Säuren u.s.f. 
Nicht bloss ist bei ihnen das Molekulargewicht im flüssigen Zustande 
ein anderes als im dampfförmigen, sondern es ändert sich auch, wie 
erwartet werden muss, mit der Temperatur, indem es mit wachsender 
Temperatur abnimmt und bei der kritischen Temperatur vielleicht den 
im dampfförmigen Zustande geltenden Werth erreicht. So scheint das 
Molekulargewicht des flüssigen Wassers bei 0°C. und Atmosphären- 
druck fast viermal so gross zu sein wie das des Wasserdampfes, es 
nimmt dann mit steigender Temperatur ab, ist aber selbst bei 140° C. 
immer noch fast zweieindrittelimal so gross wie das des Dampfes. Bei 
Wasser ist also 2 kaum eine Constante, sondern eine Grösse, die von 


2,8. 
der Temperatur abhängt und von O bis 100° C. auf == ihres Werthes 


sinkt. Wie sollen da die einfachen Zustandsgleichungen Anwendung 
finden können, wenn über so enorme Veränderungen ihrer „Constanten“ 
keine Gewissheit und keine Uebersicht besteht? Denn was von der 
Grösse R gesagt ist, gilt nicht minder von allen anderen in diesen 
Gleichungen enthaltenen Grössen. Die Untersuchung der Molekular- 
gewichte der Flüssigkeiten scheint die weitaus dringendste für eine 
Einsicht in das Wesen dieser Substanzen zu sein. Bis jetzt sind dazu 
nur erst Anfänge gemacht, und es wird auf diese Frage noch oft zu- 
rückgekommen werden müssen. 


568. Capillarität der Flüssigkeiten. 


Kaum ein Abschnitt der Physik ist so oft und von so vielen Seiten 
bearbeitet worden, als der von der Capillarität der Flüssigkeiten 
handelnde. Die Theorie, wie sie zuerst von Young concipirt wurde, 
sah ursprünglich einfach genug aus; je tiefer jedoch man in die Sache 
eindrang, desto verwickelter zeigten siclı die Verhältnisse und eigent- 
lich besitzen wir auch jetzt noch keine wirklich befriedigende Einsicht 
in den Grund der Erscheinung. Gegenwärtig müssen wir zwischen 
der älteren mechanischen Theorie und der neueren thermodynamischen 
unterscheiden. Die letztere scheint strenger als die erstere zu sein, 
weil sie von einem allgemeinen Princip Gebrauch macht, welches auch 
die Wärmeerscheinungen einbezieht. Dass sie jedoch die Erscheinungen 
dem Verständniss näher bringe als jene, kann man nicht behaupten. 
Sie wird später dargelegt werden. 
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Die mechanische Theorie hat ihren Höhepunkt in der genialen 
Bearbeitung von Gauss erreicht (Werke, Ausgabe von 1867, Bd. 5, 
S. 31 bis 77). Sie untersucht lediglich die Aenderungen, welche die 
potentielle Energie einer Flüssigkeit erfahren kann, welche bei oder 
in Berührung mit Substanzen irgend welche Gestaltänderungen durch- 
macht. Die Gestalt einer Flüssigkeit ist in stabilem oder labilem 
Gleichgewicht, wenn diese potentielle Energie unter den besonderen 
Verhültnissen einen Grenzwerth hat, ihre Variation also für alle unter 
diesen Verhältnissen möglichen Veränderungen gleich Null ist. Doch 
hat Gauss selbst auf die nothwendige Erweiterung dieser Theorie 
hingewiesen, wenn man die Würmeerscheinungen einbeziehen will. 

Sei die innere potentielle Energie der Flüssigkeit für sich U}, die 
der Substanzen, mit denen sie in Berührung steht, U,, die der äusseren 
Kräfte U’, so wäre die ganze potentielle Energie 


1) U ef + U, + u’, 
Man nimmt nun an, dass die Wirkung zwischen den einzelnen 
Theilchen einer Flüssigkeit, und ebenso die von Theilchen von Sub- 


Stanzen auf einander selbst ein Potential hat. Wir nennen dieses 
Potential für den ersten Fall f, für den zweiten F\, dann wird 


| A _ | edr| o (dr, AU)dr, 


n— x feae|rr ar, AT)dAT 


zu setzen sein. _@, © sind die Dichten der Flüssigkeit an den Raum- 
elementen dr, dv’; P bedeutet die Dichte der betreffenden Substanz 
an der Stelle 47T’; die Integrationen erstrecken sich über die Flüssig- 
keit und die sie berührenden Substanzen. Es ist schon im ersten Bande, 
Abschnitt 15, erwähnt, wie diese Ausdrücke unter der Annahme, dass 
die Dichte weder in der Flüssigkeit noch in den sie berührenden Sub- 
stanzen variirt, auf Flächenintegrale zurückzuführen sind. Für con- 
tinuirlich vertheilte Substanz hat man (Bd. I, S. 51, Gleichung 26), 


3) N = (2me:(K)v — - zo? (1) s) + 0) 
und für molekular vertheilte (l. c. Seite 64) 
4) U, = 2n26°?4(0)O — n 202[9(0)— 9,]2+ 70. 


(K) und (H) sind die Gaussischen Capillaritätsconstanten, v, 8 sind 
Volumen und Oberfläche der Flüssigkeit, % (0) und [9(0) — %,] ent- 
sprechen den Constanten (K) und (H), doch sind sie durchaus anderen 
Werthes als diese Constanten, denn © und N bedeuten Volumen und 
Oberfläche der Molekeln, wodurch Ö die Dichte einer Molekel bezeichnet. 
Wir haben (Bd. I, S. 50) 
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3, „oo 
5) = -| a f(a)de, (H)— + [28 | s@aa, 


0 0 


dagegen FR en 
6) .o=-| ap(a)de, 20-8, = [aß | ap waa 
0 0 3 
det di" \ 
-alf(ferferwar)an 
0 r B 


Es ist schwer zu sagen, worauf sich die Variationen beziehen 
sollen, wenn von der zweiten Form der inneren Energie ausgegangen 
wird, denn ® und 2 wird man geneigt sein, bei constanter Temperatur 
für unveränderlich zu halten. Und sollten diese Grössen variabel 
sein, so müsste mindestens auch 9, variabel sein, da diese Grösse von 
der Grösse einer Molekel, also auch von & abhängt. Die (7) ent- 
sprechende Grösse ®(0) — 9, müsste also bei der Variation von U; 
mit variirt werden und es gäbe eine eigentliche Capillaritätsconstante 
nicht recht. Eine andere Schwierigkeit besteht noch darin, dass, wenn 
© variirt, auch & variiren sollte und umgekehrt. Oder soll man an- 
nehmen, dass auch bei den Molekeln Aenderungen möglich sind, wobei 
die Dichte und Grösse unbeeinflusst bleiben und nur die Oberfläche, 
Inhalt und Gestalt variirt? Endlich bezieht sich & auf alle Molekeln, 
auch auf die im Innern der Flüssigkeit befindlichen, während sonst nur 
die Verhältnisse an der Oberfläche als maassgebend angesehen werden. 
Wie diesen Schwierigkeiten auf Grund der mechanischen Theorie der 
Capillarität Herr zu werden ist, weiss ich nicht. Es ist mir wohl bekannt, 
dass Boltzmann nachgewiesen hat, dass man auch auf Grund von 
Summationen statt Integrationen zu den Formeln der gewöhnlichen 
Capillaritätstheorie gelangen kann; allein eine solche Summenrechnung 
ist nicht gleichbedeutend mit einer Rechnung auf Grund der Annahme 
induvidueller Molekeln. Es scheint, als ob allein durch mechanische 
Betrachtungen eine sichere molekulare Capillaritätstheorie sich nicht 
begründen lässt und dazu in der That auf thermodynamische Principien 
eingegangen werden müsse. Und dieses ist auch ziemlich verständ- 
lich, da bei den Capillarerscheinungen die einzelnen Molekeln zu ein- 
ander in Concurrenz treten und diese Concurrenz durch ein besonderes 
Gesetz, das Entropieprincip, geregelt wird. 

Die mechanische Theorie der Capillarität wird also wohl oder 
übel von der Ansicht einer continuirlichen Vertheilung der Substanz 
ausgehen müssen. Dann aber bleibt noch ein Zweifel übrig, der gegen 
sie erhoben worden ist. Nämlich sie setzt voraus, dass die Dichte der 
Flüssigkeiten in der ganzen Substanz, bis zur mathematischen Ober- 
fläche hin, überall die nämliche ist. Indessen hat schon Poisson ge- 
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zeigt, dass, wenn man diese Voraussetzung für die Oberfläche fallen 
lässt, man ebenfalls za den gewöhnlichen Formeln gelangt. Die Rech- 
nungen sind jedoch recht schwierig. Auch hat Villard Gibbs nach- 
gewiesen, dass man selbst in der thermodynamischen Theorie Unter- 
schiede in der Dichtigkeit der Flüssigkeit nicht anzunehmen braucht. 
Bleiben wir also bei den angegebenen Formeln, so wären die eigent- 
lichen Capillaritätsgrössen die Grössen X und H. 

Die Grösse K ist (Bd. I, S. 367) zuerst von van der Waals 
in die Zustandsgleichung der Flüssigkeiten eingeführt worden und 
spielt seitdem in der Theorie dieser Substanzen mit Recht eine grosse 
Rolle. van der Waals hat jedoch einen anderen Ausdruck für diese 
Grösse, als die hier nach Gauss abgeleitete, er findet nämlich für sie 
wie Laplace 
7) K= 2no: a6 [202 |swar. 

0 5 x 

Dieser Ausdruck aber ist mit dem von Gauss ermittelten nicht 
identisch. Bei der Wichtigkeit, welche diese Constante nunmehr er- 
langt hat, ist es nöthig, hierauf etwas genauer einzugehen, zumal die- 
selbe auch benutzt wird, um Schlüsse auf die molekularen Verhält- 
nisse der Flüssigkeiten zu ziehen ; ich folge dabei dem Gedankengange 
in meiner Abhandlung !) „Untersuchungen über die Capillarität“. Nach 
Laplace ist K diejenige Kraft, mit der ein beliebig langer Flüssig- 
keitsfaden, dessen Querschnitt eine Flächeneinheit beträgt, von einer 
beliebig ausgedehnten Flüssigkeitsmenge nach unten gezogen wird, 
wenn diese Flüssigkeitsmenge sich unterhalb einer Ebene befindet, die 
durch das untere Ende des Fadens zu diesem senkrecht gelegt ist. 
Diese Kraft haben wir aus unseren Potentialausdrücken abzuleiten. 
Das Potential einer Flüssigkeitsmasse von der Dichte E auf ein Flüssig- 
keitselement dr’ von der Dichte E’ ist zunächst 


8) Pod! o'dr II o (dr, dr!) dr. 
Wenn, was hier der Fall sein soll, dr nicht der anziehenden Masse 


angehört und @ überall den gleichen Werth hat, geht dieses nach dem 
Green’schen Satz (Bd. I, S. 46) über in 


Ha "ds Or 
9) pP 0) dt = 00 ar || gr vun) zn 


woselbst r gleich dem Abstand des Flächenelementes !S vom Raum- 
element dr’ ist und Y(r) die Grösse 


!) Wieldemann’s Annalen, Bd. 27, 8. 54t ff. 
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de 


10) (rn) = = rat 


bedeutet, in der das Integral für & = 6, verschwinden soll. Das Ele- 
ment dr’ stehe von der Grenzfläche der Flüssigkeit um & ab, ange- 
zogen wird es dann von allen den Flüssigkeitstheilchen, welche aus 
dieser Flüssigkeit durch eine von dr’ aus geschlagene Kugel ausge- 
schnitten werden, deren Radius gleich dem Wirkungsradius 7 der 
Molekularkräfte ist. S, sei nun der ebene Theil der Flüssigkeitsober- 
fläche, der sich innerhalb dieser Kugelfläche befindet, S, das Stück 
dieser Kugelfläche, welches innerhalb der Flüssigkeit liegt, dann ist 
also 


11) Pod’! = oe_ dr’ ( ee Ur) cos (fr, 9ı) 
\ 
+ || SR von os er ) 
2 


7, verläuft ausserhalb der Flüssigkeit senkrecht zum ebenen Element d S,, 
N; innerhalb der Flüssigkeit senkrecht zum Kugelflächenelement d S,. 
Wir haben also 


cos (r1, %ı) = 5, C0S (2, 3) = — 1, ferner rn = A, 
ı 


somit 
|| en U (rz) 008 (r,1) = — 2 If ds = —2n = (4 — 8) 
3 


und, wenn wir mit % den Abstand des Elementes d S, von der die ebene 
Grenzfläche senkrecht schneidenden Axe des Fadens bezeichnen, ferner 


ven 4 

IE a5: Ulr,) cos (r,,%ı) = 2=| udu »in) 5 = 2x [tv ar 

, nr r? 
0 > 

letzteres, weil r’ = u? + 82, also udu = r.dr, ist. 
Zusammen wird 
72 
Po’dt! = 2rxo00'dr' BE U (vr) = — =: vo) 


! 


Die Kraft in Richtung von & wird erhalten durch Differentiation nach & 
und die Kraft auf den ganzen Faden durch fernere Integration nach & 
von OÖ bis !, wenn ! die Länge des Fadens bedeutet, also haben wir 
für diese Kraft, die wir mit Kr bezeichnen und welche eben die 
Laplace’sche Constante K sein soll, wenn noch @ = _' ist 
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l J 
12) Kdı= 2z0:| dg =; | vn dr — 1 Ü a). 


indem dem Faden der Querschnitt 1 zuertheilt wird. 
Lässt man die Integration gegen die Differentiation sich aufheben, 


so bleibt 


4 | 
2) = ur I" Na -’zi00) 
und weil - 
| AR y 
| n 1 = en — 7 +| r fc)dr 
ist, wird 
’J 1 
12;) Kk, = 2n0? v ()—Yv(I)+ 3L yonar 
> 0 


! kann nur gleich 9 sein, also 
J 


12,) Kr = 2ro?y(ü)— 2x0? | v(J) -—- : | r /(r) ") 
s 0 
Das erste Glied ist gerade die Gaussische Constante X, Jie wir 
jetzt mit Kg bezeichnen. Der Laplace’sche Ausdruck für Ä ergiebt 
sich, wenn wir erst differenziren und dann iutegriren. Wir haben 
alsdann 


12.) Kı = 270 | de 


vu 


j* vn m _2o ea, 
zZ 


also 
3 4 J m J 


12,) KL = 2m_0:| de | r f(r)dr = 270? | ag) rdr ar. 
0 £ v ie r 
In den Grenzen dürfen wir f durch & ersetzen, so dass Kr; in 
der That das Laplace’sche K ist. Es wird aber 
l . 
13) KL = Ko — 2r0?| y(J) — i | r f(r) 2 , 


= Ä „=0 


©(-J) kann nach seiner Definition allerdings gleich Null angesetzt 
werden, soll auch ( & | r f(r)d ) gleich Null sein, so müsste er (r)dr 


\ or so 0 
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endlich sein, und dessen ist man von vornherein in keiner Weise sicher. 
Schon die Annahme einer Anziehungskraft umgekehrt proportional 
der vierten Potenz der Entfernung, welche doch bereits von mehreren 
Seiten gemacht worden ist, würde unzulässig sein. 

Also ist die Laplace’sche Constante K nicht identisch mit der 
Gaussischen; nicht einmal, ob sie mit ihr von gleicher Grössenordnung 
ist, steht fest. 

Nun wäre noch zu fragen, welcher Ausdruck für K in die Zu- 
standsgleichung einzutreten hat. Nach der hier dargelegten Theorie 
muss es der Gaussische sein. Es ist leicht zu beweisen, dass auch 
in der van der Waals’schen Formel das K diese Gaussische Con- 
stante ist, nicht die Laplace’sche, und dass auch van der Waals 
eigentlich zu ihr hätte gelangen müssen. Nämlich er berechnet K als 
entgegengesetzt gleich derjenigen Arbeit, die man leisten muss, wenn 
man, während eine Molekel erhalten bleibt, alle innerhalb seiner 
Wirkungssphäre vorhandenen Molekeln allein unter dem Einflusse der 
Wirkung dieser einen Molekel ins Unendliche zerstreut. Wie die 
Zerstreuung stattfindet, ist gleichgültig. Lassen wir die Molekeln sich 
radial von der festen Molekel entfernen und bezeichnen mit m die 
Masse, mit /’(£) die Anziehung dieser Molekel im Abstande &, so 
wird die Arbeit 


J © 


14) . A = —an|rar|s@at.me, 


wodurch man sofort auf den Gaussischen Ausdruck für K geführt 
wird. van der Waals dagegen zerschneidet die Wirkungskugel durch 
die Aequatorebene in zwei Hälften und denkt sich jede der Hälften als 
starres System für sich fortgeführt. Die Arbeit ist dann, wie sehr leicht 
abzuleiten, 


& 


ar | satt 9 - S(VR+ RR n)] 


r 


Anscheinend lässt nun van der Waals das Glied f' (y &+ M—r:) 


fort, was gar nicht nöthig und auch nicht ohne Weiteres zulässig ist. 
Wir haben aber 


15) Ag = — 4rom 


| zasr YEFRIN) = [sasr®. 


somit 
4I [e +) 


dr | Eatf'(&) 


« 
9) Tr 


As = — 4rom 


und 
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4 
d Az ’ 
= - amom| dr[df(2]. 
0 
dA, ‚7 4A, _ dAg 
Genau denselben Werth hat auch 14’ also wird 1a” Id und, 
weil A, und A, zugleich verschwinden müssen, A, — A,2. 


Rechnungen genau derselben Art, jedoch etwas schwieriger durch- 
zuführen, lassen erkennen, dass auch die Constante H nicht in der 
Laplace’schen, sondern in der Gaussischen Form gewählt werden 
muss, und zwar sowohl in den Formeln der Capillaritätstheorie als in 
den Zustandsgleichungen. J,aplace hat bekanntlich drei Theorieen 
der Capillarität ausgearbeitet, und es ist bemerkenswerth, dass er in 
der dritten Theorie für H ebenfalls zu dem Gaussischen Ausdruck 
gelangt ist. Wie rich die thermodynamische Theorie der Capillarität 
zu diesen Constanten verhält, wird später erörtert werden. 

Die Grössen K und H sind, wie schon bemerkt, mit der Tempe- 
ratur veränderlich, von der Grösse H wissen wir das anscheinend be- 
stimmt; von der Grösse K, die selbst der experimentellen Ermittelung 
unzugänglich ist, müssen wir es nach der Feststellung für 7 vermuthen. 
Die einfachste und am meisten angewandte Methode zur Bestimmung 
von H besteht in der Beobachtung der Steighöhe der Flüssigkeit in 
einer engen Röhre. Seien $,, Sa, 5; die Oberflächen der Flüssigkeit, 
der darüber befindlichen Substanz und der Röhre, S,5, Ss, Sa; die Be- 
rührungsflächen zwischen den drei Körpern, M,, H,, H, die betreffen- 
den Werthe von Z für diese drei Körper, Hs, MHız, I/aı die Werthe der 
nämlichen Grössen von Körper zu Körper, dann sind die Flächen- 
glieder der potentiellen Energie 


16) P=-; HS —; Is —, Ih 


+ HAyaSıa + HısSıa + Has Sas- 
Bedeuten aber S’, S", S”' die freien Theile von $,, 5,, S,, so 
wird auch 
sS=S' +8: +5: 9=S8"+ 8 + Ss 
Sg —=S" +5 + 8 
Die Werthe S’, S”, S”' werden in dem betreffenden Experiment als 


unveränderlich angesehen, für die Variation kommt also allein in Be- 
tracht die Grösse 

H H 
17) Q — (MM, — af -) Sa + (His — 


H MH, 
+ (I ar 2) Su 


H + HH 
N) 5 


5; 
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Bei Bestimmung der Steighöhe jedoch ist nur das erste Glied ent- 
scheidend, wenn der Randwinkel der Flüssigkeit gegen die Röhre 
gleich Null ist. Sei nun diese Steighöhe A, der Radıus der Röhre r 
und bezeichne a? den sogenannten Capillaritätscoöfficienten, bestimmt 
etwa durch die Gleichung 


18,) e—=r (n + =), 
so hat man 
19) IH, = H, 


woselbst 0, die Dichte der Flüssigkeit, 0; die der darüber befindlichen 
Substanz (Gas, Dampf oder eine andere Flüssigkeit) ist, und g die 
Schwereconstante bedeutet. Richtet man sich so ein, dass über der 
Flüssigkeit sich der Dampf, oder Luft oder ein anderes Gas befindet, 
so sind in hinlänglichem Abstand vom kritischen Zustand H,, His sehr 
klein im Verhältniss zu H,. In diesem Falle ist auch @, geringfügig 
gegen g, und die Gleichung ergiebt unmittelbar 


1 
— Hı = 2 9(0ı — 09) .a?, 


19,) H, = g0Q.«. 


Also wäre H proportional a?g. Man darf aber die Bedingungen 
nicht vergessen, an welche eine solche Gleichung gebunden ist; zu je 
höheren Temperaturen man schreitet, desto weniger zulässig sind diese 
Bedingungen, weil einerseits og, abnimmt und sich dem @, nähert und 
gleiches auch für ZH, gilt, welches sich HM, und H,, nähert. Im kriti- 
H+B, 

2 
auch abgesehen davon, dass etwa auch a verschwindet. Also sind wir 
nicht eigentlich in der Lage, die Veränderlichkeit der Capillaritäts- 
constante für eine Flüssigkeit zu ermitteln, immer kommen noch andere 
Grössen dazu. Aber angenähert kann man wenigstens für gewisse 
Temperaturintervalle diese Veränderlichkeit feststellen. 

Es sind nun eine grosse Menge von Untersuchungen über die 
Grösse a? ausgeführt worden, und es sind auch für sehr viele Flüssig- 
keiten Zahlenangaben vorhanden. Sämmtliche Untersuchungen stimmen 
darin überein, dass a? mit wachsender Temperatur fällt und zwar 
rascher als das Volumen wächst, so dass auch (H) mit wachsender 
Temperatur abnimmt. Statt bereits anderweitig veröffentlichte Ergeb- 
nisse anzuführen, theilt der Verfasser einige von ihm selbst erhaltene 
Zahlen mit, die sich auf das so viel untersuchte Wasser, auf Alkohol, 
Glycerin, Terpentinöl und Olivenöl beziehen, indem er zugleich die 


schen Zustand wäre schon allein wegen @, = 05, Hıs = 


2 
Werthe — hinzufügt. Die Dichten sind dabei entnommen für Wasser 


aus der Tafel von Rossetti, für die anderen Flüssigkeiten aus einigen 
allerdings nicht sehr genauen, jedoch für diesen Zweck ausreichenden 
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eigenen Beobachtungen. Für Terpentinöl lagen keine entsprechenden 
Zahlen vor. Für Wasser sind 14 Versuchsreihen mit 14 Röhren im 
Temperaturintervall O bis 95°C. ausgeführt, für die übrigen Flüssig- 
keiten, bei denen die Beobachtungsschwierigkeiten sehr viel geringer 
sind als bei Wasser, nur je 2 an je 2 Röhren. Die Bearbeitung der 
Ergebnisse geschah bei allen Flüssigkeiten nach der gleichen Methode, 
worüber, wenigstens für die drei erstgenannten Flüssigkeiten, auf eine 
Veröffentlichung verwiesen werden mag!). Für Wasser gebe ich die 
Zahlen von 5 zu 5 Grad, für die anderen Flüssigkeiten nach den 
Temperaturen, bei welchen sie ermittelt wurden. 


Capillaritätscoefficienten. 


—_ eo --. — 2 .— 


Wasser Alkohol Glycerin 


t | a* | eo 


® 1 14998 | 11,99 | 145° | 5,77 i 5,68 15,5° | 10,88 | 10,88 
5 Ä 14,88 | 14,88 | 29,7 | 5,53 5,36 | 521 , 1051 ' 10,0 
10 1 1477 | 14.76 | 50,9 5,21 4,93 | 76,5 | 10,26 ! 10,06 
15 1 14,65 | 14,64 | 66,3 | 4,98 4,83 | 112,5 9,84 9,45 
20 | 1453 14,50 147,9 9,32 8,74 
95 14,39 , 14,35 Ä 183,9 ı 9,12 8,47 
30, 14,27 | 14,20 Ä | | 
35° 14.14 | 14,06 a ’ | 

40 14,00 ' 13,89 | | | 

45 | 13,86 ' 13,73 
50. 13,73 | 13,56 | | 

55 | 13,59 | 13,40 | | 

60 || 18,44 | 13,22 | 

65 | 13,30 | 13,05 Ä | 

70. 1316 12,87 | 

75 13,08 | 12,70 

80 | 12,89 12,54 

& 12,72 | 12,32 j 

90 . 1357 1214 \ . 

Re 12,42 11,95 j 


(Für Terpentin- und Olivenöl a. f. 8.) 


Die Zahlen für a? sind in cmm gegeben, 0 ist bei Wasser die 
wahre Dichte, bei den anderen Flüssigkeiten die auf die Dichte bei 0° 
bezogene. In allen Fällen ist zu erkennen, wie stark «u? mit wachsen- 
der Temperatur abnimmt, noch stärker natürlich @«*, also auch (I/). 
Zur analytischen Wiedergabe der Abnahme kann man sich beliebiger 


!) Weinstein, Capillaritätsuntersuchungen, Metronomische Beiträge 
Nr. #. Berlin, J. Springer. 
Weinstein, Thermodynamik. II. 4 
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Terpentinöl Olivenöl 
t u? oa t | a* | ea* 
20,7° 5,93 _ 18,3° | 7,22 | 7,13 
46,3 5,69 — 51,0 | 0 | 6882 
2,9, 5,40 — Pa er 7 6,44 
81,0 501 | — 13 1 6 6,29 
1047 | 455 | — 119,3 090 | 5,69 
123,4 4,24 —_ 142,5 5,85 5,29 
1396 4,05 | — 165,6 5,76 5,12 
15586 | 388 | _ 184,4 5,51 4,72 
| | 199,6 5,20 4,40 
| 212,7 5,19 4,34 
N 2212 | 4,99 4,15 
| 244,6 | 4,78 3,81 


Darstellungen bedienen. Für Wasser bekommt man beispielsweise die 
einfache Formel 
a? — 14,987 (1 — 0,001 4581) g. 

Die übrig bleibenden Differenzen gegen die beobachteten Werthe 
gehen nur wenig über 0,060 hinaus. Andere haben bei gleicher Formel 
andere Constanten ermittelt, darauf brauche ich hier nicht einzugehen. 

Für Glycerin kommt das bemerkenswerthe Resultat heraus, dass 
die Grösse a? durch eine Beziehung 

a? — 10,7312 g188 


dargestellt werden kann, welche gegen die Beobachtungen nur Diffe- 
renzen übrig lässt, die kaum 0,03 erreichen. Dagegen genügt eine 
lineare Formel nicht recht und eine quadratische schliesst sich den 
Beobachtungen nicht besser an, als die obige um eine Constante ärmere 
Formel. Wiederum reicht bei Wasser eine solche Formel gar nicht; 
berechnet man nämlich die beiden Constanten aus den zusammen- 
gehörigen Werthen für 0° und 95° und dann mit der Formel das a? 
für 50°, so ergiebt sich eine Abweichung von mehr als 0,5 gegen den 
beobachteten Werth. 

Für Alkohol wiederum genügt eine einfache linesre Gleichung für 
a?, ebenso für Terpentinöl und Olivenöl, für welches man sogar ange- 
sichts der Unsicherheit der Beobachtungen schon eine hinreichende 
Darstellung erhält, wenn man die Constanten auch nur aus den Beob- 
achtungen bei den äussersten Temperaturen ermittelt. Da auch die 
Darstellung für Glycerin durch eine lineare Formel, wenn auch nicht 
eine ganz befriedigende, doch keineswegs eine schlechte ist, so scheint 
in Verbindung mit Ergebnissen anderer Beobachter in den meisten 
Fällen die Beziehung 
20) au UV} 
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stattzufinden. Infolge der immerhin nicht bedeutenden Abweichungen 
der Ausdehnung der Flüssigkeiten vom linearen Gesetz innerhalb 
des hier in Frage kommenden Temperaturintervalls lassen sich auch 


die a?e durch lineare Formeln nach der Temperatur ausgleichen. 
" 


Eine Formel a2 = a” + 5 passt nicht, sie giebt in allen Fällen, 


wenn sie aus den Endwerthen berechnet ıst, für die Mitte zu kleine 
Werthe. Besser eignet sich eine solche Formel für die Werthe a?o, 
denen die Werthe von (HM) entsprechen würden. Für Wasser bei- 
spielsweise würden Abweichungen übrig bleiben, welche 0,1 nicht 
erreichen. 

Für Temperaturen, welche bis zur kritischen Temperatur heran- 
reichen, besitzen wir u. a. sehr umfangreiche Untersuchungen von 
W.Ramsay und J.Shields?), die genauer besprochen werden müssen. 
Die Methode war ebenfalls die der Steighöhen. Aus der für die 
Kuppenkrümmung corrigirten Steighöhe Ah’ ist die „Oberflächen- 
spannung“ Y, wie ich sie einstweilen mit den genannten Forschern 
bezeichnen will, vermittelst der Formel (vergl. 18, und 18,) 


21) = 590 — 0) hr 
berechnet. 

Die Beobachtungen reichen, wie bemerkt, bis zur kritischen 
Temperatur heran. Multiplicirt man die Grösse 9 mit dem Molekular- 
volumen v der Flüssigkeit, erhoben zur Potenz ?/,, so nennt Ostwald 
aus leicht verständlichen Gründen 


22) _ = r (Wi 


die molekulare Oberflächenspannung, und’ es variirt diese aus doppelten 
Gründen, einmal weil % mit der Temperatur sich ändert und dann, 
weil das Molekularvolumen gleichfalls nicht constant bleibt. Es ist 
schon oft vermuthet worden, dass bei manchen Flüssigkeiten das 
Molekulargewicht m mit fallender Temperatur zunimmt, indem Molekeln 
sich „associiren“, zu Complexen zusammentreten, mit steigender Tempe- 
ratur wird alsdann m abnehmen und sich dem für den Dampf gelten- 
den Werth nähern. Ferner wächst v mit steigender Temperatur an, 
also kann jedenfalls mv — dv mit wachsender Temperatur sich ändern. 
Ob es zunehmen oder abnehmen wird, hängt von dem Verhältniss der 
Veränderung des Molekulargewichtes zu dem der Dichte ab, und es 
kann wohl sein, dass es erst abnimmt, dann zunimmt oder auch für 
ein bestimmtes Temperaturintervall constant bleibt u. s. f£ Die Herren 
Rawmsay und Shields haben nun gefunden, dass für gewisse Flüssig- 
keiten, wenn man für sie m unveränderlich annimmt, die molekulare 


!) Ostwald, Zeitschrift für physikalische Ohemie, Bd. 12, 8. 433 tf. 
4* 
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Oberflächenspannung bis zu etwa 6° Abstand von der kritischen Tempe- 
ratur dargestellt werden kann durch eine lineare Formel der Tempe- 
ratur, nämlich durch 


23) g= Wr = —F — d). 


9" ist die kritische Temperatur, d eine Constante, etwa 6%. Wählten 
sie für m die Molekulardichte im Dampfzustande, so war k für alle 
diese Flüssigkeiten fast gleich 2. Sie führen eine Reihe von 36 solchen 
Flüssigkeiten an, bei denen k nur zwischen 2,307 und 1,956 schwankt. 
Die Formel stimmt mit ihren Beobachtungen bis zu dem genannten 
Abstand von der kritischen Temperatur in der That ausgezeichnet, 
wie für einige Flüssigkeiten aus der folgenden Zusammenstellung zu 
entnehmen ist. 


Aethyloxyd Benzol 
g! gt 8 1 9! PR 
; beob. |berechn. ı beob. |berechn 
174,5 ! 363,7 | 360,5 425,1 | 425,1 
154,5 317,4 , 317,1 | 404,5 Ä 404,0 
144,5. 296,0 | 295,3 1 384.0 ı 883,0 
134,5 | 272,8 | 273,6 ı 362,9 ! 361.9 
124,5." 251,0 | 251,9 „ 341,5 | 340,9 
114,5 , 229,5 | 230,2 | 282,0 5" 320.3 : 319,8 
104,5 / 208,1 | 208,4 2,0 | 281,8 : ' 299,0, 298,8 
94.5 186,9 | 186,8 5: 2411 \ 2781 | 277,8 
84,5 ii 185,8 185,0 220,7 51 256,9 ' 256,7 
4,5 1 143,8 | 143,3 JE 200,2 1 253,2 ı 235,7 
64,5 1 1220 | 121,6 179,9 ı 2138 | 214,8 
54,5 ı 100,4 99,9 i 159,6 ‚ 193,4 I 198,6 
451 78,7 78,2 139,1 51h 1735 172,5 
345° 586 | 56,5 | 128,6 151,9 ! 151,5 
245. 390 |, 834,8 7 98,2 5 , 131,0 | 130,5 
14,5 ' 19,9 | 13,0 ı 778 110,1 I 109,4 
95 1 2,2 3 1 57,4 3.5 1 89,0 Ä 88.4 
15" 55 1-87 | 7 ı 870 38,5" 687 | 673 
| | 16,5 5.0 4305 | 463 
— 3,9 I 28,8 25,3 
"19,9 148 
"90 4,2 


Die Formeln für diese drei Substanzen lauten 
== 2,1716 (194,5° — t — 35°), — 2,0419 (211° — 1 — 5,9°), 
— 2,1043 (253,5° — I — 0,5), 


als Einheiten gelten Gramm, Centimeter, Secunde. 
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Für die Berechnung in unmittelbarer Nähe der kritischen Tempe- 
ratur, wofür, wie bemerkt, Formeln dieser Art nicht reichen, soll folgende 
Darstellung zum Ziele führen 


24) g=kl® — 8 —aı — 1079), 


van der Waals glaubt !), dass wenigstens für 9 eine Formel von der 
Form 


B 


Ramsay’s und Shields’ Beobachtungen bis zur kritischen Temperatur 
selbst darstellt; für Flüssigkeiten mit constantem Molekulargewicht 
sollen A und B constant sein, für solche mit varıablem soll mindestens 
B veränderlich sein, und zwar mit wachsender Temperatur (wachsen- 
der Dissociation, abnehmendem Molekulargewicht) anwachsen. Auch 
diese Formel stimmt gut mit den Beobachtungen, und dass sie bis zur 
kritischen Temperatur stimmen muss, wenn sie überhaupt stimmt, ist 
aus ihr selbst zu ersehen. 

Aus diesem Verhalten haben nun Ramsay und Shields ge- 
schlossen, dass alle diese Flüssigkeiten und überhaupt sämmtliche, für 
welche k etwa den Werth 2 hat, als Flüssigkeiten das nämliche Mole- 
kulargewicht haben wie als Dämpfe. Mag das vielleicht etwas zu weit 
gehen, jedenfalls haben diese Flüssigkeiten ein constantes Molekular- 
gewicht. 

Bei anderen Flüssigkeiten findet das, wie gesagt, nicht statt. Als 
Beispiel führe ich mit den Forschern die Alkohole an. 


Temperatur t zwischen 


Substanz 16° und 46° 46° und 78° | 78° und 132% 
k k k 
Metlhylalkohol . . .... 0,933 0,969 ' 1,046 
Aevthylalkohol . . . . . . 1,083 1,172 | 1,352 
Propylalkohol . . .... 1,234 1,213 _— 
Isopropylalkohol . . . . . 1.053 1,087 —— 
Butylalkohol . . . . .. . 1,364 | 1,475 1,454 
Isobutylalkohol . . . . . . 1,361 1,403 1,529 
Amylalkohol . . ..... 1,351 | 1,494 1,570 
Allylalkobol . . . .... 1,393 1,401 Ä — 
Glyvcol. 2. 2 2 220. 1,038 | 1,159 1,286 


Also bei Annahme des Molekulargewichtes im Dampfzustande 
kommen erheblich kleinere Zahlen für k heraus als 2 und ausserdem 
mit der Temperatur veränderliche. Die Zahlen wachsen der 2 zu. 


') Theorie thermodynamique de la capillarite u. s. f. Arclıiives Ne&er- 
landaises, Tome XÄXVIIM. 
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Aehnlich liegen die Verhältnisse bei gewissen organischen Säuren, wie 
Ameisensäure, Valeriansäure, Buttersäure u. s. f. 

Wasser haben die genannten Forscher noch besonders untersucht. 
Die folgende Tabelle enthält die Ergebnisse für %, g unter der An- 
nahme von m —= 18, für das Molekulargewicht (Molekulargewicht des 
Wasserdampfes), » und zuletzt eine Zahl x, welche angiebt, ein 
wie Vielfaches von m = 18 man bei jeder Temperatur annehmen 
müsste, um mit der Formel g = k (9 — 9 — d) dem ermittelten Werth 
von g jedesmal nachkommen zu können. 


dg 
0 73,21 | 502,9 | 

10 | 71,9 | 494,2 en | en 

20 70,60 . 485,3 

9 | 910 | 4760 030 3,44 

40 | 67,50 | 466,0 0,98 3,18 

50 Ä 85,98 | 456,7 0,99 913 

80 84,27 | 448,4 1" 296 

70 62,55 1 436,0 

0 | 0,88 425,9 n 2" 

90 | 058 92 | 414,3 an De 
100 57,15 403,7 
10 N ssas | 023 1,12 2,61 
120 | 58,30 380,4 1,16 2,47 
130 | 5144 369.2 1,16 2,47 
140 49,42 gg | 2,82 


I 

Auch hier sieht man, wie % ständig mit der Temperatur anwächst 
und wie deshalb x abnimmt. Das Molekulargewicht des flüssigen 
Wassers wäre hiernach bei 0°C. mehr als 3,8mal so gross wie im 
Dampfzustande, bei 140°C. aber nur noch etwa 2,3 mal so gross. 

Bei so wandelbarer Constitution kann man auch hier nicht er- 
warten, für Flüssigkeiten, wie Wasser, die Alkohole, Säuren und so fort, 
zu irgend welchen einfachen und rationellen Beziehungen zu gelangen, 
die durch die ganze Temperaturscala genügen. Dieses klarzustellen, 
habe ich die wichtigen Untersuchungen von Ramsay und Shields, 
denen übrigens, wie diese Forscher selbst hervorheben, die von 
Eötvös!) und Schiff?) entsprechen, genauer dargelegt. 

Aber es ist noch etwas zu bemerken. Die Grösse wird von den 
genannten als Oberflächenspannung der Flüssigkeit bezeichnet. Sie 


!) Wiedemann’s Annalen, Bd. 27, 8. 452. 
?) Annalen, Bd. 233, 8. 47. 
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theilen Thatsachen über Dampfperlen in ihren Beobachtungsröhrchen 
mit, aus denen sie schliessen zu müssen glauben, dass der Randwinkel, 
wenn die Flüssigkeit immer mit ihrem Dampf in Berührung steht, 
also nicht mit Luft, stets Null ist. Wie diese Behauptung mit den 
Ermittelungen anderer Forscher, welche die Flüssigkeitskuppe sich 
ständig abflachen sahen (siehe unten S. 56), zu vereinigen ist, weiss 
ich nicht. Aber dieses selbst zugegeben, ist doch die festgestellte 
Grösse Y nichts anderes als 


26) u » — H;: 


und diese ist, namentlich in Temperaturen nahe der kritischen Tempe- 
ratur, durchaus nicht allein von der Flüssigkeit abhängig, sondern 
auch von ihrem Dampf, denn es ist die mittlere Oberflächenspannung 
von Flüssigkeit und Dampf (jedes gegen sich selbst), abzüglich der 
Oberflächenspannung von Flüssigkeit gegen Dampf. Die Berechnung 
einer „molekularen Oberflächenspannung“g hat also gar keinen 
physikalischen Sinn, sofern das Molekularvolumen von Flüssigkeit und 
Dampf ein verschiedenes ist. Nur in hinreichender Entfernung vom 
kritischen Zustand, woselbst ZH, und H,a gegen H, zu vernachlässigen 
sind, gewinnt die Grösse g an Werth und man darf sie physikalisch 
als molekulare Oberflächenspannung gelten lassen. Vielleicht ist es 
diesem Umstande zuzuschreiben, dass die Formeln bei Annäherung an 
den kritischen Zustande versagen, auch abgesehen vom varıabeln Mole- 
kulargewicht der Flüssigkeiten. 

Fübren aber ferner diese Formeln, wie z. B. die van der 
Waals’sche, zu einem Werthe 7 — 0 für den kritischen Zustand, so 
folrt hieraus absolut nicht, dass eines der Z/ gleich Null ist. Es ist 
lediglich H,, = Hı Bu Ih ‚ und das ist wohl glaublich, da dann wahr- 
scheinlich sogar H, —— H, —= H,, wird. Die Oberflächenspannungen 
selbst aber, welche doch von molekularen Anziehungskräften abhängen, 
können und werden kaum jemals verschwinden. Ist man doch selbst 
bei den sogenannten idealen Gasen in Zweifel, ob von Molekularkräften 
ganz abgesehen werden kann. 

Ein anderer Umstand, auf den vorübergehend schon hingewiesen 
ist, betrifft Folgendes: 

Die Capillaritätserscheinungen sind richtige Oberflächen- 
erscheinungen. Sobald die Oberfläche sich ändert, ändert sich auch 
die Erscheinung. Und so kann man beispielsweise zeigen, dass die 
Steighöhe in einer Röhre wenig von der Temperatur der Flüssigkeits- 
masse abhängt, dagegen fast ganz von der der Kuppe am Ende des 
Flüssigkeitsfadens. Das ist u. a. von Böde in Versuchen an Alkohol !) 


') Recherches sur la capillarite, p. 198. 
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geschehen, aus denen sich ergiebt, dass die Steighöhe, wenn nur die 
Kuppe erwärmt wurde, fast ebenso gross war, wie wenn die ganze 
Flüssigkeit die betreffende Temperatur erhielt. Auf durchschnittlich 
44 Millimeter Steighöhe betrug die Difierenz bis zu 46° Temperatur 
nur wenige Zehntel Millimeter. Wolf!) ermittelte an Wasser, dass 
die Steighöhe sogar anwuchs, wenn ein Theil der Flüssigkeitssäule 
erwärmt wurde, entsprechend der dadurch entstandenen Volumenver- 
grösserung, und dass sie sofort abnahm,, sobald die Kuppe erwärmt 
wurde. Auch der Verfasser ist zu keinem anderen Ergebniss gelangt; 
bei Wasser, wenn die die Kuppe umgebende Luft etwa 15°C. hatte, 
fand sich fast immer die gleiche Steighöhe, ob die übrige Flüssigkeit 
eine Temperatur von 0° oder 30° aufwies; ebenso bei Alkohol und 
Glycerin. 

Hiernach sollte eigentlich in allen Formeln die Dichte diejenige 
der Flüssigkeit in unmittelbarer Nähe der Kuppe sein, und es ist nicht 
ausgeschlossen, dass diese Dichte mit der Temperatur anders varıirt 
als die der übrigen Flüssigkeit. Aus theoretischen Erwägungen hat 
de Heen in seinem bereits genannten Werke schliessen zu müssen 
geglaubt, dass die thermische Ausdehnung der Flüssigkeit an der Ober- 
fläche grösser ist als die in der Masse, und zwar um etwa zwei 
Drittel des Betrages. 

Zuletzt ist noch zu bemerken, dass (H) nur dann a?g@ gleich- 
gesetzt werden darf, wenn der Randwinkel der Flüssigkeit gegen die 
Röhrensubstanz 0° ist. Das trifft gewiss selbst bei gut benetzenden 
Flüssigkeiten nicht für alle Temperaturen zu. Wolf fand schon, dass 
die Kuppenhöhe mit wachsender Temperatur abnimmt. Sie betrug bei 


Wasser Aether Schwefelsäure 
in der Temperatur 18° . . . 1,95 1,80 1,81 mm 
en n 100°. . . 1,87 1,60 1,73 „ 


Mir selbst ergab sich für eine so gut benetzende Flüssigkeit wie 
Alkohol bei 
20° 42° 54° 70° 
Kuppenhöhe. ... . 1,108 1,088 1,087 1,072 mm 
und ähnlich bei Wasser, wo in einer Röhre die Kuppenhöhe von 
1,97 mm bei 20° bis 1,82 beı 85° abnahm. 


Wenn nun der Randwinkel nicht immer Null ıst, so besteht «a? 
aus zwei Factoren, einem, der schon bezeichnet ist und 


(f + I 


u Bu H ) ut 

2 ") 99 — 9) 

beträgt, und einem zweiten, der den Cosinus dieses Randwinkels @ ent- 
hält. Es ist aber 


!) Powgendorff’s Annalen, Bd. 101, S. 57v. 
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H,—H. 
Hy, — Hıs ng: — 
27) cos @ = "THEM , 
A, mt 


also lehrt die Beobachtung der Steighöhe auch nicht mehr angenähert 
die Grösse H für die Flüssigkeit kennen, sondern die 


2 | IR + H, ( HA, + =)| 
— |, — (m, - 22 
ya —e)L” 2 “ 2 


oder 
2 ( IH, — a) 
—-. — ( Hs —l _— 2). 
ang keriantT 
Setzen wir nun 
| Ih: = 005 (H3),. Hs = 0,9; (Hı,), 
I, = 0ı9ı (H)) H = 09 (B,), 


so wird diese Grösse 


23) 


— 2 

29 H = -— - -( 3 (Ags) — 0, (H 

) ae 05 [02 (Has) — 01 (Hıs)] 

+ 91 (A)) — 02 @3 A). 
In der kritischen Temperatur soll nun Q, = @, werden, dann haben wir 
_ 20, ( ER) 

30) = -—---- Hg) — (H ———); 

) yia— on \® (As) — (Hıs)] + Qı 2 


und hieraus folgt, dass in der kritischen Temperatur die Steighöhe 
unbestimmt wird. Einige Forscher behaupten, dass diese Steighöhe, 
indem der Meniscus zwischen Flüssigkeit und Dampf verschwindet, 
selbst gleich Null wird. Aus der Formel ist dieses jedoch nicht zu 
entnehmen, denn wenn auch (Ha) = (Hıs), (Hı) = (H;) werden 
sollte, bleibt MH’ doch unbestimmt. Andere sind der Ansicht, dass im 
kritischen Zustand überhaupt eine Auflösung der Flüssigkeit in dem 
Dampf und des Dampfes in der Flüssigkeit vor sich geht, so dass 
überall Flüssigkeit und überall Dampf vorhanden ist (Bd. I, S. 417). 
Das würde mit der Unbestimmtheit von MH’ in diesem Zustande gut 
stimmen. 

Dagegen muss jedenfalls (0, — 0,) H im kritischen Zustand gleich 
Null sein, sowohl wegen @, — 0,, als wegen Hh —= Hs, Hıs = Na. 
Setzt man die Ermittelungen von a?cos @ fort, so sollte a?(Q, — 03) cos @ 
im kritischen Zustande verschwinden. Das ist, wie bemerkt, der Fall. 
Deshalb wird die Grösse (0, — 0) H auch durch eine Function 


_ $\8B 
e-WH=A(I—z) - Alm 
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dargestellt werden können, woselbst ®#’ die kritische Temperatur be- 
deutet, wie früherer Bemerkung zufolge von van der Waals ge- 
schehen ist. 

Hiernach zeigt sich abermals, wie unsicher noch alles auf unserem 
Gebiete ist, da man noch nicht einmal weiss, welche physikalischen 
Grössen man eigentlich durch Beobachtungen der beschriebenen Art 
ermittelt, und da diese Beobachtungen ausserdem mehrere physikalische 
Grössen zugleich betreffen, die man zu trennen noch nicht ver- 
mocht hat. 

Wir haben nun die thermodynamische Theorie der Capillarität zu 
betrachten und können uns hier an die Entwickelungen von Gibbs 
oder von van der Waals anschliessen. Gibbs hat zuerst eine solche 
Theorie in aller nur wünschenswerthen Vollständigkeit und Allgemein- 
heit gegeben. van der Waals hat eine andere solche Theorie aus- 
gebildet, weil er glaubte, jener habe die Möglichkeit einer Dichte- 
änderung der Flüssigkeit nach der Oberfläche hin nicht in Betracht 
gezogen, was freilich nicht zutrifft, da Gibbs über die Verhältnisse 
an der Oberfläche überhaupt keine Annahme macht. Beide Forscher 
gehen von den Principien der Thermodynamik aus und bedürfen dazu 
zunächst einer Ermittelung der Energie der Flüssigkeit. 

Ich betrachte erst die van der Waals’sche Theorie, weil eine 
Hauptbemerkung, die zu machen ist, sich an das Vorhergehende an- 
schliesst, und weil eine Angabe van der Waals’ richtig gestellt 
werden muss, wenn man nicht die mechanische Theorie als ganz ver- 
fehlt (eigentlich unrichtig) ansehen will. van der Waals!) nimmt 
an, dass die Dichte einer Flüssigkeit sich nach der Oberfläche hin und 
namentlich unmittelbar in deren Nähe ändert und glaubt nachgewiesen 
zu haben, dass alsdann die Constante J/, die bisher immer als die 
eigentliche Capillaritätsconstante angesehen worden ist, herausfällt und 
an ihre Stelle eine andere, sehr viel kleinere tritt. Er leitet für die 
Energie einer Flüssigkeit, deren Dichte nach der Oberfläche hin sich 
ändert, und die an der Oberfläche von einer Ebene begrenzt ist, auf 
eine Masseneinheit an einer beliebigen Stelle in ihrem Innern den 
Ausdruck ab ' 

„ ö 0, «20 co dio 
31) Let „7m Ham 

C enthält irgend einen Anfangswerth und die kinetische Energie 
(die übrigens als unveränderlich angesehen wird), a soll die in seiner 
Zustandsgleichung ebenso bezeichnete Constante sein, C,, C%,.. . sind 
reine Constanten, h ist eine Richtung senkrecht zur Oberfläche c,, c, 
sind Integrale nach Art der für (A), (H) angegebenen, jedoch mit K 
selbstverständlich, mit H aber auch nicht übereinstimmend. «@ ist 


'!) Theorie thermodynamique de la capillarit& dans l'hypothöse d’une 
variation continue de la densite, Archives Ne6erlandaises, Tome XXVIH. 
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die Constante (X), (H) selbst aber steht nicht, in der Gleichung. 
Wäre nun van der Waals’ Behauptung, dass (H) in der That 
in der Energiegleichung nicht vertreten sei, richtig, so müsste die 
Gaussische Theorie der Capillarität falsch sein, denn van der Waals’ 
Formel muss in die Gaussische übergehen, sobald @ constant an- 
genommen ist. Das muss eigentlich von vornherein gegen diese Be- 
hauptung misstrauisch machen, da die Gaussischen Entwickelungen 
bisher noch von allen als Muster mathematischer Strenge und physi- 
kalischer Eleganz angesehen werden. Aber die Sache liegt sehr 
einfach. Für ein constantes E folgt U’ = C—ag. Diese Gleichung 
setzt van der Waals an, und ohne Begründung wird behauptet, 
a sei die in seiner Zustandsgleichung vertretene Constante, also (K). 
Dass man für U’ eine Form der obigen Art annehmen darf, ist klar, 
ebenso klar ist jedoch die Unzulässigkeit jener Identificirung von a 
mit (X). Sieht man von Ü ab, worauf bei dieser Frage nichts an- 
kommt, so ist die potentielle Energie auf eine Stelle der Flüssigkeit 


E NIE (r)dr, also ist a = — IE (r)dt, und dieses ist durchaus nicht 
gleich (K), vielmehr findet sich aus dem Green’schen Satz 


rear — 4noV + 1% was 


'% 0, 


= -|Br@a, v = - |er0at 
. 

ist. Also @ besteht aus zwei Theilen, einer ist allerdings proportional 
(K), der zweite aber ist ein Flächenintegral, das zur Grösse (H) führt, 
sobald man eben weiter die Energie nicht an einer einzelnen Stelle, 
sondern für die ganze Flüssigkeit sucht. Absolut nichts berechtigt 
dazu, diesen zweiten Theil fortzulassen. Deshalb ist auch die von 
van der Waals für diesen Fall aufgestellte Schlussgleichung für die 
Energie mindestens ungenau. Er findet zunächst, wenn @, die Dichte 
an irgend einer Ausgangsstelle der Flüssigkeit ist 


woselbst 


32,) U = (C— ag —(e — on| Ul(u) du. 
v 


u 


Y(u)du ıst die Laplace’sche Constante (K). Da er a dieser Con- 
0 
stante gleich ansieht, erhält er — ag, — (e — 0.) (K) = ao und 
damit die oben angegebene Formel. Es muss aber sein 
a -@- WE =- (Me-al|% Tas 
und damit 
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32,) = c0-Mme- all 58. 


wodurch sich diese ganze Theorie ändern würde. Sie muss sich auch 
ändern, denn da ganz dieselbe Vernachlässigung später auch bei der 
Ableitung der Energiegleichung für den Fall einer von einer Kugel- 
fläche begrenzten Flüssigkeit gemacht wird, führt diese Theorie über- 
haupt nicht zu geometrischen Verhältnissen, und in der That wird 
man auch, wie ich glaube, vergeblich nach den bekannten Formeln 
der Capillaritätstheorie suchen, die doch nicht dadurch verschwinden 
können, dass man die Voraussetzungen so verallgemeinert, dass die 
einfacheren Grundlagen als Specialfall angesehen werden. Sie müssen 
doch mindestens bei der Specialisirung zum Vorschein kommen. 

Hiervon ganz unabhängig ist der Werth der thermodynamischen 
Capillaritätstheorieen. Bei den Capillaritätserscheinungen soll die Tem- 
peratur ungeändert bleiben. Aus den beiden von Gibbs angegebenen 
allgemeinen Principien (Bd.I, S. 21, 22), dass zum Gleichgewicht eines 
abgesonderten Systems es nothwendig und hinreichend ist, dass für 
alle möglichen Aenderungen bei constanter Energie des Systems die 
Aenderung der Entropie Null oder negativ ist und bei constanter Entropie 
die Aenderung der Energie Null oder positiv ist, leitet van der Waals 
zunächst die Beziehung ab, dass bei den in Frage kommenden Er- 
scheinungen die freie Energie (Bd. I, S. 90) einen Grenzwerth hat 
unter der selbstverständlichen Bedingung, dass die Masse des Systems 
ungeändert bleibt. Also soll sein, wenn wir unsere früheren Bezeich- 
nungen aufnehmen 


sl\\ew- 25 -nar= 0 


U— J®DS ist die freie Energie, A ist der Lagrange’sche Multi- 
plicator zur Berücksichtigung der Bedingung, dass | | | EdT constant 


ist. U soll die kinetische und potentielle Energie der Molekeln ent- 
halten; die Energie der äusseren Kräfte einzuführen, ist in concreten 
Fällen selbstverständlich nicht zu umgehen, für die thermodynamischen 
Betrachtungen aber kann sie fortgelassen werden. Da übrigens in 
diesen Betrachtungen die kinetische Energie der Molekularbewegung 
als constant angesehen wird, so unterscheidet sich die thermodyna- 
mische Theorie von der mechanischen nur durch Hinzufägung des 
Gliedes JS. Demnach haben wir 


| mechanische Theorie: 0) || o(U—))dr=0 


v 


thermodynamische Theorie: Ö || 


e(U-1— II Idı — 0, 


woraus recht deutlich erhellt, dass beide Theorieen, da auch ® constant 
bleiben soll, für S = Const. genau das nämliche geben müssen. Mit 
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anderen Worten, die beiden Theorieen unterscheiden sich nur dadurch 
von einander, dass die eine, die mechanische, die Capillarvorgänge als 
adiabatische (also auch als isentropische, Bd. I, S. 93) behandelt, die 
andere dagegen in dieser Beziehung nichts voraussagt. Letzteres ist 
„weifellos ein Vorzug der thermodynamischen Theorie, sie muss mehr 
lehren als die mechanische, aber was die mechanische entwickelt, muss 
sie auch vollständig enthalten; thut sie es nicht, so ist sie eben unrichtig 
oder unter unstrengen Annahmen durchgeführt. Die van der 
Waals’sche Theorie bezieht sich nur auf solche Verände- 
rungen, von denen die Oberfläche der Flüssigkeit unberührt 
bleibt. Sie ist nicht eigentlich eine Capillaritätsthbeorie, sondern eine 
Ergänzung zu einer solchen. Nun nimmt van der Waals an, dass 
die Entropie nur als Function der Dichte angesetzt zu werden brauche, 
wie er selbst sagt, weil eine andere Annahme nicht zu Gebote steht. 
Ist also F’(e) der Theil der freien Energie, der nur von der Dichte 
abhängt und F”(eE) der von den Veränderungen der Dichte in der 
Nähe der Oberfläche F' bestimmte, so ist nach ihm 


34) ||| e(F'(e) + Fig) — Mdr= 0. 


Wir haben für den Fall variabler Dichte diese Gleichung noch zu 
ergänzen durch die Glieder 


DEE ZN EEE 
Ie- 8 +0-n&+@- 9%) swar]ar, 


so dass thatsächlich wird 


||| (Fo + Fr — a + [| Year 
35) - ||? ar+ IIf(« - 2 +W- vo 


+ (2 — 2 rare dd!’ —=0. 


Mögen nun auch die hinzugefügten Glieder Functionen von @ und 
von dessen Veränderungen ergeben, die sich mit F’(e) und F”(o) ver- 
einigen, so müssen sie doch einerseits die Capillarconstante H mit- 
bringen und andererseits auch Flächenglieder, die in Bezug auf die 
Fläche variirt werden müssen. Als allein zu variirende Grössen sieht 
van der Waals oO und dessen Veränderungen an. Darf man die 
Variation der Flache als unabhängig von derjenigen der Dichte und 
ihrer Veränderungen ansehen, so wird man zwei Systeme von Glei- 
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chungen erhalten, eins für die rein geometrischen Verhältnisse ent- 
sprechend der alten Theorie, ein zweites für die rein thermodyna- 
mischen entsprechend der — wie wir jetzt sagen müssen — Ergänzung 
aus der Thermodynamik. Vielleicht war das die Ansicht von van der 
Waals. Doch ist es mir zweifelhaft, ob diese Betrachtung an sich zu- 
lässig ist, nur dass die Erfahrung die reine mechanische Theorie so 
vollkommen bestätigt hat, giebt zu dieser Betrachtung ausreichendes 
Recht. Aber mag das auch sein, so scheidet doch darum die Capillar- 
constante 7 durchaus nicht aus der Capillaritätstheorie aus, um einer 
anderen Platz zu machen, sondern sie verbleibt in allen auf die geome- 
trischen Verhältnisse sich beziehenden Formeln und die neue Con- 
stante tritt nur nebenbei auf und mehr in den Formeln für die thermo- 
dynamischen Verhältnisse. Um das noch schärfer zu erweisen, will ich 
untersuchen, zu welchen Ergebnissen die Gaussische Theorie führt, 
wenn man in derselben E als variabel, jedoch nur in unmittelbarer 
Nähe der Oberfläche als variabel ansieht. Die potentielle Energie in 
einem Flüssigkeitselement dr, in dem die Dichte @ herrscht, ist, wie 
wir vorstehend schon angegeben haben, 


odt U — [t#ve + ei mar- || ar 
0) 
36) + [|\(e- 92 +9 -n&+@- 28) 


F(r)drt | odr. 


Im ersten Flächenintegral rechts ist @ die Dichte Er, in der Ober- 

fläche, im zweiten ist — die Aenderung (28) der Dichte, wenn man 
F 

von der Oberfläche in die Flüssigkeit eindringt. Abgesehen von Stellen, 


wo Kanten und Spitzen vorhanden sind, können wir beide Grössen als 
constant ansehen, also vor die Integralzeichen setzen. In den anderen 
Gliedern ist eo variabel. Wenn wir nun durch nochmalige Integration 
die Energie der ganzen Masse bilden, so haben wir als erstes Glied 


[eear. 


l= imv| 

Wir setzen 0 = 0(l1 + &), woselbst _; die constante Dichte 
innerhalb der Flüssigkeitsmasse und E die Abweichung davon an der 
Oberfläche sein soll, so ist 


‚® 


I=4Anryeorr+ sawei||| car + snvor||| rar. 


Da nun &E nur in der Nähe der Oberfläche von Null verschieden 
ist, so sind die beiden dreifachen Integrale mit € und &? nur über eine 
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Schale zu erstrecken, welche aussen von der Oberfläche F', ınnen von 
einer anderen Fläche F” begrenzt wird, von der aus nach innen der 
Flüssigkeitsmasse hin & = 0 ist. IIEL — tr’ giebt das Volumen 
dieser Schale, wenn sie an jeder Stelle im Verhältniss von & zu 1 ge- 
dehnt ist, | | | e?dr — r” gleichfalls das Volumen dieser Schale, wenn 


die Dehnungen jeder Stelle im Verhältniss von &? zu 1 stattgefunden 
haben. Also 


I= 4rvro/ +8 yVo; +aryVo. 
Das zweite Glied im Ausdruck (36) dreimal integrirt giebt 


I or ||ar(|[|%e 5nde) — era || ar ({i| “ dr) 
+ ere||a# (er). 


Der erste Theil in diesem Gliede ist der von Gauss bestimmte, 
im zweiten Theile bedeutet r den Abstand des Raumelements dr vom 
Oberflächenelement dF. Wiederum ist der Raum auf die Schale ein- 
zuschränken. Aber hier kommt nicht einmal die ganze Schale in 
Frage, sondern nur derjenige schalenförmige Theil derselben, der 
aussen von F', innen von einer F' parallelen und von F um den 
Wirkungsradius R abstehenden Fläche F’ begrenzt wird. In einer 
solchen Schale, die gegen die erst betrachtete auch nach van der Waals 
unendlich dünn sein soll, darf man € als constant ansehen und gleich 
seinem Werth an der Oberfläche annehmen, also setzen 


. Fr Pi, 
0 0; 


Demnach wird das zweite Integral 


vr ller (JE) 


In beiden Integralen unter II kommt somit die nämliche Grösse 


JEAN LED 


vor, aber die Integration nach r erstreckt sich im ersten Integral über 
den ganzen Raum, im zweiten nur über die Schale zwischen F' und 
I”. Reducirt man jedoch beide nach Gauss’ Verfahren oder mit 
dem Green’schen Satz (Bd. I, S. 47 ff.) auf Flächenintegrale, so erhält 


man, indem 


ee F_ı 


d, 


— | vlr)dr = 9(0), 


0 
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gesetzt wird, woselbst das Integral für r — Öö, verschwinden soll, für 
beide Integrale erst das nämliche Glied 79 (0), und dann je ein Doppel- 
flächenintegral nach F und für das zweite Integral ausserdem abzüg- 
lich noch ein weiteres Doppelflächenintegral nach F' bezw. F". Gauss 
hat nun bewiesen, dass solche Doppelflächenintegrale bei den üblichen 
Annahmen über die Molekularkräfte verschwindend klein sind, und 
das gilt auch hier für das Doppelflächenintegral nach F und F”, weil 
diese Flächen einander unendlich nahe sind. Also bleibt für beide 
Integrale das nämliche Glied #®(0) allein stehen und es ergiebt sich, 
dass II mit dem Gaussischen Ausdruck stimmen muss, wenn man 
nur daselbst E durch seinen Werth Er an der Oberfläche ersetzt. Das 
dritte Glied ist aus gleichen Gründen 


IT = 6; (28), | ar (|| de) 
2, Serllte) 


Abermals ist die Integration im zweiten Theile auf die Schale 
zwischen F und F” einzuschränken. Genau die nämliche Reduction, 
die zur Gleichung für odr U’ geführt hat, sieben nun (Bd. I, S. 47) 


INe-jetso& 


worin @(r) die nämliche Function von Yu ist wie Y(r) von f(r), also 


d, 7 
(N) = -| Br 2 E— — [eve 


ist, wobei das Integral für ö, verschwinden soll. Im ersten Integral 
ist F' dieselbe Fläche wie F', im zweiten ist F' die Fläche F und die 
Fläche F”, also 


m— 6 (=), (far (|far® =) + (07 — 0) (2 . 
Veen derer) 
ler (bes) - wol, Jar 


Diese beiden Glieder sind aber verschwindend klein, da für die 
Functionen @ mindestens dasselbe wie für die Function /(r) gelten 
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muss. In diesem Falle nämlich darf man das zweite Flächenintegral 
auf ein Flächenstückchen beschränken, welches dF' umgiebt und sehr 
klein ist, so dass man ausserdem dieses Stückchen wie eben ansehen 
darf, alsdann ist 2 — (0 und dF proportional r?, also das Integral 
jedenfalls Null. Das Gleiche gilt von dem zweiten Doppelintegral im 
zweiten Gliede, da F” an F unendlich nahe liegt. III ist also ganz 
fortzulassen. 
Nun das letzte Glied, es zerfällt in zwei Theile: 


v= allfar fi (e-n2+0-n+e-N)rnar 


+ «||kar len +0 -n+e- N) rwar 


In beiden Theilen kann sich die zweite Integration nach T nur auf 
die schon bezeichnete Schale zwischen F und F” beziehen. Im zweiten 
Theile erstreckt sich auch die erste Integration nach T’ auf diese Schale, 
im ersten Theile dagegen sollte diese Integration die ganze Substanz 
betreffen. Bedenkt man aber, dass /(r) nur einen Werth hat für 
r < 4, wenn JS den Wirkungsradius bedeutet, so zeigt sich, dass diese 
erste Integration sich auf eine Schale zwischen F und einer neuen 
Fläche F, bezieht, die nach innen von F’ dieser parallel im Abstand / 
gezogen ist. Also zerfällt der erste Theil ın zwei Theile, einen, in dem 
die erste Integration die Schale zwischen F, und F’ umfasst, und einen 
zweiten für die Schale zwischen F’ und F. Wir unterscheiden diese 
beiden Theile durch (1) und (2). Indem wir nun die zweite Integration 
ausführen, brauchen wir im Theil (1) nur den Theil der Schale zwischen 
F' und F zu beachten, der an F’ anliegt und nicht dicker ist wie 4, 
der Radius der Wirkungssphäre, der also zwischen F” und einer dieser 
Fläche nach aussen im Abstande f parallel gezogenen Fläche F} liegt. 
In dieser Schale aber wird die Dichte, wenn sie auch von @; ver- 
schieden ist, doch nur unendlich wenig variiren. Da nun die zweite 
Integration sich gerade auf Variationen der Dichte bezieht, so entfällt 
der ganze Theil (1). Genau in derselben Weise ist zu ersehen, dass 
auch der Theil (2) entfällt und überhaupt das ganze Glied IV, immer 
weil die grössten Integrationsweiten sich nur über 2.1 erstrecken. 
Also: Unter der Annahme, dass, wie auch die Dichte in der Nähe 
der Oberfläche sich verändert, sie doch innerhalb einer 
Wirkungssphäre als unveränderlich angesehen werden darf, 
ergiebt sich für die potentielle Energie einer Flüssigkeit der Werth 


2 ‚ 1 . 
37) "= -(He@t2r+4r)+—(He,F: 


woselbst, uın es nochmals hervorzuheben, 
Weinstein, Thermodynamik. II. B 
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38) e=o(I+9), "= I||ea* "= IIELE 


ist. Also der Unterschied gegen den Ausdruck für constante Dichte 
besteht nur darin, dass 7 durch die Volumina 27’ und r” vergrössert 
erscheint (wahrscheinlich verkleinert, da & negativ sein wird) und dass 
im Flächenglied statt der inneren Dichte die Oberflächendichte steht. 
Die Capillaritätserscheinungen hängen vom zweiten Gliede ab, also 
ändert sich nichts, als dass an Stelle der inneren Dichte die oberfläch- 
liche gesetzt ist, und das ist zweifellos eine Verbesserung, nach dem 
was oben (8. 55) über die Abhängigkeit dieser Erscheinungen fast 
allein von der Oberfläche gesagt ist. Der obige Ausdruck weicht gauz 
und gar von dem von van der Waals abgeleiteten ab, wofür ich keine 
rechte Erklärung habe. Die Rechnung noch weiter zu führen, indem 
die obige Annahme, dass innerhalb einer Wirkungssphäre die Dichie 
constant ist, fallen gelassen wird, hat keine Schwierigkeit, aber auch 
keine Bedeutung. Das Wesentliche kann dadurch nicht geändert 
werden. 

Nun die thermodynamische Theorie von Gibbs. Dieser Forscher 
trägt der Oberflächenenergie von vornherein Rechnung, wie aus der 
Grundgleichung 497 auf Seite 269 seiner von Ostwald übersetzten 
„Ihermodynamischen Studien“ hervorgeht, woselbst in der Energie- 
änderung ein Glied 060 F' aufgenommen ist, zum ausdrücklichen Zweck 
den Flächenänderungen Rechnung zu tragen. Ich will seine Theorie 
hier mit den mir nöthig scheinenden Modificationen vortragen. 

Wenn ein aus verschiedenen Substanzen A,, Ag, As - . . be- 
stehendes System Zustandsänderungen erfährt, so kann die Aenderung 
seiner Energie dargestellt werden durch (Bd. I, S. 115 u. ff.) 


39) IGU=JEIIS— Zpdv+ Zuöm + FEu'öm"+--- + ZoÖF. 


Die m’ bedeuten die Stoffmengen einer Art, die m” die einer 
anderen Art, die m’” die einer dritten Art u. s. f., welche alle oder 
zum Theil in den einzelnen Substanzen A, , A,, As enthalten sind, das 
Glied 200. F trägt den Energieänderungen in Folge irgend welcher 
Oberflächenänderungen Rechnung. Von äusseren Kräften ist der Be- 
quemlichkeit halber abgesehen. Das System soll ein in sich ab- 
geschlossenes sein, dann haben wir 


40,) 6m —=0, 6m —(,... 


Ferner soll es sich im Gleichgewicht befinden. Es muss daanndöU>o0 
sein, während & S constant, also 


403) 029 = 0 


ist. Ist nun der Vorgang, welcher zum Gleichgewicht führt, umkehr- 
bar, so hätten wir 
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41) 6U—0 
also zufolge jener Bedingungen 
42) vd =” D, =. Y, . . 0.0 


Die Temperatur ınuss also im ganzen System die nämliche sein, 
darf sich nicht ändern beim Uebergang von einer Substanz zu einer 
der anderen. Ferner müssen wir haben 


43) IHR 
Die # nennt Gibbs die Potentiale der Bestandtheile. Die Gleich- 


heit der entsprechenden 4 setzt. bestimmte chemische Beziehungen fest. 
Endlich haben wir noch 


44) Zpöv = Zoör. 


Es ha ıdle sich um eine Flüssigkeit und eine mit ihr in Berührung 
befindliche Substanz, dann geht die letzte Gleichung über in 


p, dv, + 0% — oör. 


Entsteht nun Ö F' dadurch, dass alle Theile von F' in Richtung der 
betreffenden Normale n um Ön bewegt werden, so lehrt die mathe- 
matische Betrachtung !), dass 


45) ÖF — Fr + )ön. Orc, == Fön, du, — — Fön 


ist, falls vr’, r”’ die Krümmungsradien bedeuten und positiv sind, 
wenn die Krümmungsmittelpunkte in der Flüssigkeit liegen, woselbst 
pı der Druck ist. Also bekommen wir 


1 1 
46) (7 r 7) =» — PD. 


Von der Einwirkung der Schwerkraft ist dabei abgesehen. Die 
Drucke sind also nicht gleich zu beiden Seiten der Trennungsfläche. 
Die Gleichung 44) erweist sich hiernach als die Gleichung für die 
Oberfläche der Flüssigkeit, wie sie die gewöhnliche mechanische Theorie 
der Capillarität unter Abstandnehmen von der Wirkung der Schwer- 
kraft ermittelte Doch wird in dieser gewöhnlichen Capillaritätstheorie 
Pı = Pa angenommen. In der That sind diese Grössen auch nur sehr 
wenig von einander verschieden. Die neugewonnenen thermodyna- 
mischen Ergebnisse sind in den Gleichungen 39) bis. 43) enthalten. 
Gibbs verleiht der Grundgleichung 39) eine etwas andere Form. Zu 
beiden Seiten der Trennungsfläche F und etwa parallel zu ihr denkt 
er sich zwei Flächen F,, F3 gelegt, der Abstand der Fläche F, von F 


') 2. B. Kirchhoff, Mechanik, dreizehnte Vorlesung. 
b" 
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soll so gross sein, dass unterhalb F} nur homogene Flüssigkeit sich 
befindet, ebenso soll F} so weit von F entfernt sein, dass hinter Fy 
nur noch homogene Substanz der anderen Art vorhanden ist; Inhomo- 
genitäten sollen hiernach nur zwischen F, und F, vorkommen können. 
Eine dritte Fläche ® soll alle drei Flächen F,, F, und F in Form einer 
Cylinderäche und F senkrecht schneiden. F,, Fr, ® begrenzen einen 
Raum, der Substanzen verschiedener Art einschliesst. U, sei die Energie 
in diesem Raum, da für ihn als Ganzes Arbeiten pdv nicht in Betracht 
kommen, haben wir 


47) U, = 855 + mim + mim + - 


Nun denken wir uns den Raum zwischen F,, F, ® mit Flüssigkeit 
von der Art, wie solche hinter F, sich befindet, und den Raum zwischen 
F,, F, ® mit der anderen Substanz von der Art, wie solche sich hinter 
F, befindet, erfüllt und bezeichnen mit U, S u. a. f. die betreffenden 
Grössen für den ersten Raum, mit U, 8 u. s. f. die für den zweiten 
Raum, da zugleich die Arbeiten p'öv', p"öv" zu berücksichtigen sind, 
so haben wir 


[5U = I885 + mim + mim +. — pr 

|dU = 7085 + um, + mdm +. — pr". 
Setzen wir jetzt 
4) U-UV-0= (0, 5-5-5= (8, m-m—m — (m), 
so wird hiernach 


50) 0) = J8$) — Pd —p"dr" + mElm) Hd) + 


oder weil 


48) 


pöv + p"öu' = 08F 
ist 
50,) 50) = J95(8) +08F + mdm) + mölm) + --- 


Das ist die früher als Gleichung 497 bezeichnete Grundgleichung 
in Gibbs Theorie. (U), (S), (m) sind Differenzwerthe, davon herrüh- 
rend, dass zu beiden Seiten an der Trennungsfläche nicht die gleichen 
Verhältnisse herrschen wie in genügender Entfernung von ihr zu 
beiden Seiten. Gibbs nennt sie die Grössen an der Trennungsfläche. 

Die Gleichung 39) scheint mir vor der 50,) den Vorzug grösserer 
Klarheit zu haben. Schreiben wir die Gleichung 50,) in der Form 


50,) =[76(5) + 0F + mm) + mm) +] 
2 — 80 — (m)dn — (m)dm — +, 


ioch die Potentiale, noch 
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1) (U)=JIHS)+OF+ulm) + Holm) +: 


Setzt man noch 
52) Oetmn Meg M= mr, 


Grössen, welche Gibbs Oberflächendichten der betreffenden Grössen 
nennt, so wird ferner nach 50,) für constantes F' 


53) U)r— IEH8)r + möm)r + Mölm)r +: -- 
544) do—= — J(S)r6% — (m,)röu, — (m,)rö — 


Der Fall, dass die # sämmtlich während eines endlichen Vor- 
ganges ungeändert bleiben, besagt, dass die einzelnen Substanztheile, 
wie sie sich auch ändern mögen, doch stets ihre Natur und ihren Zu- 
stand behalten sollen. Das kann gerade in dem uns beschäftigenden 
Vorgange angenommen werden, und ® ist gleichfalls constant, also 
trifft gerade für diesen Vorgang die Gleichung 51) zu, wenn auch noch 
die Spannung 0 als im Vorgang fast unveränderlich angesehen werden 
darf, und dieses ist der Fall, da 0 für eine beliebig gekrümmte Fläche 
fast denselben Werth hget wie für eine ebene Fläche, es ist ja nichts 
Anderes als die Grösse H. Gibbs untersucht sodann noch, unter 
welchen Umständen das durch 50,) festgestellte Gleichgewicht ein sta- 
biles ist, die Trennungsfläche also sich erhalten kann, worauf hier 
jedoch nicht einzugehen ist. 

Zwischen den Drucken und den Potentialen bestehen noch fol- 
gende Beziehungen. Unter den früher angegebenen Bedingungen ist 
für jede der beiden Substanzen, und wenn die Dichten erhalten bleiben, 


55) —= J5S— pv-+ um + WW, + -- 
also indem wir für die eine Substanz einfach, für die zweite Substanz 
doppeltaccentuirte Buchstaben anwenden, 


Mg 


For du + zsmr: 


JS" Ma ’ 


56) " m 7 2 „ 
dp" = mI° + — I tt 


die Fu sind die Dichten der Stoffe, nennen wir sie 0, so wird also für 


jedes wirkliche Gleichgewicht 


JS 
| dp = —rad + gidaı + Qodps + - 


56,) I 
| ap" = db + id + dm + - 


Aus diesen Gleichungen können wir wenigstens zwei der du durch 
die dp ausdrücken und dadurch die Gleichung 44) für die Spannung 
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vereinfachen, was deshalb wünschenswerth ist, weil die experimentelle 
Ermittelung der Potentiale meist fehlschlägt. Es bestehe jede der 
beiden Substanzen nur aus einem homogenen Bestandtheil, der bis zur 
Trennungsfläche seine Eigenschaften beibehält (z. B. Wasser, bezw. 
Dampf). Wir haben dann, indem die Indices fortgelassen werden, 


‚Js 


dp = ur + o’dw 
dp" — = ——dP + oe" dw" 
somit nach 54) 
g' 
57,) do = — (Sr — o' (mr — 0" Pur] (m)r) d9 
d ] 
— mr Z— mr, 


(S)r war die Trennungsflächenentropie bezogen auf Flächeneinheit, 
setzen wir 


Ss’ gs" 

Fr (Sr, vr (S’)er, 

so sind diese Grössen die Entropieen der beiden Substanzen bezogen 
auf Volumeneinheit und es bleibt 


57,) dc= —J (9 _ IE m) — Sr dur 


(mr) a8, 


Gibbs benutzt diese von ihm gefundene Gleichung, um einen 
wichtigen, zuerst von William Thomson aufgestellten Satz abzu- 
leiten. Vergrössert man die Fläche F' um eine Flächeneinheit und führt 
nun so viel Wärme zu, dass die Temperatur gerade constant erhalten 
bleibt (also z. B. keine Verdampfung eintritt), so vermehrt sich die 
Masse an der Trennungsfläche auf Kosten der beiden Substanzen um 
(m’)r und (m”)r. Also nimmt die Entropie der Substanzen ab um 


(Sr (m )r ER + nr mr und die ganze Entropie nimmt zu um den 
Betrag s Z— FE !)F -5 Ju (m")r, also um die Grösse, welche 


in dem Ausdruck für do als Factor von d® steht. Andererseits ist 
die zugeführte Wärmemenge gleich #18, somit wird diese Wärme- 
menge 


1 do 1 do 
os = 7), (er), 
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Sie setzt diese Wärmemenge in Beziehung zur Spannung. Wäre 
z. B., wie für manche Flüssigkeiten hinreichend erwiesen ist (vergl. 
S.50), 6 eine lineare Function von ®, so würde @ direct proportional ® 
anwachsen; wäre dagegen, was wir gleichfalls in manchen Fällen gleich- 


zeitig für ausreichend erkannt haben, 6 eine Function A + 2. so müsste 


Q umgekehrt proportional ®# sein. Man sieht, wie durch Beobach- 
tung der Grösse Q Entscheidung über die Wahl der einen oder der 
anderen Formel getroffen werden könnte. Was für die interpolatorische 
Darstellung ziemlich gleichgültig ist, hat sofort physikalische Bedeutung, 
sobald aus ihm durch mathematische Operationen Folgerungen abzu- 
leiten sind; ein neues Beispiel für den physikalischen Unwerth von 
Interpolationsformeln ohne rationelle Ableitung, mögen diese Formeln 
im Sinne der Interpolation auch völlig befriedigen. Der Volumen- 
, „ 

verlust fv der beiden Substanzen betrug (m)r u. Nun sind, 
wie schon bemerkt, p’ und 9" einander immer sehr nahe gleich, dürfen 
wir dasselbe auch von dp’ und dp” annehmen und dp’ und dp" durch 
eine Grösse dp ersetzen, so enthält der Ausdruck für do den obigen 
Volumenverlust als Factor von dp, somit wird 


59) v=-(7 


Der Flächenvergrösserung um eine Einheit entspricht also eine 
Arbeit gleich 
do do 


oo = (2) (u); 


Das sind die wichtigsten Folgerungen, die man bisher aus der 
thermodynamischen Theorie der Capillarität gezogen hat. Sie sind aber 
meist schon vor Ausbildung dieser Theorie auf einfacheren Wegen 
gefunden worden. Man kann diese Theorie noch erheblich ver- 
allgemeinern, wie es von Gibbs geschehen ist, allein die Unkenntniss, 
in der wir uns hinsichtlich der einzelnen Grössen schon in den ein- 
tachsten Fällen befinden, beschränkt den Werth solcher Entwickelung 
zunächst auf einen rein ideellen. 

Zum Schluss dieses Abschnittes einige Angaben über die Beträge 
der in der Capillaritätstheorie eine Rolle spielenden Grössen. van 


der Waals setzt die Constante X — = wo a die ın seiner Zustands- 


gleichung enthaltene Constante ist. Mit den von ihm ermittelten 
Werthen von a und den gegebenen Beträgen des jeweiligen specifischen 
Volumens findet er für Aether bei 0° und unter dem Druck einer 
Atmosphäre K gleich dem Druck von 1430 Atmosphären. Für andere 
Substanzen, die sich in Bezug auf ihren kritischen Zustand in dem- 
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selben Zustande befinden wie Aether bei 0° und 1 Atmosphäre mit 
Bezug auf seinen kritischen Zustand giebt er die folgenden Zahlen }): 


Alkohol . . . » K = 2400 Atmospbären 
. Schwefelkohlenstoff K = 2890 n 
Wasser K = 10700 n 
Chloräthyl . K= 2040 n 
Schweflige Säure . . . K = 3060 ”. 
Kohlensäure . .. K = 2820 n 
Essigsäuremethyläther . K = 2225 n 
Diäthylamin . ... K= 1500 n 


Die Zahlen selbst werdeu als angenähert wohl gelten können und 
namentlich hinsichtlich ihrer Grössenordnung Jen Thatsachen ent- 
sprechen. Wasser steht an der Spitze, was zu erwarten war, da es 
überhaupt die bedeutendsten Capillarerscheinungen aufweist. Für X 
und H nimmt er die Laplace’schen Definitionen an. Nach diesen ist, 

d 


wenn K = [zwas gesetzt wird, H = [vawas. 
0 0 


Öö, wofür beide Integrale verschwinden sollen, können wir dem Wirkungs- 
radius gleich setzen, alsdann ist H durchschnittlich proportional einem 
aliquoten Theil x, des Wirkungsradius und K, worauf schon Laplace 
und Gauss hingewiesen haben. Machen wir also H = z, K, so ergiebt 
sich z. B. für Wasser, wenn der obige Werth von K etwa für 100° C. 
Temperatur angesetzt (da Aether die kritische Temperatur etwa bei 
t = 190°, Wasser etwa bei t = 360° hat) und für H nach der Tabelle 
auf Seite 54 die Zahl 114 genommen wird 


no 114 
ı 7 10700 x 1013217 


Bei den anderen Flüssigkeiten ist x, von derselben Grössen- 
ordnung. Demnach wird der Wirkungsradius nur wenige Tausend- 
theile einer mittleren Lichtwellenlänge betragen. de Heen giebt auf 
Grund einer freilich etwas unsicheren Theorie für den Wirkungsradius 
einer Wassermolekel 0,00003 cm. Da x, jedenfalls kleiner sein muss 
als dieser Wirkungsradius, braucht diese Zahl für die letstere Grösse 
der obigen für x, an sich nicht zu widersprechen, aber die mittlere 
Weglänge einer Molekel beim Wasserdampf ist (Bd. I, S. 382) gegen 
0,0000071cm, demnach scheint doch de Heen’s Zahl zu gross zu 
sein, denn man wird wohl geneigt sein, die mittlere Weglänge grösser 
als den Wirkungsradius anzusetzen. Mir scheint sogar ersterer gegen- 
über selbst van der Waals’ Zahl für x, zu gross zu sein. 


cn = 0,00000105 cm. 


!) Die Continuität des gasförmigen und flüssigen Zustandes, zweite Auf- 
lage, 1899, Theil 1, 8. 175. 
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Ueber die Capillaritätserscheinnngen bei Gemischen von Flüssig- 
keiten und bei Lösungen wird in einem späteren Capitel gehandelt. 


58. ;Reibung und Wärmeleitung der Flüssigkeiten. 


Für die Bewegung der Flüssigkeiten gelten die nämlichen 
Gleichungen wie für diejenige der Gase. Wo von thermischen Ver- 
hältnissen abgesehen wird, tritt eine Vereinfachung dadurch ein, dass 
man in den meisten Fällen die Flüssigkeiten als durch Druck allein 
wie incompressibel betrachten darf. Wenn also während der Bewegung 
nicht durch Wärmeeinflüsse ungleichmässige thermische Ausdehnung 
oder Zusammenziehung stattfindet, kann die Dichte als unveränderlich 
angenommen werden. Wir wollen letzteres voraussetzen und zusehen, 
ob und unter welchen thermodynamischen Bedingungen alsdann Be- 
wegungen, wie wir sie bei Gasen schon untersucht haben, bei Flüssig- 
keiten möglich sind. Die Gleichungen sind aus Abschnitt 38 des 
ersten Bandes zu entnehmen. Indem wir darin 
— du , Ov , cw __ 1dm _ 
-,.ytr.7 ud 


setzen, woselbst die Dichte jetzt mit & bezeichnet sein soll, haben wir 


6 


ou ou ou cu\ __ 6» 
cv ev oV ovV\ _ 0» 
2) (te. tg +ten)=ur a re 


ca cw ‚ow ow\ _,, op 
3) (rettete )=uz Pr eoJw; 


0z £ 
ldu _cu vr 0w__ 
4) zu udt 06x + cy 02 0. 
(; cc” 9 


d® II cx Oy “ ri cu\? 
N Jen, u —_. L | “ 9 e 
3») Fer dt u | ce ey r 02 +20 [(:) 
ov\2? Gu\? (& cv\? 
r (23) + (2) r e| öy T ee) 


cv ow\? ow euN\? 
+(2; 3) + (G: + ))) 


Die Bedingungen an der Oberfläche bleiben ungeändert (Bd. I, 
Abschnitt 38, Gleichungen 9, 10, 11,, 119g, 12, 22, 23,, 235). Zunächst 
fällt auf, dass die Gleichungen nur einen Reibungscoäfficienten E ent- 
halten, bei Flüssigkeitsbewegungen der betrachteten Art kommt in 
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der 'IThat nur ein solcher Coöfficient in Frage, da eben Dilatation nicht 
stattfinden soll. Die folgende Betrachtung hat sich nur auf diesen 


Coöfficienten zu beziehen. 
Wir wählen wieder die stationäre Bewegung durch eine horizon- 


tale Röhre, in Richtung der Axe, welche x-Axe sein soll, bezeichnen 

den Abstand eines Theilchens von dieser Axe mit r, nehmen an, dass 
u=/(r), v’=0, w=0 

ist, und untersuchen, ob eine solche Bewegung möglich ist. Zufolge 4) 

haben wir alsdann 


ung, 
x 
also 
u=/f(r). 
Die Druckcomponenten werden hiernach (Bd. I, S. 252) 
. - \ . a 
X%,=),=,=D y=07 n Y, = 0, 
cu 2 
6) Rene: 
- _ cu NM 2% _.# L 
Anm 077: Ya = r’ u Zr N=». 


Die Bewegungsgleichungen geben: 


(55) 
elr — 
op L [2 or 


0=2, r Or i 
0 
- ey 
’) , 0» 
02 ' 
cy 
os o fon, klas , ı° 55) 
le) tler nr) 
weil auch 
d® 0% 08 06% 


te "or 


ist und auch ® nur von x und r abhängen kann. 
Da u nur von r abhängen soll, müssen wir haben 
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Hieraus und aus den folgenden beiden Gleichungen ergiebt sich 

y2 
8) u. „ tralgr to p=-oaxcHt «a. 
Die Constante c, muss Null sein, weil in der Axe nur endliche Ge- 
schwindigkeit herrschen kann. Ferner nehmen wir an, dass die Flüssig- 
keit an der Röhrenwandung absolut fest hafte.e Der Radius der Röhre 
sei R, dann haben wir nochı 
Co 


9 
) 40 


R? + a — 0, also u — io (r? — R2). 


Nun noch die letzte thermodynamische Gleichung. Bei Flüssig- 
keiten ist k eine sehr kleine Grösse, gleichwohl darf von der Wärme- 
leitung nicht abgesehen werden. Wollten wir nämlich diese unbeachtet 
men, so müsste, wenn die vierte Gleichung erfüllt werden soll, ent- 


weder - — -— () oder — (5 =) eine ÖUonstante sein. 


Das erstere gäbe überhaupt keine Bewegung, das zweite kann bei 
der in Frage stehenden Bewegung nur sein, wenn R = 0 ist. Also 
nur bei sehr dünnen Röhren ist eine Bewegung der behandelten Art 
ohne Rücksicht auf den Wärmeeinfluss möglich, sonst nicht. Und das 
ist sehr verständlich, denn durch die Reibung in der Flüssigkeit ent- 
steht Wärme, und zwar in nach der Axe zu wachsender Menge. Also 
muss die Flüssigkeit nach der Axe zu an Dichte abnehmen, wenn 
nicht entweder die Wärme sofort abgeleitet wird oder der Querschnitt 
der Röhre so geringfügig ist, dass von den Diohtedifferenzen daselbst 
abgesehen werden kann. Letzteres ist die Voraussetzung, die still- 
schweigend bei der sogenannten Durchflussmethode zur Ermittelung 
des Reibungscoöfficienten @ gemacht wird. Ist der Druck am Beginn 
der Röhre »., der am Ende »,, und bedeutet /, die Länge der Röhre, 
so hat man 


| —=Ppa Cy —_ —P Pass P "Pa _ Pe z, 
10) ’ 
| „ Er Pa Pe 
40 L 
somit die in der Zeiteinheit durchgeflossene Masse 
R 
Pa —— Pe Pa —— Pe 
11 aM: . 2 2 _— yr?2 — 7... 4 
) nu 4eL [vr 2) dr 561 nz Ru, 
0 


welch letztere Beziehung als die Poiseuillesche Gleichung bezeichnet 
wird und für den Reibungscoöfficienten die viel angewandte Formel 
ergiebt 
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12) PIE mu 


9 8IM 
Ist aber R nicht hinreichend klein, so müssen wir in der letzten 
Gleichung die Leitungsglieder beibehalten. Da 4 nur von r abhängen 
soll, so darf, wenn # von x nicht abhängt, was angenommen ist, auch 
® nicht von x abhängen, und wir behalten 


13) e () = k (r5,) 


or) r or 


woraus folgt 


IH =atralr Te ck a 


art 1 a”De ) 
C; ist Null und c, ist, wenn an der Oberfläche die Temperatur ©, 


4 
herrscht, gleich 8, + 


‚also dass wird 


14) I — m —- 


Nun ist aber gerade für die Oberfläche noch eine Bedingung zu 
beachten, nämlich die unter 27,) auf Seite 259 des ersten Bandes ge- 
gebene. Sie geht für unseren Fall über in 


-0% -, 0% _ 
u Er For) 
m 0 . .. . . 
k dr setzt die Bewegung der Wärme in der Röhrensubstanz, senk- 


recht von der Wandung fort, fest. Ist diese ebenso gross wie in der 
Flüssigkeit, so wird die Bedingung identisch erfüllt. Im Allgemeinen 
ist das selbstverständlich nicht der Fall, und dann haben wir eine Be- 
dingungsgleichung zu viel und können ihr nur genügen, wenn die Be- 
wegung der Wärme in der Röhrenwandung in ganz bestimmter Weise 
geregelt wird, nämlich so, dass 


-, 0% - R° 
UT — nn 
16) (k 5), ko 1 


wird, sonst ist die geforderte Bewegung, Flüssigkeitsbewegung, nicht 
möglich. Hieraus folgt, wie unrichtig unter Umständen das Experiment 
gehandhabt werden kann, wenn man die Röhre mit einem constanten 
Bade umgiebt. Will man all diesen Schwierigkeiten aus dem Wege 
gehen, so muss man entweder sehr enge Röhren benutzen, oder darf 
zwar weitere anwenden, alsdann jedoch nur mit geringen Druckdiffe- 
renzen arbeiten, es ist dann & klein und ® fast constant. 
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Nennt man ®, die Temperatur in der Axe, so wird 


17,) .— = 1: Ri 

Die durch die Reibung entstehende Temperaturdifferenz zwischen 
Röhrenaxe und Röhrenwandung ist also unter sonst gleichen Verhält- 
nissen umgekehrt proportional dem Reibungscoöfficienten und der 
Leitungsfähigkeit der Flüssigkeit. Ersteres besagt, dass sie mit zu- 
nehmender Geschwindigkeit in der Axe rascher wächst, als der Reibungs- 
coöfficient abnimmt. Bedeutet übrigens «, diese Geschwindigkeit in 
der Axe, so haben wir auch 


3 
173) d, — d), = = (=) o 


Beobachtungen über 9, — 9, und %, würden uns das Verhältnis 


der Leitfähigkeit zur Reibung kennen lehren. Bei idealen Gasen ist 
dieses Verhältniss das 1,6027fache der specifischen Wärme bei con- 
stantem Volumen (Bd. I, S. 352, Gleichung 2,), die Werthe für Flüssig- 
keiten werden wir später kennen lernen. Doch sind sie nicht durch 
Beobachtungen der angegebenen Art ermittelt, noch auch wohl zu er- 
mitteln. Zwar u? ist leicht zu bestimmen durch Feststellung der 
Durchflussmenge, aber die Temperaturdifferenz ®, — 9, wird man 
kaum mit hinreichender Genauigkeit bekommen. 

Wenn #, von ®, verschieden ist, dann muss nothwendig die 
Dichte in der Axe der Röhre eine andere sein als an der Röhren- 
wandung, und es treten auch Bewegungen quer zur Axe ein, indem 
innerhalb eines jeden Querschnittes die Flüssigkeit senkrecht nach 
unten sinkt, zuerst mit wachsender, dann wieder mit abnehmender 
Geschwindigkeit. Diese Querbewegung geht gleichfalls unter Reibung 
vor sich, und da sie auf die Längsbewegung trifft, müssen sich beide 
Bewegungen beeinflussen und so tritt die Querbewegung aus den Quer- 
schnitten heraus und in der Gesammtbewegung strömen die Theilchen 
nicht mehr in geraden Linien, sondern in complicirten Curven, wodurch 
auch Wirbel in der Flüssigkeit entstehen. In erster Näherung kann 
man dann von seitlicher Bewegung absehen und nur horizontale Längs- 
und verticale Querbewegung annehmen, das heisst, wenn die 2-Axe 
horizontal, die y-Axe also vertical gelegt ist, w — 0 setzen. Ferner 
kann man die Bahnen der Theilchen als in Verticalebenen parallel der 
Axe liegend ansehen, und endlich darf man Producte und Potenzen 
von v und den Differentialquotienten fortlassen. Gleichwohl ist das 
Problem noch complicirt genug und die Lösung scheint mir ausser- 
ordentlich schwer zu sein, namentlich auch, weil einen unmittelbaren 
Antrieb zur Bewegung nach unten nur die Theilchen über der axialen 
Horizontalebene erhalten, nicht aber die unter dieser Ebene, welche 
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lediglich von jenen gedrängt werden. Da es sich jedoch nur um geringe 
Temperaturdifferenzen handeln kann, wenn man nicht solche ausser- 
halb des Experimentes absichtlich hervorruft, wird die Verticalbewegung 
nur sehr gering sein, indem jedes Theilchen Zeit hat, die Dichte seiner 
Umgebung anzunehmen, und man darf die Bewegung so ansehen, als 
ob es sich um axiales Strömen einer Flüssigkeit handelt, die entweder 
durch die ganze Masse gleiche Dichte hat, oder deren Dichte an jeder 
Stelle durch irgend welche Kräfte in stets gleicher, nur vom Axen- 
abstand abhängiger, Grösse erhalten wird. Im ersten Falle bleiben alle 
früheren Formeln in Kraft, im zweiten Falle hat man nur noch die 
Bedingung, dass u eine Function von r sein soll, zum Ausdruck zu 
bringen. Diese Function kann auch mit hinlänglicher Genauigkeit 
angegeben werden. Nennen wir 4% die Dichte der Flüssigkeit an der 
Röhrenwandung, so ist sie io [1 — B (# — 8,)], wo ß den Aus- 
dehnungscoöfficienten der Flüssigkeit bedeutet, also von der Form 


1) B=aHtbrı; a "(1 er) +mSß. 


In den Formeln für « und ® wird auch dadurch nichts geändert. 
Die in der Zeiteinheit durchgeflossene Menge aber erhält einen anderen 
Werth und ist bestimmt durch die Gleichung 


R 
19,) ae Ze I) (a + bri)dr 
° 
=ar rn a+ sr). 
oder 
19,) M= zRım (1 _ 35°PR9) 


und nach Einsetzung des Werthes von & 


_ De, _ BBR "7®)] 
19) M= arm ® er77 [ AYr; 

Das zweite Glied in der Klammer ist also die in Folge der Dichte- 
ungleichheit anzubringende Correotionsgrösse. Man kann nun @ ent- 
weder durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung nach E oder 
einer linearen Gleichung ermitteln nach Einsetzen eines Näherungs- 
werthes für @ im Correotionsglied. Ob auf diese Correction jemals 
geachtet worden ist, weiss ich ae, Bedingung für dieselbe jedoch 

ii r axi n "lüs it, sowie in der dadurch 
ürer Zustand von 


Corrigirte Poiseuille’sche Formel. 9 


hältnisse corrigirt werden. Doch ist es freilich nicht leicht, die Be- 
dingungen herzustellen, unter denen die jedesmal angenommenen Be- 
wegungen wirklich stattfinden können, weil von der Bewegung der 
Wärmeeinfluss und von diesem die Bewegung abhängt. Und noch eins 
erhellt: Muss man dem Wärmeeinfluss Rechnung tragen, dann ist es 
nicht mehr zulässig, nur von einem Reibungscoöfficienten bei Flüssig- 
keiten zu sprechen, man muss dann zwei solche Coöfficienten ein- 
führen, ganz so wie bei den Gasen. Gleichwohl genügt schon eine 
oberflächliche Vergleichung der vorstehenden Entwickelungen mit den 
früher in Band I, Seite 261 bis 276 gegebenen zu ersehen, wie, bei 
aller Aehnlichkeit der Ausgangsformeln, so anders Flüssigkeiten sich 
verhalten als Gase. 

Eine Uebertragung der Maxwell’schen Theorie der Gase auf die 
Flüssigkeiten ist im gegenwärtigen Stande der Wissenschaft noch 
undurchführbar, schon weil wir Flüssigkeiten molekularkinetisch noch 
nicht zu definiren wissen. Sicher aber sind nach dieser Theorie die 
gewöhnlichen Gleichungen der Mechanik auch bei den Flüssigkeiten 
nur als erste Näherungsgleiohungen in dem Sinne zu betrachten, 
dass die Druckkräfte nur durch eine Integrationsumgehung in expli- 
citer Form gegeben erscheinen, während sie thatsächlich mit der Be-: 
wegung zugleich aus einem System simultaner Differentialgleichungen 
zu ermitteln sind. 

Wir haben nun von den Constanten selbst zu sprechen. 

Zuerst die Reibungsconstante, sie ist aus Bewegungserscheinungen 
an und in Flüssigkeiten nach den verschiedensten Methoden, nament- 
lich aber nach der Durchflussmethode mittelst der Formel 12), welche 
auch als Poiseuille’sche Formel bezeichnet wird, bestimmt worden. 

Ein Hauptergebniss aller bisherigen Untersuchungen von Flüssig- 
keiten besteht darin, dass der Reibungscoöfficient sehr stark 
mit der Temperatur variabel ist und zwar mit wachsender 
Wärme abnimmt. Letzteres steht in directem Gegensatz zu dem 
Verhalten des gleichen Coöfficienten bei den Gasen. Man sollte hier- 
nach annehmen, dass, wenn der gasförmige Zustand nur als Fort- 
setzung des flüssigen zu betrachten ist, der Reibungscoöfficient bei 
irgend einer Temperatur ein Minimum erreicht und dann wieder 
anwächst. 
| Wir können aber die Sache anders auffassen, indem wir annehmen, 
dass die Reibung aus zwei Ursachen erwächst, einmal aus der Ueber- 
tragung von Bewegung durch die Berührungsfläche hindurch von der 
stärker bewegten Schicht zu der schwächer bewegten. Das ist die 
früher bei den Gasen als Reibung definirte Erscheinung. Sodann aus 
den Anziehungskräften zwischen den beiden Schichten an der Be- 
rührungsstelle !). Das wäre die eigentliche Flüssigkeitsreibung. Die 


I!) Grätz, Wiedemann’s Annalen, Bd. 34, 8. 25. 
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ganze Reibung ist die Summe beider. Erstere wächst mit der Tempe- 
ratur bei Flüssigkeiten wie bei Gasen, letztere nimmt mit der Tempe- 
ratur ab, ist aber bei Flüssigkeiten so weit bedeutender als bei Gasen, 
dass in nicht zu grosser Nähe des kritischen Zustandes sie fast allein 
in Betracht kommt und insgesammt also die Reibung mit wachsender 
Temperatur abnimmt. Ist nun diese letztere Reibung Q@,, die erstere 
0 und die ganze Reibung _, so wäre 


20) 0 — Pu + 0% 


und @, eine fallende, @, eine wachsende, E bis in nicht zu grosse 
Nähe der kritischen Temperatur eine fallende Function der Temperatur. 
e würde danach niemals Null sein und selbst 0, und @: brauchten 
niemals Null zu sein, nur können beide sehr klein werden, _. bei 
hoher Temperatur, _, bei tiefer Temperatur. Diese Betrachtung ist 
sehr ansprechend und wird wohl auch den tbatsächlichen Verhältnissen 
nicht zuwider sein. Für g. setzt nun Grätz in erster Näherung an 
% — 8 

s—- 

Darin bedeutet ®’ die kritische Temperatur der Flüssigkeit und 
9, eine Temperatur, bei der die Flüssigkeit unter allen Umständen 
erstarrt, die also tiefer als die Gefriertemperatur derselben sein wird. 
Also würde 0. = 0 sein bei der kritischen Temperatur und gleich 
unendlich bei jener absoluten Erstarrungstemperaturr. A ist eine 
Constante. 

Viel Werth ist einer solchen Formel nicht beizumessen, sie setzt 
auf der einen Seite voraus, dass schon im kritischen Zustande die 
Dämpfe sich wie ideale Gase verhalten, also keine Molekularkräfte be- 
sitzen, und auf der anderen Seite sollen bei starren Körpern unendlich 
grosse Molekularkräfte herrschen. Beides kann nicht wohl stattfinden, 
Gleichwohl scheint die Formel nach Grätz’ Berechnungen in hin- 
reichendem Abstande von den beiden genannten Grenzen brauchbar 
zu sein. Ich führe einige Beispiele aus des genannten Forschers Ab- 
handlung an: 


21) 0. = A 


25 : 30 135,40 | 45 | 50 | 55 |80°C. 


Gährungsbuttersäure: 


f beobachtet . , 112,1 102,1 93,5 84,7 78.2 71,7 68,3 617579 — — 
| berechnet . . : 112,8 101,9 92,6 84,7 77,8 718 665 618570 — — 
Ameisensäure: 

f beobachtet . 122,5 109,7 29.2 89,7 81,7 74,9 682 820570 —ı — 


Ü berechnet. . 124,0 110.1 98,5 89,1 80.9 73,9 87,7 62457,6 — | — 
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t=10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60°C. 


Kapronsäure: 


f beobachtet . 222,2 200,4 179,1 158,0 159,7 127,0 117,1 107,197,8 — — 


© | berechnet. . 226,0 197,4175,3 155,8 140,4 127,7 116,6 107,1.88,7 — — 
Isobutylacetat: . 
j beobachtet . 45,5 42,0 30,0 386,5 34,1 32,0 30,0) 28,1 26,3 24,6° 28,0 


\| berechnet. . 45,8 42,2 39,1 36,4 34,0 31,8 29,8] 27,9 26,2 24,6 28,2 


Chloroform: 


| beobachtet . 36,0] 34,0 32,0 30,5 29,0 27,5 26,0 25,024,0235 — 

® | berechnet. . 36,1: 34,2 32,4 30,7 29,2 27,7 26,3 25,023,723,8 — 
Aceton: 

j beobachtet . 24,0 23,0 22,0 21,0 20,0 19,0 18,0 17,016,0 — — 


© berechnet. . 244 23,1 22,0 20,9 19,8 18,8 179 170182 — — 
Toluol: 

‚| beobachtet . 38,2 35,4 33,1: 31,1 20,3 27,6 26,2 25,023,8.22,6 21,4 

© | berechnet. . 38,0 35,86 38,4 81,4 29,6 27,9 26,4 24,9 23,6 22,4 21,2 


Für Wasser giebt Grätz folgende Zusammenstellung aller vor- 
liegenden Versuche in Vergleichung mit der Berechnung nach seiner 
Formel, wobei er # —= 390°, $, —= — 283,62, A — 7,338 annimnt: 


u 
=) 5 ww 5 2% 2% 30:40 50 60°C. 
| | 


.Z——— 
I 


‘ 


Poiseuille . . .: 100 85,2 73,5 643 56,7 — 45,2 37,01 30,8 — 
Graham I... 100 :84,4,73.5 63,4 56,0 40,3:44,7 36,8 31,1, 27,1 
Graham II... 100 84,8 729 63,7 56,0 50,5 45,0.37,0 31,0 26,9 
e! Rellstab. ..... 100 85,3 73,5.63,0 55,5 148,7 45.0 37,2 31,2: — 
Sprung . . . . 100 849 72,2'639 56.2 50,5 45,1 37,1 31,2. 26,8 
Slotte ...-..10 —.—0— 5647 — 145,2 36,9. —. — 
Wagner ....:10 —:— .639 56,2 50,3 44,6 36,7 31,7 — 
Berechnet. . ...... 100 54,11 72,2 63,1 55,8 50,0 45,1 37,4 31,7 27,3 


In allen Angaben ist der Reibungscoöfficient des Wassers bei 0° 
gleich 100 gesetzt. Zur Reduction auf absolute Einheiten in C-G-S 
sind sie mit 0,000178 zu multipliciren. Man wird gestehen müssen, 
dass die Grätz’sche Formel innerhalb der angegebenen Temperatur- 
intervalle die Beobachtung sehr gut darstellt; freilich ist die geringste 
kritische Temperatur immer noch grösser als 230° und die höchste 
absolute Eirstarrungstemperatur — 28,62° (für Wasser) angenommen. 

Weinstein, Thermodynamik. II. 6 
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Von Heydweiller’s ausgedehnten Bestimmungen !) führe ich nur 
die für Wasser erhaltenen Zahlen an, welche bis zur Temperatur 160° 
angegeben sind. Demnach ist in C-G-S-Einheiten 
t= 0 8% % 3 40 50 60 70 8 90 100° C. 

e = 17,85 13,07 10,05 8,01 6,55 5,51 4,70 4,07 3,57 3,17 2,84 x 10-5 
t= 110 120 130 140 150 160° C. 
oe=256 232 212 19 1,84 1,74 x 10-5 

Mit 9’ — 390° berechnet sich aus den Zahlen für 0° und 60°, 
zwischen denen dem Obigen zufolge Grätz’ Formel für Wasser 
Geltung hat, 9, —= — 27,1° in sehr genauer Uebereinstimmung mit 
dem von Grätz aus den früher angegebenen Zahlen ermittelten Betrag. 
Man findet nun für 100° das eg — 2,83 fast genau der Beobachtung 
entsprechend. Für 160° wird @ = 2,20 statt 1,74. Also darf die 
Grätz’sche Formel bei Wasser mindestens bis 100° Anwendung finden, 
während sie darüber hinaus zu grosse Zahlen ergiebt. 

Fast bis zur kritischen Temperatur hinan reichen die Bestim- 
mungen von Warburg und Babo ?) für flüssige Kohlensäure. Bei diesen 
Bestimmungen befand sich die Kohlensäure immer unter dem Druck 
ihres gesättigten Dampfes, während in allen früheren Fällen der End- 
druck stets gleich dem Atmosphärendruck war. Hiernach ist der er- 
mittelte Reibungscoöfficient in diesem Falle aus doppeltem Grunde 
veränderlich.. Es fand sich 

t 5 10 15 20 25 29° C. 


p= % 45 51 58 65 70 Atmosphären 
u — 0,922 0,895 0,864 0,827 0,783 — 
1060 = 925 852 784 712 625 539 


Die Drucke sind nur näherungsweise richtig, sie gehen also von 
40 bis 70 Atmosphären; wegen ihres Verhältnisses zur Dichte ver- 
weise ich auf die Darlegungen in Band I, Seite 448. Lässt man 
diese Veränderlichkeit des Druckes und der Dichte zunächst noch auf 
sich beruhen und versucht, ob die Formel von Grätz auch noch für 
Kohlensäure in so grosser Nähe der kritischen Temperatur gilt, so er- 
giebt sich, dass für if, eine Temperatur von 4 42° anzusetzen sein 
würde, was selbstverständlich physikalisch unzulässig ist, da schon die 
kritische Temperatur ?' — 31,25° ist. Ausserdem würde bei 29° die 


Grösse @g — 224, also kaum halb so gross werden, wie sie sein müsste. 
Wir sparen daher die Discussion dieser Ermittelung für spätere Dar- 
legung. 


Die Formel von Grätz ist eine Art rationelle Formel, es sind 
auch Interpolationsformeln versucht worden. So ist nach Helmholtz’ 
Berechnung der Versuche Poiseuille’s der Reibungscoöfficient des 
Wassers 


!) Wiedemann’'s Annalen, Bd. 59, S. 193. 
®) Wiedemann’s Annalen, Bd. 17, 8. 416 ff. 
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— _ MT 
1 + 0,03836793t + 0,000 220 993 6 t2 
und nach O. E. Meyer’s Berechnungen 
_ 0,017 75 
9 77 1 2 0,011048) (U + 2.0,01104 

Zu merkwürdigen Formeln ist de Heen!) gelangt. Rechnete er 
die Abnahme des auf Volumeueinheit bezogenen Reibungscoöfficienten 
0’ — ou von 10°C. ab für die nächsten 20° (also von 10 bis 30°), so 
fand er, dass diese Abnahme ./_’ sich durch eine Formel 


ı / 1 
99 ı___ 17% 1 m 
22) Je —=g@ .—® 


darstellen liess, und c sowohl wie % hatten für alle von ihm unter- 
suchten Flüssigkeiten fast denselben Werth, nämlich durchschnittlich 


E 


1 
mu 2n,0= 0,84, wiewohl der grösste Betrag von I _'’ mehr als 


20mal so gross war wie der kleinste. Indem er diese Formel ver- 
allgemeinert, findet er für eg überhaupt 


t 
33) vo (+48 ) | 
Ae” 


t ist die immer gleiche Temperaturdifferenz.. Nimmt man wieder als 
Maass der Temperatur je 20°C., rechnet t von 10°C. ab, wofür 0’ = 0% 
sein soll, so findet de Heen für Amylbenzoat 

1 1 
0,361’ u 
und damit folgende Vergleichung zwischen Rechnung und Beobachtung 


A = 0,5563, u“ — 2,77 


————— = —— 
:t{=10 30 50 70 90 110 | 130 Ä 150 | 170°C. 


‚ [berechnet . . : 49,0 29,3 19,2 13,6 10,5 
U i : 
“ | beobachtet . 49,0 28,2 18,3 13,4 10,5 


8,6 ; 74 | 6,7 | 6,0 
8,6 , 74 | 6,6 | 6,0 


Die Uebereinstimmung ist zweifellos sehr gut und in Anbetracht 
des grussen Teimperaturintervalls, welches vielleicht bis zu 150° der 
kritischen Temperatur nahe führt, und der geringen Zahl Constanten 
(nur 2) eigentlich auffallend. Eine theoretische Deutung seiner Formel 
hat de Heen, wie er selbst hervorhebt, nicht gefunden, sie sieht auch 
so eigenartig aus, dass eine solche kaum zu vermuthen ist. 


)]. ec. 8. 218. 
6* 
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Endlich ist zu erwähnen, dass nach Stoel !) der Reibungscoeffi- 

cient auch durch eine Formel 

lge=a+tbd, ge = Arc’? 
sich soll darstellen lassen. Nach seinen eigenen Beobachtungen an 
Chlormethyl soll diese Formel den Beobachtungen von — 28° bis 
+ 123°, also bis in die Nähe der kritischen Temperatur dieser Flüssig- 
keit ganz gut folgen. Er theilt die Abweichungen zwischen den 
von ihm beobachteten und den nach der obigen Formel berechneten, 
dem Reibungscoöffieienten proportionalen, Ausflussdauern mit, welche in 
der That nur bei der höchsten Temperatur 3 Procent, sonst in keinem 
Falle 2 Procent erreichen, bemerkt jedoch selbst, dass diese Ab- 
weichungen immerhin einen systematischen Gang aufweisen, zwischen 
— 28 und — 20 sind die berechneten Zahlen zu klein, zwischen — 20 
und + 50 durchschnittlich zu gross, dann wieder bis etwa + 111° zu 
klein und zuletzt zu gross. Er findet 
zwischen . . —28und—20° —20und+50° +50und+ 110° bei 123* 
‚Abweichung . +10 02 +12 — 3,0 Proc. 
Zugleich bemerkt er, dass die Grätz’sche Formel sich auf dieses weite 
Temperaturintervall nicht anwenden lässt. 

Die Stoel’sche Formel findet auch Heydweiller an seinen oben 
mitgetheilten Versuchen hinreichend bestätigt. Doch kann sie natur- 
gemäss auf theoretische Richtigkeit keinen Anspruch machen, da sie 
e=0 für $ = © ergiebt, während die Reibung nach einem Mini- 
mum späterhin wieder anwachsen muss. 

Der Reibungscoöfficient der Flüssigkeiten hängt bei gleicher 
Temperatur auch vom Drucke, unter dem sie stehen, ab. Bei den 
Flüssigkeiten, die bisher untersucht sind, mit Ausnahme von Wasser, 
wächst dieser Coöfficient mit zunehmendem Drucke, also zunehmender 
Dichte. So fanden Warburg und Babo?) bei 25,1° 


Druck... 22000. 70 75 8 95 105 Atmosphären 
Dichte. . 2... 2... - 0,809 0,827 0,858 0,875 0,896 
Reibungscoöfficient . . . 628 #65 708 741 800 x 10-8, 


Ein Gesetz, nach welchem der Coöfficient mit dem Drucke zu- 
nimmt, lässt sich nicht erkennen, nur dass die Zunahme mit wachsen- 
dem Drucke selbst noch zunimmt, scheinen die Zahlen anzudeuten; 
noch sicherer scheint das Anwachsen der Zunahme mit wachsender 
Dichte zu sein. Dieses Verhalten entspricht gans dem der gasförmigen 
Kohlensäure bei höheren Drucken (Bd. I, 8. 326). Indessen soll nach 
Warburg eine einfache lineare Gleichung nach dem Druck angesichta 
der Unsieh } Demnach wäre 
24) 


li 
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und & wäre für Kohlensäure, Benzol, Aether positiv. Zu einem ent- 
sprechenden Ergebniss ist de Heen!) für einige andere Flüssigkeiten, 
Amyl-Benzoat, Amyl-Valerat und Toluol, gelangt. Für Wasser hat er 
bis zu Drucken, die über 400 Atmosphären reichen, nicht die geringste 
Abhängigkeit von diesen Drucken feststellen können. Im Gegensatz 
dazu giebt Röntgen?) an, dass bei Wasser der Reibungscoöfficient 
mit wachsendem Drucke abnehmen soll, so dass sich Wasser ent- 
gegengesetzt wie alle anderen Flüssigkeiten verhalten würde Er 
findet, duss, wenn die Ausflusszeit aus einer Capillare durch eine Formel 
für niedere Drucke dargestellt wird, diese Formel für höhere Drucke 
immer zu grosse Ausflusszeiten ergiebt, woraus zu schliessen ist, dass 
der Reibungscoefficient des Wassers bei höheren Drucken kleiner ist 
als bei niederen. So betrugen die übrig bleibenden Fehler der Formel 
gegen die unmittelbaren Beobachtungen der Ausflusszeiten in Secunden 


in 20 Versuchsreihen bei 1 Atmosphäre: 
-.13, 3, +10, —2, —7, —12, —5, —8, —9, —2, — 14, 
0, +4 — 16, —4 — 23, — 13, 0, 0, 0; 
in 10 Versuchsreihen bei 19 bis 29 Atmosphären: 
— 38, — 30, — 22, —27, — 34, —58, — 31, — 34, — 37, — 34° 


Alle in zweiter Zeile aufgeschriebenen Differenzen haben dasselbe 
Zeichen, wobei das Zeichen — bedeutet, dass die Beobachtung ge- 
ringere Ausflusszeit ergab als die Formel, und zugleich sind sie im 
Durchschnitt viel grösser, nämlich fast fünfmal so gross wie die als 
Unsicherheit der Formel oder der Beobachtung oder beider anzusehen- 
den Zahlen der ersten Zeilen. Zu ganz demselben Ergebniss sind auch 
Warburg und Sachs’) gelangt. Sie finden für Wasser bei 20°C. 


e = (1 — 0,000 170 p), 


also einen negativen Factor für p, der übrigens nur etwa !/,, beträgt 
von dem entsprechenden positiven Factor für Kohlensäure und immer 
noch kaum !j/, bis !/, von dem gleichfalls positiven für Aether und 
Benzol. Es ist möglich, dass in Folge der Kleinheit dieses Factors die 
Versuchsanordnung de Heen’s nicht geeignet gewesen ist, ihn zu er- 
mitteln. Dieses Verhalten des Wassers ist sehr seltsam, Es ist kaum 
anzunehmen, dass es bei allen Temperaturen stattfindet. 

Eine sehr eingehende Versuchsreihe von Hauser?) bestätigt diese 
Vermuthung. Der Genannte findet nämlich, dass die Abnahme nur 
bis zur Temperatur 32° etwa stattfindet, in höheren Temperaturen 
wächst @ mit dem Druck an. 


ı) 1. c. 8. 227 ff. 
” 8) Wiedemann’s Annalen, Bd. 22, 8. 510 ff. 
“ Annalen der Physik, 4. Folge, Bd. 5 (1901), 8. 597 ff. 
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y 0) 
[= /} 


Fı.gende Angaben di-nen zur Bestätigung. Bezeichnet E,,, den 
Reibungsco-f£ienten ti 4 Atmospharen Druck. @, den bei mittleren 
Druck. =0 i»t nach Hauser 


er Ver a LE 320 350 40,0 40I'C. 

100 Fe 2. :__1n —0: 22 000 W009 +07 +0 
t= AK 4 KL) 70,5 79,6 90.3 98,4'C. 

100 ® TP®—_ _ıis zı1s 21 —25 +26 434 —3$6 


47) 


Bei 32° wäre der Coefücient vom Druck unabhängig, bei tiefere 
Temperaturen nähme er mit wachsendem Druck ab, bei höheren wärde 
er grösser. Formeln lassen sich nicht wohl angeben. 

Wie vorhin bemerkt. gilt die für Kohlensäure angegebene ent- 
sprechende Formel unter der Voraussetzung, dass p den Druck der 
Flüssigkeit bedeutet. wenn diese sich unter gesättigtem Dampf befindet. 
Also können wir umgekehrt aus der Formel den Dampfdruck gemäss 


2 = (&-1)4 


berechnen. Darin ist nichts Besonderes enthalten. Aber de Heen 
hat die allgemein gültige Beziehung aufgestellt, dass die Dampf- 
spannung einer Flüssigkeit und die Reibung für alle Temperaturen 
durch die Formel 


Iv 


26) pe! 
verbunden sein sollen. 

Indessen bedarf diese Formel wohl einer Aenderung, um sie physi- 
kalisch brauchbar zu machen. Sie giebt für e = © die Dampf- 
spannung p := 1, d. h. die Einheit zur Messung der Dampfspannung 
wäre die Spannung der erstarrenden Flüssigkeit. Nun ist aber diese 
Spannung sehr geringfügig, wenn nicht überhaupt Null, die Zahlen für 
die Dampfspannungen würden also ausserordentlich, wenn nicht un- 
endlich gross. Die Formel wird verbessert, wenn man rechts — 1 
hinzufügt. Nennen wir dann den Werth von E bei derjenigen Tempe- 


ratur, für welche die Dampfspannung in irgend einem Maass p’ sein 
soll, 0’, so hätten wir 


27) pP (& — ı). "2. 

Prüft man aber diese Formel an Wasser, so ergiebt sich, dass sie 
durchaus nicht stimmt. Man findet, wenn man c aus dem Werth für 
@ bei 30° berechnet, der sehr sicher zu sein scheint, folgende Ab- 
weichungen der wirklichen Spannungen p, von den nach obiger Formel 


berechneten p (die E sind der Zusammenstellung .auf $. 81 ent- 
nommen) bei 
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t= 0 10° 20° 30° 40° 50° 60° 
m»,-»? = —70 —79 —6,531 0,00 -+-13,70 +-39,00 + 81,37 mm 

Ganz abgesehen von der Grösse dieser Abweichungen, welche bis 
zu 100° auf mehrere Hundert Millimeter steigen würde, zeigt schon 
ihr Gang, dass es wenigstens für Wasser ganz unmöglich ist, die 
Formel den Beobachtungen anzupassen. An den Werthen vön E wird 
das nicht liegen, denn diese sind gerade bei Wasser bis zu 60° höch- 
stens um einige Procent unsicher. de Heen freilich, welcher die Con- 
stante c immer aus den Angaben bei der jeweilig grössten Spannung 
ermittelt, kommt bei den von ihm angeführten Beispielen für Wasser, 
Benzol, Ethylenbromür, Terebinthenessenz, Valeriansäure, Propion- 
säure, Essigsäure zu besseren Ergebnissen. Indessen vergleicht er nur 
die Logarithmen der Spannungen, nicht die Spannungen selbst — was 
natürlich einen bedeutenden Unterschied bildet — und dann zeigt sich 
auch nach seinen Rechnungen in allen Fällen ein bestimmter Gang in 
den Differenzen der berechneten Logarithmen gegen die beobachteten, 
Die Formel muss also aufgegeben werden. 

Wohl durch die Formel de Heen’s angeregt, hat Stoel!) eine 
andere Formel angegeben und an Chlormethyl und Kohlensäure ge- 


prüft. Er findet . 
7 __ Const. 
8 
Diese Formel ist physikalisch besser begründet als die ursprüng- 
liche von de Heen, denn für e = » giebt sie 9 —= U), was zu er- 


warten steht. Für eg = 0 freilich findet sich p = w. Indessen wird 
kein Zustand existiren, in dem die Reibung Null ist, denn scheidet 
die Flüssigkeitsreibung aus, so tritt dieGasreibung an deren Stelle, die 
niemals Null ist. Gleichwohl muss die Formel eingeschränkt werden, 
da die Gasreibung mit wachsender Temperatur wächst, p hiernach 
abnehmen würde, was widersinnig ist. Aus Stoel’s Angaben entnelıme 
ich folgende Tabelle für Chlormethyl: 


© | Ag» log e 7 

co | Ip 
— 26,77 | 9,94096— 10 2,604 77 385 
— 24,88 | 9,978 19 2,596 05 388 
— 22,95 0,014 22 2,587 15 : 39 
— 21,78 | 0,035 06 2,581 49 | 392 
— 19,51 | 0,074 75 2,56096 , 893 
— 14,29 ' 0,17001 2,544 69 899 
— 11,12 | 0,221 39 2,530 84 402 
— 8,002 | 0,271 06 2,519 17 ' 407 


— 4,39 | 0,327 18 2,505 15 411 


') Vergl. 8. 84. 
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T r 
°C log p log e »® oe 
0,0U 0,397063— 10 2,487 85 417 
+ 4,56 0,488 60 2,469 82 418 
10,78 0.557 34 2,447 16 430 
16,59 0,632 26 2,423 25 431 
23,09 0,717 73 2,394 45 430 
30,53 0,823 39 2,364 55 436 
34,80 0,871 52 2,348 30 435 
70 1,220 11 2.216 17 420 
85 1,348 30 2,156 85 404 
100 1,488 55 2,095 17 340 
115 1,612 78 2,027 35 359 


Die Zahlen der letzten Spalte sollten einander gleich sein; dass 
sie es nicht sind, sieht man sofort, sie steigen mit wachsender Tempe- 
ratur erst an, um dann wieder abzunehmen, aber bis auf etwa 10 Proc. 
genügen sie der Forderung. 

Für Kohlensäure berechnet Stoel nach Warburg und Babo's 
schon discutirten Beobachtungen: 


T 


0, log p log e | p® e 
5 1,596 60 9,964 73 — 10 | 314,0 
10 1,658 96 9,951 82 819,7 
15 1,71600 9,936 51° | 322,5 
20 1,77085 9,917 51 321,9 
25 1.825 75 9,893 76 317,9 


1 
Die Zahlen p”g weisen ganz denselben Gang auf wie bei Chlor- 
methyl. Ich habe die Berechnung auch noch für Wasser ausgeführt, 
mit den früher schon angegebenen Zahlen für E finde ich 


t- 0 10 2u 80 40 50 80° ©. 


I- 


P’e=i 11 14 0142 142 148 145 


Auch in diesem Falle ist ein systematischer Gang unverkennbar. In- 
dessen nehmen hier die Zahlen erst ab, um dann anscheinend anzu- 
steigen. 

Benutzt man die früher (S. 82) ebenfalls mitgetheilten Heyd- 
weiller'schen Zahlen für g bei Wasser, so kann man die Vergleiohung 
bis 160° führen; man erhält dann 

t== v0 10 20 30 40 50 60 70 
1 


p’ 0 = 2906 


80°C. 


ts 
=] 


30 ehe 2 BI 252 x 10-8 
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t= 9% 100 110 120 130 140 150 160°C. 
1 


P’o= 236 259 2 25 MB 274 282 290 x 10—4 


Auch hier ist zwischen 50 und 60° ein Minimum vorhanden, dann 
wachsen die Zahlen an. Für Wasser scheint hiernach der Gang bis 
160°C. wenigstens festzustehen. Nachher mögen die Zahlen wieder 
alınehmen. 

Thatsächlich genügt also die Formel nicht, zumal wenn man be- 
achtet, dass die Potenz von p nur 1/, ist, bei der Berechnung von p 
selbst. die Abweichungen also mindestens im dreifachen Betrage er- 
scheinen. 

Die Formel erinnert ein wenig an die von mir für Gase aufge- 
stellten Beziehungen zwischen Reibung und Druck. Als Function der 
Temperatur und des Druckes war (Bd. I, S. 322, Gleichung 18,) 

6-8 ı 
o = Const.p °* 9°. 


Die Dampfspannung hängt also auch noch ab von der Temperatur, liesse 
sich 9 als Function von p darstellen, so gewänne man eine Beziehung 
zwischen @ und p allein. Ersteres ist leider nıcht der Fall. Ferner ist 
für Flüssigkeiten auch der Werth von %k nicht hinreichend bekannt. 
Nimmt man %k gleich 1 an, was für Wasser bis zu 60° vielleicht zu- 
trifft, so hätte man 


v1 
oe = Const.p’ 8”, 
und demnach 


Aber diese Formel kann, wenn man unter @ die Reibung der Flüssig- 
keit versteht, selbstverständlich nicht stimmen. Von Formeln, die für 
Gase gelten, darf man naturgemäss nicht auf Flüssigkeiten schliessen, 
weil bei diesen die Reibung nur zum geringsten Theil Gasreibung ist 
und zum grössten Theil in gunz anderer Weise erklärt werden muss. 
_ bedeutet in letzterer Formel die Dampfreibung, nicht die Flüssig- 
keitsreibung. 

Aus Allem aber ergiebt sich; eine einigermaassen befriedigende 
Beziehung zwischen Flüssigkeitsreibung und Dampfspaunung ist noch 
nicht bekannt, die aufgestellten Beziehungen genügen nicht. Es ist 
such kaum abzusehen, wie eine solche Beziehung gewonnen werden soll. 

Ueber den Zusammenhang der Grösse der Reibung mit der“chemi- 
schen Constitution der Flüssigkeiten ist nicht viel bekannt. Bei Gasen 
fanden wir, dass bei gleicher Atomzahl die Reibung mit wachsendem 
Molekulargewicht abnahm. Bei den Flüssigkeiten ist das Molekular- 
gewicht nicht sicher, doch finden wir in Reihen chemisch ähnlicher 
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Substanzen vielfach Zunahme des Reibungscoäfficienten mit wahr- 
scheinlich wachsendem Molekulargewicht. So bei den Alkoholen und 
Glykolen !): 


Reibungscoefficient Chemische 
Substanz - - 720 — 

bei 10° , bei 30° : bei 50° | Formel 
Methylalkohol . . . . . en 4 | cHo 
Aethylalkohol . . . . . | 84 ! 57 40 ı 0,H,0 
Propylalkobol . ... . 172 102 65 f C,H,0O 
Isopropylalkobol . . . . 155 i 93 56 C,H,0 
Butylalkohol . . . . . . 012 121 | 77 Cc,H,0 
Isobutylalkohol . . . . . 294 147 86 C,H.0 
Isoamylalkobol . . . . . 366 190 | 112 | C,H,„O 
Allylalkohol ... . . . - ee | Rn ı em | oO 


Nur der Isupropylalkohol fällt etwas aus der Reihe. Aehnlich ver- 
halten sich die Fettsäuren — wobei freilich die Ameisensäure einen 
sehr viel grösseren Reibungscoöfficienten hat, als ihr ihrer Stellung in 
der Reihe nach zukommen sollte — und mehrere andere Reihen, wie 
die Aether und Fettsäuareester, die Aldehyde und Ketone u. s. f. Herr 
Grätz?) hat auch versucht, für die in seiner Formel vertretene Con- 
stante A Gesetzmässigkeiten nachzuweisen, für je eine in die Säure 
eintretende CH,-Gruppe soll die Constante A bei allen Estern um den 
gleichen Betrag zunehmen. Doch schwanken die Zahlen so stark, dass 
diesem Gesetz wenig Bedeutung beizumessen ist. 

Zahlreich sind die Untersuchungen über den Einfluss gelöster 
Stoffe auf die Reibung der Flüssigkeiten. Man würde geneigt sein 
anzunehmen, dass die Reibung wächst mit zunehmender Menge des 
gelösten Stoffe. Das ist auch vielfach der Fall. So für Salz in 
Wasser; nimmt die gelöste Salzmenge von 8 bis 23g in 100g Wasser 
zu, so steigt der Reibungscoäfficient z. B. bei 10° von 82 auf 128 
(100 gleich dem Coöfficienten des Wassers bei N°C.); ähnlich, wenn der 
gelöste Stoff Litbium-, Baryum-, Strontium- oder Caleiumchlorid ist, und 
in sehr vielen anderen Fällen. In manchen Fällen scheint die Zu- 
nahme des Reibungscoöfficienten der des gelösten Stoffes parallel zu 
gehen, so bei Lösung von MnC], in Wasser, in anderen Fällen nimmt 
der Coöfficient rascher zu als die Concentration (NaC]-, CaCl,-Lösung), 
wiederum in anderen langsamer (LiCl-, SnCl,-, NiCle- u. 8. f. Lösung). 
Gleiches gilt für die Lösung von anderen Halogenen, von Nitraten, 
Sulfaten, Chromaten u. s. f. In einigen Fällen nimmt die Reibung mit 
wachsender Concentration ab, so für Ammoniumchlorid- oder Bromid- 


I} Wiedemann's Annalen, Bd. 22, 8. 518 ff. 
?) Wiedemann’s Annalen, Bd. 34, S. 38. 


Molekulartheorie der Reibung. 91 


lösung, in anderen nimmt sie erst ab, dann wieder zu, so bei Kalium- 
jodid. Kurz, allgemeine Gesetze sind nicht anzugeben, in der Regel 
wächst die Reibung mit der Concentration und zwar lang- 
samer als diese. 

Allem Anschein nach ist die Reibung eine viel complicirtere Er- 
scheinung, als die Theorie anzunehmen gezwungen ist. Es ist vorhin 
hervorgehoben worden, dass die Flüssigkeitsreibung namentlich auch 
durch die Anziehung der Theilchen auf einander verursacht sein soll, 
und diesen Theil der Reibung haben wir mit _« bezeichnet. Inner- 
halb einer in verschiedenen Schichten mit verschiedener Geschwindig- 
keit sich bewegenden Flüssigkeit scheiden wir ein Theilchen von der 
Masse m = udr aus, das sich mit der Geschwindigkeit u bewegt und 
zerlegen die Flüssigkeit, die wir der Einfachheit halber als ın parallelen 
Schichten nach überall gleicher horizontaler Richtung sich bewegend 
annehmen, in Schichten parallel dieser Bewegung. Eine solche Hori- 
zontalschicht A von der Dicke dx befinde sich im Abstande x von der 
Schicht, der das hervorgehobene Theilchen angehört. Wir legen durch 
dieses Theilchen eine Verticalebene senkrecht zur Bewegungsrichtung. 
Diese zerschneidet die Schicht A in zwei Hälften. In Folge der Be- 
wegung der Schicht vermehrt sich in der Zeiteinheit die Zahl der 
Molekeln, welche m nach vorwärts ziehen, im Verhältniss von wW — u 
zu 1, falls w’ die Geschwindigkeit dieser Schicht A bedeutet. Zugleich 
verringert sich die Zahl der Theilchen dieser Schicht, welche m nach 
rückwärts ziehen im gleichen Betrag. Zieben wir also nur eine Hälfte 
der Schicht in Rechnung, so wächst die Anziehung allein in Folge der 
Geschwindigkeitsdifferenz dieser Schicht gegen die das Theilchen m 
enthaltende Schicht im Verhältniss von 2(w' — u) zu 1, oder wenn 
wir nur denjenigen Theil dieser Hälfte nehmen, welcher von einer senk- 
rechten Ebene in der Bewegungsrichtung und durch m von der Schicht 
abgeschnitten wird (dem vierten Theil der ganzen Schicht), im Ver- 


hältniss von 4(#’ — u) zu 1. Von dieser Kraft haben wir die Com- 


ponente nach der Bewegungsrichtung zu bilden, also sie mit — zu 


multipliciren, falls 2’ den Abstand des Theilchens m von einer zur Be- 
wegungsrichtung senkrechten, die Schicht senkrecht schneidenden 
Ebene und r die Entfernung des Theilchens m von einem in dieser 
Ebene befindlichen Theilchen der Schicht angiebt. Hiernach wird die 
ganze durch die Bewegung hervorgerufene Kraft in Richtung der Be- 
wegung selbst 


nr yı ud ‚ 
K — 4mu |« — war |ay [ar so, 
= 0 0 


worin noch bedeuten & die Masse der Theilchen in der Volumeneinbeit, 
y eine Erstreckung senkrecht zur Bewegungsrichtung und senkrecht zu z. 
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Die Grenzen x, x, sind bestimmt durch die Erstreckung der Flüssigkeit 
nach oben und nach unten, die Grenze y, durch die Erstreckung nach 
rechts oder links, die z, durch die Erstreckung nach vorn oder hinten. 
f(r) ist die Kraft, mit der zwei Theilchen überhaupt sich anziehen. 
Angesichts der bekannten Annahmen über diese letztere Kraft können 
wir, falls ö die Wirkungsweite bedeutet, auch ı =6 —z, y =+z, 
£, = + 7» setzen. Also 


. + © +2 
8 = 4mu | (uw — u)de [ar [ar . Jr). 
z 0 


e 
0 


J)--x 


P 7 


Nun haben wir noch m durch udr —= udıdydzs zu ersetzen und 
nach x von Ö bis O, nach Y und £ von 0 bis © zu integriren und er- 
halten für die Kraftwirkung zweier Flüssigkeitsschichten 


.) © d—-xz [. [.) 


233) 8 = tu? ja: | a | ar | w—war [ay [ar 70) 


—_ 0 0 x 1) 0 


w' ist abhängig allein von x’, u allein von x. Da jedoch Ö sehr klein 
ist, können wir für « und für u Mittelwerthe einsetzen, und so bleibt 


0 @ ) — x © ) ‚ 

38) 8 — 4urlu — ) ae | au| de | | ay [ar sn. 

—_ 0 0 x 0 0 

Hiernach wäre der Theil 0, des Reibungscooöfficienten, der von 

den Anziehungswirkungen abhängt, da wir W — u = ne setzen 
können, woselbst Ö’ eine Grösse von der Ordnung des Wirkungs- 
radius ist 

0 © 00 ‘d— x © Ku ‚ 
29) 0% = ud [a2 |ay [us [ar |ay [art yo 

—) 0 0 x 0 0 


Statt der Grenzen & können wir auch die Ö einsetzen, und dem- 
nach ist der Factor von Ö’ eine Grösse der nämlichen Ordnung wie 
der erste Capillaritätscoefficient A, und @. selbst eine Grösse von der Ord- 
nung des zweiten Capillaritätscoöfficienten 7. Auch darin stimmt der 
Reibungscoäfficient @, mit dem Capillaritätscoefficienten überein, dass 
er mit wachsender Temperatur abnimmt, das Gesetz der Abnahme 
scheint jedoch in beiden Fällen verschieden zu sein, oder man muss an- 
nehmen, dass A sehr viel rascher mit wachsender Temperatur fällt wie H 
und @. hat mehr den ('harakter der Grösse AK als den der Grösse H. 
Mehr jedoch lässt sich nicht schliessen, da die Grösse K und ihr Ver- 
halten ganz unbekannt ist. Es darf daber auch nicht verwundern, 
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dass die Folge der Reibungscoöfficienten für verschiedene Flüssig- 
keiten nicht mit der der gewöhnlichen Capillaritätsconstanten überein- 
stimmt, zumal ausserdem auch nicht der Theil @, der Reibung für sich 
allein zu ermitteln ist, sondern in Verbindung mit mehreren anderen 
Theilen. 

Von Poisson!) rührt eine eigenartige Betrachtung der inneren 
Reibung der Flüssigkeiten her. Demnach sollen sich Flüssigkeiten 
einer raschen Folge von Stössen gegenüber wie starre elastische Sub- 
stanzen verhalten. Wird ferner einer Flüssigkeit irgend eine Defor- 
mation ertheilt, so passt sie sich dieser nicht sofort an, sondern bedarf 
dazu einer gewissen Zeit, der „Relaxationsdauer“ (Bd. I, S. 303). 
Innerhalb dieser Zeit variirt der Druck ständig und verhält sich der 
Poisson’schen Annahme zu Folge ganz so wie der Druck in starren 
elastischen Substanzen. Nach Ablauf derselben ist der Druck der ge- 
wöhnliche hydrostatische und überall und nach allen Richtungen gleich, 
während er vorher sowohl an verschiedenen Stellen wie an derselben 
Stelle nach verschiedenen Richtungen verschieden war. L. Natanson 
hat diese Ansicht mathematisch formulirt und weiter behandelt 2). Es 
seien £&, n, & die elastischen Verschiebungen eines Theilchens bei x, y, # 
während der Ausgleichung der Drucke. In den bekannten Kirch- 
hoff’schen Bezeichnungen setzen wir 


08 _ 08 a) 

Ti | HT Tin 
cn on, «eg 

= — = — + — 

9 0 9 “ cz 0Yy 
_8% | El: 

u en ti 


Ferner seien die Geschwindigkeitscomponenten 
dam _. ı_ 
ut mt men 

und die räumliche Dilatation I 


I. tWwt % 
während 


ist. 
Wir haben nun zu Folge der Theorie der Elasticität starrer Sub- 
stanzen 


1) Memoire sur les &quations de !’Equilibre et du Mouvement des Oorps 
solides Elastiques et des Fluides lu a l’Academie des Sciences le 12 Oct. 1829. 
Jourual de l’Ecole Polytechnique 1831. 

*) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 38, 1901, 8. 690 ff. 
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ann (eo 2) 
3 
2 

I, — -2ny— (kg d, 
. 3 

30) Z; = — 20 —(k 5" 4, 

X, = 1, = —ıy, = —ny., 

1, = ZL,=—ny, = — 8, 

Z, = \, = —ınız., = — 7, 


k, n sınd die Constanten der Elasticität. 

Nun erfahren während der Relaxationsdauer die Druckcompo- 
nenten fortdauernd Veränderungen, bis zuletzt X, = Y, = Z,=p; 
X,=Y,=Z,= 0 wird. Diese Veränderungen rühren zu einem 
Theil davon her, dass eben die z, u. s. f. variıren, zum anderen Theil, 
weil jede dieser Variationen nun ibrerseits in Folge der Relaxation noch 
Zeit braucht, sich auszubilden. Den ersten Theil der Veränderungen 
erhalten wir einfach durch Differentiiren der obigen Gleichungen nach 
der Zeit, für den zweiten Theil bleibt gegenwärtig nichts übrig, als 
eine Hypothese zu machen. Wie Maxwell in der Gastheorie, nimmt 
Natanson an, dass in diesem zweiten Theile die Aenderung einer 
Componente ihr selbst proportional ist, der Factor soll das Reciproke 
der Relaxationsdauer T sein. Hiernach hätten wir für die ganze 
Aenderung 


d(X,) — (5) cu . 2 ) Ir — pP 
FT 20 k 3 n.)6 , 
r / > _ 
An — — an. (r- )e pP 
di cy 3 
d(Z,) cw 2 Zu —p 
—— _ — 91 — (KR — _ 
., FT n (R 9 n)o To 
3l) dX, dY; Ba (4 cv Kyı 
dt de N N\ay 5) T’ 
AY, du _ BE LE cCw Y, 
dt dt (+5 T' 
dl __dX, = (+ ou _ SL 
dt dt ox :) T 


Wir nehmen nun an, dass trotz aller Aenderungen gleichwohl in 
jedeın Moment p mit der Dichte und der Temperatur durch eine Glei- 
chung verbunden ist, dass also stets eine Zustandsgleichung besteht, 
alsldann ist 
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© betrachtet Natanson als durch die Veränderungen nicht beein- 
flusst, wohl aber u. Wie wenig wahrscheinlich eine solche Annahme 
gerade bei Flüssigkeiten ist, braucht kaum hervorgehoben zu werden 
und hat auch Natanson nicht verkannt. Man hat dann aber 


dp du 0» 0» 
9 sp an cp —_- u — — 
32) dt dt ou u 16, 
falls 
op 

h = u = 
33) D u du 
gesetzt wird. Demnach wäre = — 0 für 0 = 0, und das würde 
eben bedeuten, dass der hydrostatische Druck nur in Folge von Dichte- 
änderungen variiren soll. Diesen Werth von = führen wir in die 
obigen Gleichungen ein und erhalten so beispielsweise 

d(X, — ») _ 2 X — p 

34) Fr —2 n2 —(k h 5 n) 6 T 


Da es sich nun immerhin um sehr kleine Aenderungen handelt, 
können wir in der Entwickelung von 


dX— pP) _(K—P) 0(Xz — 9) 0(X, — ?) 
dt ur TE r® oY 
+ w (X — p) 
ce 


die letzten drei Glieder als Producte je zweier kleiner Grössen 
fortlassen, also die totalen Differentiale mit partiellen vertauschen. 
So bekommen wir 


(X —pD) , %.:—p_ ou ( 2 
ta re ;r)® 
t,-») , W-» _ . = (k- _2 
51 + 7 — In, k h ;n)o 
(u, —») , Amp. = — (k - _.: 
35 u tor rigen ;")6 
oX, u ne + 28) 
dt ıT” dy 
oy, y, or 0w 
ot 'T (5 + 2.) 
WA Ze __ ow ou 
dt +7 >= ” te) 
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Indem man jetzt mit Cyz, Cyys COsss Czys Cysı Csz sechs Func- 
tionen von x, %, z bezeichnet, die also von f nicht abhängen, erhält 


man durch Integration 


t  ; t - 
N, =p- (ze T—e T +’ [aur > 


t t 
= -.I +; m 0w 
36) 4 =Ppr (ne T—e [er [2u Fy 


6 
+ r(k h— ;.n)o a 
X, = Ge erferun(s+ T 
Y, — net rlerur + dt 
Z, — LET I CE au) dt 


als Gleichungen für die Druckcomponenten in einer sich bewegenden 

Flüssigkeit. Hält man diese Gleichungen mit den in der gewöhnlichen 

Theorie gegebenen zusammen (Bd. 1, S. 252, Gleichungen 4), so unter- 
t 


scheiden sie sich von ihnen erstens durch das Glied O,,e T u. =. f., 
welches in jenen Gleichungen fehlt und nur fortfällt, wenn 7’ = 0 ist, 
die Anpassung an die Deformation momentan geschieht. Ferner treten 


auch nicht mehr die relativen Geschwindigkeiten auf, sondern Integrale 
t 


derselben und der Function eT. Endlich sind die Reibungscoöffioienten 
Ga __ 1 A 2 

37) oe ==nT, =, (k h DE 

proportional der Relaxationsdauer, wie in der Maxwell’schen 
Theorie der Reibung der Gase (Bd. I, S. 303, XVI und 313). Letz- 
teres betrachtet Natanson anscheinend als eine werthvolle Bestätigung 
seiner Theorie; dass es nicht zutrifft, sieht der Leser sofort, da der 
Factor T' nur gewonnen ist, indem man dt durch 7 dividirt hat. Ist, 


wie für Gase oft angenommen wird, 0 — 20, so wäre k = A, also 


eine der Elasticitätsconstanten, bestimmt durch 
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eine sehr merkwürdige Beziehung. Aber hierüber habe ich im ersten 
Bande an verschiedenen Stellen eingehend gehandelt und darf darauf 
verweisen. 

Weiter hat Natanson seine Theorie noch nicht gefördert, er 
meint sie auf die wirkliche Bewegung der Flüssigkeiten anwenden zu 
können. Ich habe sie jetzt schon wegen des hohen Interesses, das sie 
beanspruchen darf, mittheilen zu sollen geglaubt. Der Standpunkt, 
‘den ich ım Abschnitt 40 des ersten Bandes dieses Buches vertreten 
habe und wonach explicite Gleichungen für die Druckkräfte als solohe 
überhaupt nicht existiren, sondern nur simultane Differentialgleichungen 
für Druckkräfte und Bewegung, wird durch diese Theorie nicht berührt. 

Ausserdem muss hervorgehoben werden, dass die mit den (,.u.s.f. 
multiplicirten Theile in den Gleichungen für die Druckkräfte mir 
unzulässig scheinen. Da sie von der Bewegung nicht abhängen, 
würden sie stets vorhanden sein auch im Gleichgewichtszustand, und 
das würde bedeuten, dass der Druck in einer Flüssigkeit überhaupt 
nicht constant ist, weder nach der Zeit, noch nach dem Ort, was 
mindestens das erstere, wohl unzulässig ist. 

Wir kommen nun zu dem zweiten der in unseren allgemeinen 
Gleichungen enthaltenen Coöfficienten, dem der Wärmeleitung. Nach 
Gleichung 5) auf Seite 73 ist der entscheidende Coöfficient 
k 
Wen" 
welcher auch die Wärmeleitungsfähigkeit heisst, während wir k 
den Leitungscoöfficienten nennen. Es hat wohl zuerst 
Fr. Weber!) die Behauptung aufgestellt, dass diese Grösse von Flüssig- 
keit "zu Flüssigkeit sich nur wenig ändert. Seine eigenen Versuche 
und die anderer Forscher scheinen diese Behauptung zu bestätigen. 
So haben wir nach Grätz?) folgende Zusammenstellung: 


38) u— 


-.—_— .... —n num um no -- - -- - — pe 


Substanz u C k a 
| 
KCIO,-Lösung . . .. - 1,026 D,08 0,0695  , 0,0892 
NaCl-Lösung . . ... 1,153 0,82 0,0671 0,0714 
Glycerin ....2.200.. 1,210 0,60. 0,0382 | 0,0523 
Alkobol . . 2 2 2... 0,820 0,602 0,0327 | 0,0661 
Aether . . 2 2200. ) 0,729 0,53 0,0227 0,0575 
Petroleum . . . 2... "0,790 0,5 0,0213 :; 0,0534 
Terpentinöl . 2... . 0880 | 048 0,0195 0,0506 


Schwefelkoblenstoff.. . . 1,273 0,237 0,0160 1! 0,0529 


') Wiedemann’s Ann., Bd. 10. — *) Wiedemann's Ann., Bd. 25. 
Weinstein, Thermodynamik. II. 7 
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Die Zahlen für « sind in der That viel weniger veränderlich 


diejenigen für k. Sie nehmen aber im Allgemeinen zugleich mit k 
Diese Abnahme bestätigt sich auch, wenn man die Flüssigkeiten Was 
Kupfer- und Zinkvitriollösungen, Olivenöl, Chloroform, Citronenöl ı 
andere hinzunimmt. Doch scheint es auch Ausnahmen von der Re 


zu geben. So ist für Benzin das * nur ein Viertel von dem für Was 
dagegen das a genau so gross wie für Wasser. 

E. von Aubel!) macht auf folgende Bedeutung der Grösse a ı 
merksam. Lässt man Wärme zwei gleich dicke, allseitig unendlich a 
gedehnte Wände verschiedener Substanz quer durchziehen, so ste 
die Zeiten, innerhalb deren die Wärmebewegung in einen stationä 
Zustand gelangt, im umgekehrten Verhältniss der Wärmeleitungsfäl 
keiten, also haben wir 


89) tt! = d:a, 


woselbst t, !' diese Zeiten und a, a’ diese Leitungsfähigkeiten 
deuten. 

Später hat Fr. Weber nicht bloss die Grösse a, sondern a 
diese multiplicirt mit der dritten Wurzel aus dem Molekularvoluı 
als für Flüssigkeiten ähnlicher chemischer Constitution gleich und a 
für Flüssigkeiten unäbnliche solcher Constitution als nicht wesent 
verschieden angesehen. Das Molekularvolumen ist dabei so berech: 
als ob die Flüssigkeit dasselbe Molekulargewicht hätte wie ihr Dan 
Demnach handelt es sich um die Grösse 


8 
40) = ar 
u 


Bei Substanzen, welche im Flüssigkeitszustande ein ande 
s 
Molekulargewicht haben als im Dampfzustande, fehlt dieser Grösse 


ihre physikalische Bedeutung, sonst kann sie als mittlerer Abstand 
Molekeln definirt werden. 
Nach Gleichung 31) haben wir auch 


8 3 ' 
41) lt — ”.V5 
u 


Die Zeiten zur Herstellung des stationären Zustandes in d 
oben bezeichneten Fall wachsen hiernach wie die mittleren Abstär 
der Molekeln, was ganz verständlich scheint, wenn die Wärmebewegu 
von Molekel zu Mulekel vor sich geht. 

Für so verschiedene Substanzen wie Wasser, Anilin, Glyceı 
Aether ergeben sich für b Werthe, die nur zwischen 0,00354 u 


‘) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 28, 8. 236. 
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0,00370 schwanken. Bemerkenswerth ist dabei, dass eben auch Wasser 
sich in die Reihe fügt, wiewohl für dieses das Molekulargewicht inner- 
halb der in Frage kommenden Temperaturen (O0 bis 20°) wohl mehr 
als dreimal so gross sein dürlite als im Dampfzustande und hiernach b 
zu 0,005 zu schätzen sein würde, statt in Uebereinstimmung mit dem 
Werth für andere Substanzen zu 0,00354. Für andere Stoffe haben 
sich folgende Mittelwerthe ergeben (in 0,00001) 


Alkohole Fette Säuren Ester Chloride Bromide Jodide 
347 318 363 357 340 313 


Koblenwasserstoffe Sulfide 
388 442 


unter den Sulfiden so verschiedene Körper wie Schwefelsäure (0,00451) 
und Sentöl (0,00440). Eine vollständige Uebereinstimmung findet 
also zwar nicht statt, aber da das Zahlenmaterial sehr unsicher ist, 
mag es möglich sein, dass manche Abweichung verschwinden würde, 
wenn für die einzelnen Daten richtigere Angaben benutzt werden 
könnten. 

Wenn eine Grösse für verschiedene Substanzen gleichen Werth 
hat, sind wir geneigt, sie vom Zustande der Substanzen für unabhängig 
zu halten und demgemäss ihr denselben unveränderlichen Werth auch 
für alle Zustände einer und derselben Substanz zuzuschreiben. Also 
sollte eigentlich die Grösse b oder a vom Aggregatzustande unabhängig 
sein. Eine sichere Prüfung ist nicht möglich, weil die zusammen- 
hängenden Grössen für keine Substanz in allen Aggregatzuständen be- 
kannt ist. Doch sprechen manche Angaben gegen diese Annahme. 
So ist nach H. F. Weber’s Versuchen für Tbymol im flüssigen Zu- 


stande k — 0,00313 und im festen k = 0,00359, und ferner soll sein 1) 
— 0,331 (1 + 0,00 :02:) 
_ 0 5 
1 — (0,002456 4 2t)t 
— 0,447 (1 + 0,00283 1) 
für flüssiges Thymol . 1,00113 
=" 7 (00,0007600 + 291 


für festes Thymol . 


a Bl Ss 


— 


und man erhält 
Thymol, fest . . . . 2... = 0,00107 
9 flüssig - ) . [) . . [74 = 0,000 691 


also in den beiden Zuständen sehr erheblich verschiedene Werthe. 
von Aubel theilt noch für Aethylalkohol die Angaben mit ?) 


) Winkelmann, Encyklopädie der Physik, Bd. 2, II, 8. 309. 
?) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 28, 8. 339. 
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rC. 

u 0,00 (4: 4,6977 Q,ıNhr 0,000 201 OLD ai 
4 3,00 6.” ualun 1,7681 V,000 747 00 ZU% 


Auch bhiernach wären die Grössen u und 5b weränderlich und 
würden mit wachsender Temperatur abnehmen, was auch für Wasser 
der Fall sein soll. 

Wir sahen früher, dass « ebenfalls für alle untersuchten Sub- 
stanzen fast denselben Betrag besass, also würden wir auch der Grösse 


! T für diese Substanzen den gleichen Werth zuschreiben. Der mit:- 


lere Abstand der Molekelu würe hiernach für alle diese Flüssigkeiten 
von derselben Grösse. Fr. Weber zieht hieraus den weiteren Schluss. 
dass bei allen diesen Substanzen das Molekulargewicht im Flüssigkeit: 
zustande im gleichen Verhältniss zu dem im dampfförmigen Zustande 
steht. Das dürfte aber kaum mit den auf Seite 54 behandelten Er 
gebnissen zu vereinigen sein. Auch ist das Molekulargewicht einer 
Flüssigkeit abhängig von der Temperatur, da es ja in das Molekular- 
gewicht des Dampfes übergeht. Indessen haben wir für die Grössen 
a und b Beobachtungen überhaupt nur in einem sehr beschränkten 
Temperaturabschnitt. Dagu kommt noch, dass in der Grösse a der 
Nenner © die specifische Wärme bei constantem Volumen der Flüssig- 
keit ist. Diese nun kennen wir nur für wenige Flüssigkeiten. und 
weın man sie auch für manche Flüssigkeiten, wenigstens bei gewissen 
Temperaturen, der specifischen Würme bei constantem Druck gleich 
setzen darf, so gilt dieses doch gewiss nicht für alle Flüssigkeiten und 
bei allen Temperaturen. 

Der Leitungscoefficient k ist von der Temperatur abhängig. Nach 
vielen Beobachtungen soll er mit wachsender Temperatur zunehmen. Das 
soll nach (Grätz bei Glycerin, Terpentinöl und Petroleum der Fall sein. 
Doch giebt lL.ees!) umgekehrt an, dass eine Abnahme stattfinden sall. 


Setzt: man R-HAHtR, 
so ist 
a 
Flüssigkeit — —-_.. 
nach (irätz nach Lees 

Wasser » 2 2 2 2 20. — — 0,0055 
Glycerin 2222.00. + 0,01% — 0,0044 
Methylalkohol . . 2... — — 0,0031 
Aethylalkohol . . . . . — — 0,0058 
Terpentinöül . . 2... -+ 0.0067 —_ 
Petroleum - . . 2.2... 0,011 — 
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Aus der Zusammenstellung erhellt, dass irgend ein sicherer Schluss 
nicht gezogen werden kann; die Zahl der Beobachtungen ist zu dürftig, 
auch ist das Temperaturintervall, innerhalb dessen die Beobachtungen 
ausgeführt sind, wie bemerkt, zu eng. Erwarten sollte man, wenn die 
Wärmeleitung auch bei den Flüssigkeiten durch Uebertragung lebendiger 
Kraft der Molekularbewegung geschehen soll, dass der Leitungscoöfficient 
bei ihnen wie bei den Gasen mit wachsender Temperatur zunimmt, und er 
sollte so lange zunehmen, bis die Flüssigkeit im kritischen Zustande in 
das zugehörige Gas übergeht, und dort sollte er den Betrag für dieses Gas 
annehmen. Das wäre nach Lees’ Angaben ausgeschlossen. Ebenso nach 
Barget für Quecksilber. Nach H. F. Weber freilich soll für Quecksilber 
A positiv sein. Jedenfalls aber ist die Leitfähigkeit des Quecksilber- 
dampfes (freilich in weiter Entfernung von der kritischen Temperatur, 
bei etwa 200°) erheblich kleiner als die des flüssigen Quecksilbers 
(bei 0°). Hiernach bleibt kaum etwas Anderes übrig als anzunehmen, 
dass bei Flüssigkeiten die Abhängigkeit der Wärmeleitung von der 
Temperatur doch viel verwickelter ist, als es auf den ersten Blick 
scheinen möchte, indem diese Leitung nicht bloss von den Bewegungen 
der Molekeln, sondern auch von deren Zustand abhängt, also sich bei- 
spielsweise auch ändert, wenn die Molekeln sich dissociiren oder 
associlren. 

Wiederum besteht jedoch anscheinend Uebereinstimmung mit dem 
Verhalten bei Gasen darin, dass der Leitungscoöfficient wenigstens ın 
Gruppen chemisch homologer Flüssigkeiten mit wachsendem Molekular- 
gewicht abnimmt (Bd. 1, S. 358). de Heen findet, dass das Quadrat 
des Leitungsooäfficienten ungefähr so fällt, wie der reciproke Werth 
des Molekulargewichts in der betreffenden Reihe !, Im Allgemeinen 
jedoch scheint die Abnahme nicht so rasch vor sich zu gehen, wie die 
des Reciproken des Molekulargewichts. So ist bei: 


Methylalkohol Aethylalkohol Amylalkohol 


= == 1,000 1,281 2,173 
»„ == 1,000 1,437 2,750 
Methylacetat Aethylacetat Methylvalerat Amylacetat 
l 
= ——- 1,000 1,216 1,565 1,687 
» — 1,000 1,180 1,556 1,744 
Aethylvalerat Amylvalerat 
I = 1,618 1,816 
k? 
mn = 1,744 2,280 


)1.c., 8. 241 £. 
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welche die von de Heen gefundene Beziehung ganz gut bestätigen 
und abermals dafür sprechen, dass der Vorgang der Leitung bei Flüssig- 
keiten dem bei Gasen ähnlich ist. 

Zieht man die frühere Relation «u = const in Betracht, so 
würde aus Obigem folgen, dass die auf Volumeneinheit bezogene speci- 
fische Wärme bei constantem Volumen in chemisch homologen Reihen 
ungefähr so variirt, wie das Reciproke der Quadratwurzel aus dem 
Molekulargewicht, was später zu besprechen ist. 

Der bei den Gasen stattfindende Zusammenhang zwischen Reibung 
und Wärmeleitung (Bd. I, S. 252 ff.) darf bei den Flüssigkeiten in hin- 
reichendem Abstand von der kritischen Temperatur nicht erwartet 
werden, weil, wie hervorgehoben, der Reibungsvorgang bei den Flüssig- 
keiten nur zu einem Theil mit demjenigen bei den Gasen überein- 
stimmt. In der That sprechen viele Beobachtungen für die fast voll- 
ständige Unabhängigkeit der Wärmeleituug von der Reibung. Hierauf 
hat schon Grätz aufmerksam gemacht!), Bestände die für Gase 
gültige Gleichung k — 1,6027 c,_, so müsste bei Flüssigkeiten, für 


welche die Grösse fast constant ıst, auch die Grösse Ds fast con- 


v 

stant, das heisst, die Reibung müsste proportional der Dichte sein. 
Das ist aber keineswegs der Fall. Wachsmut?) hat einen noch 
schlagenderen Beweis für die Unabhängigkeit der Wärmeleitung von 
der Reibung gegeben. Er setzte Wasser und andere Flüssigkeiten 
gegen 1 Procent und mehr Gelatine zu, wodurch sie erstarrten, und 
fand gleichwohl die Wärmeleitung nur Hehr wenig verändert, während 
durch das Erstarren die innere Reibung ausserordentlich anwachsen 
musste. 

Zuletzt habe ich noch einige Bemerkungen über die Berechnung 
der Wärmeleitung aus den betrefienden Beobachtungen zu machen. 
Man hat für diese Beobachtungen zwei Methoden, in der einen Methode 
betrachtet man die Wärmeverbreitäng, indem man jede Bewegung 
innerhalb der Flüssigkeit (Strömungen) möglichst ausschliesst, in der 
anderen verbindet man umgekehrt die Wärmeverbreitung mit einer 
bekannten Bewegung der Flüssigkeit. Ueber die Berechuung aus Be- 
obachtungen nach der ersteren Methode ist nicht viel zu sagen; ver- 
mag man alle Bewegungen wirklich auszuschliessen, und das scheint 
insbesondere in der Versuchsordnung nach Fr. Weber der Fall zu sein, 
worüber auf die Lehrbücher der beschreibenden Physik hingewiesen 
wird, so genügt die Anwendung der Fourier’schen Gleichungen. Bei 
der Berechnung nach der zweiten Methode genügen aber diese Glei- 
chungen nicht, vielmehr muss man streng genommen von den Glei- 
chungen auf Seite 72 und besser noch von denen auf Seite 252 ff. des 


I) Wiedemann’s Ann., Bd. 25, 8. 353. 
*) Wiedemann’s Ann., Bd. 48, 8. 173 fl. 
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ersten Bandes Gebrauch machen, denn Wärmeverbreitung und Be- 
wegung beeinflussen sich. Das ist, soviel ich weiss, bisher noch nicht 
geschehen. Betrachten wir nach Grätz die Verbreitung der Wärme 
in einer durch eine horizontale Röhre strömenden Flüssigkeit, wenn 
diese an der Eintrittsstelle die Temperatur 9, hat und während der 
Bewegung dadurch sich abkühlt, dass die Röhre auf ihrer ganzen Er- 
streckung auf der Temperatur ®, gehalten wird, so ist es nicht mehr 
zulässig, die Bewegung als allein vom Abstand des Theilchens von der 
Axe abhängig anzusehen, sie muss nothwendig auch der Röhre ent- 
lang variiren. Dieses letztere aber wird nicht in Betracht gezogen, 
und nicht einmal das erstere kommt voll zum Ausdruck. Nun sind 
allerdings die Schwierigkeiten, welche der Behandlung der vollständigen 
Gleichungen — zumal auch der Reibungscoöfficient so ausserordentlich 
stark von der Temperatur abhängt, dass diese Abhängigkeit durchaus nicht 
unberücksichtigt bleiben darf — entgegenstehen, mit unseren jetzigen 
Mitteln nicht zu überwinden. Daraus kann aber lediglich der Schluss 
gezogen werden, dass die zweite Methode zur Ermittelung der Leitungs- 
coöfficienten einstweilen noch nicht verwendbar ist, und dass die ver- 
einfachte Berechnung nach ihren Ergebnissen sich nicht beurtheilen 
lässt. Die Gleichung 5) auf Seite 73 thut unmittelbar dar, dass man 
nach Fortlassung der mit E multiplicirten Glieder für k zu grosse 


Zahlen erhält, denn es wird angesetzt 
dd 
k dt 
u. a8 ab 
or: ey: 022 


während sein sollte 
dd 


EL. „® 
u, 08 0:8 el“ 4 +. (ee) 
da T Im +33 Erz + ( 


tete] 


Die im Nenner fortgelassenen Glieder sind sämmtlich positiv, der 


Nenner ist also zu klein und damit % zu gross berechnet. In der That 
findet auch Grätz, der die zweite Methode ausgebildet und an- 


gewendet hat, für k immer grössere Zahlen als Fr. Weber, der beson- 
ders unter Ausschluss aller Bewegungen experimentirte. 


60. Diffusion und Osmose der Flüssigkeiten. 


Die Flüssigkeiten diffundiren in einander in derselben Weise, wie 
die Gase, ebenso die Gase in Flüssigkeiten. Bereits Fick hat die 
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Annahme gemacht, dass die Diffusion auch der Flüssigkeiten und der 
Gase in Flüssigkeiten ein der Wärmebewegung analoger Vorgang ist. 
Nennen wir also die Masse einer in einer Flüssigkeit diffundirenden 
Substanz in der Volumeneinheit die Concentration, Y%, so gilt für 
Diffusion nach einer Richtung x die Gleichung 


dy __„ARy 
1) a Par 
und Dist der Diffusionscoöfficient, ganz so wie bei Gasen (Bd.1,S. 342), 
die Concentration entspricht der Temperatur. Es liegt eine sehr grosse 
Zahl von Beobachtungen zur Prüfung dieser Theorie vor. Indessen 
sind diese Beobachtungen sehr schwierig und auch nicht entscheidend, 
namentlich weil mit der Diffusion in Flüssigkeiten auch Dissocistionen 
und Strömungen verbunden sind. 

Für die Diffusion von Gasen in Flüssigkeiten haben wir eine ein- 
gehende Prüfung von Wroblewski!). Er liess das Gas durch einen 
ebenen Querschnitt der Flüssigkeit in diese eintreten und verglich die 
Zeiten, welche abgemessene gleiche Volumina brauchten, um nach 
einander durch diesen Querschnitt in die Flüssigkeit zu diffundiren. 
Die Oberfläche der Flüssigkeit war von diesem Querschnitt so weit 
entfernt, dass, solange die Beobachtung dauerte, das Gas noch nicht 
bis zu ihr diffundirt sein sollte. Das Problem stimmt mit dem der 
Wärmeverbreitung durch einen stets gleich temperirten Querschnitt in 
einem unendlich ausgedehnten Körper, der ursprünglich die Tempe- 
ratur 0° hatte und dessen Mantelfläche für Wärme undurchdringlich 
ist, oder der unendlich dick ist. Sind ax, %, irgend welche Grössen, 


so ist zunächst % —= A + dyo— 4x guk Di eine particuläre Lösung der 
obigen Gleichung. Man bat aber 
+® 


[er as — Yr, 


= © 


also: 
+® 
e”* — 1 je + 29%) dy, 
vr 
— 
somit, wenn D? — u, Dt gesetzt wird: 
2 re 
a, e Le gkdt —_ wi ee u(2+34 Y De) dq. 
Yr 


—n 


Da die Differentialgleichung linear und homogen ist, genügt ihr 
auch die Summe solcher Lösungen und weil die a, und %, ganz will- 


I) Wiedemann’'s Annalen, Bd. 2, S. 481 ff. 


Theorie der Diffusion nach Fick. 105 


kürlich sind, stellt die Summe eine willkürliche Function @ von 
x + 2gq yDt dar, somit ist 
+ © 
y— IL je* p(z + 2q YDt)ay + 4 
ml, 


die allgemeine Lösung. Wird nun zur Zeit ? = 0 die Concentrations- 


vertheilung in dem Körper bestimmt durch eine Function f(x), so 
+© 


muss, weil Tr er dqy = 1ist, (x) + A = f(x) sein. Also 
7 


haben wir überhaupt 


y= r jrie + 2qYDt) — Alay 


oder 


|- av 4a | 
leere man 1 a 
 ayd 


Im ersten Integral ist das Argument von f stets negativ, im 
zweiten stets positiv. Die Diffusion beginne erst zur Zeit t = 0, um 
diese Zeit sei die Flüssigkeit noch frei von der diffundirenden Substanz. 
Wir haben dann für t = 0, f(x) = A, solange 2 > 0 ist, und 
S(x) -—A = Yı fürx = 0, falls der Querschnitt. durch den das Gas 
eintritt, bei x = 0 liegt und die Dichte des Gases daselbst Y, ist. 
Hiernach müssen wir stets haben f (x + 2q YDt) — = —Y für 
x + 2gYDt=0, f(x + 2qyYDi) = 0 für «+ 2gYDi=0, 
S(@ +2gaYD))=+p fürx + 2qgYbt<0,indm A=—y, 
gesetzt wird. Wir bekommen hiernach, da im ersten Integral 
z+ 2qYDt < 0, im zweiten 2 + 2qyDt > ist, 


.aVDe r® 
y-h ar — [er as +9ı 
T = 
u aYDı 


Differenzirt man diese Grösse nach x, so erhält man die in der 
Zeit dt zur Zeit t durch den Querschnitt bei x durchgegangene Gas- 
menge, welche sich hiernach zu 

xz \? 
ra er Gm). _4t_ 


0x Yr ayDt 
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ergiebt, und für x =- 0 
Or)z .0 Ya yDt 


somit für die Zeit von = 0 bst =! 


An. 
” aa" 


Die ganze in die Flüssigkeit eintretende Gasmenge soll also propor- 
tional der Quadratwurzel aus der Zeit anwachsen. Diese Folgerung 
aus der Theorie hat Wroblewski geprüft. Er fand sie vollauf be- 
stätigt, wenn Kohlensäure in Olivenöl, Rapsöl, Gelatine (gelöst oder 
starr), Glycerin diffundirte.e Dagegen trat ein Widerspruch gegen die 
Theorie bei der Diffusion in reinem Wasser auf, indem hier die Zu- 
nahme der diffundirenden Gasmenge fast proportional der Zeit selbst, 
statt ihrer Quadratwurzel geschah. So brauchten in einem Versuch 


die |. 2. 3. 4, 5. Volumeneinbeit 
zur Diffusion 19 19° 140° 1jm49° jm46: ]Jm5I° 
die 6. 7. 8. 9, 10. Volumeneinheit 


zur Diffusion 17 53° 1m50° jm50° jm545 ]mA4BS®, 


Als er jedoch das Wasser mehr und mehr mit Kochsalz versetzte, 
näherte sich die Diffusionsdauer auch mehr und mehr den theoretischen 
Werthen. Vollständig stimmten sie mit diesen Wertben erst überein, 
als das Wasser mindestens 10 Proc. wasserfreies Kochsalz aufgelöst 
enthielt. Es waren dann 


für 1 2 3 4 5  Volumeinheiten 
von Diffusionsdauer 3,5 12,755 27,25 47,5 74,5 Minuten. 


Die Zahlen der zweiten Reihe stehen zu einander nahezu ım Ver- 
hältniss von 12:1?:22:32:42.52, wie es der Theorie nach sein soll. 
Wroblewski vermuthet, dass, weil nach seinen sonstigen Versuchen 
mit Kohlensäure beladenes Wasser dichter ist als reines Wasser, in 
reinem Wasser die diffundirte Kohlensäure mit dem Wasser immer 
sofort zu Boden sank, so dass an der Uebergangsstelle immer reines 
Wasser war, der Uebergang also so geschah, als ob Diffusion überhaupt 
noch nicht stattgefunden hätte. Wird Kochsalz hinzugefügt, so steigt 
die Dichte, und die Zahl der mit Kohlensäure beladenen und zu Boden 
sinkenden Theilchen nimmt ab, bis zuletzt fast gar keine Theilchen 
mehr niederfallen, und die Erscheinung rein als Diffusionserscheinung 
auftritt. Es wird jedoch bald eine andere Auflösung gegeben werden. 
Aehnlich war das Verhältniss, wenn zum Wasser Glycerin zugesetzt 
wurde Kann also die Wirkung der Schwerkraft ausgeschlossen 
werden, so soll hiernach die Diffusion in der That wie die Wärme- 
verbreitung vor sich gehen. 
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Auch J. Stefan hat die Fick’sche Theorie in dieser Weise ge- 
prüft. Er wendet aber die Gleichung nicht auf den Fall einer unend- 
lichen Flüssigkeitssäule an, sondern einer von der endlichen Länge I. 
Grenzt das diffundirende Gas an den Querschnitt der Flüssigkeit bei 
x = 0, und stösst diese Flüssigkeit mit dem anderen Ende x = lan 
Luft, so setzt Stefan voraus, dass, weil Gase ın Gase viel rascher 
diffundiren als in Flüssigkeiten, das Gas, wenn es bis 2—=! gelangt ist, 
dort so rasch in die Luft diffundirt, dass seine Dichte bei r — 1 gleich 
Null angesetzt werden kann. Alsdann hat man 


a RL), 
2) [ey Ttrtım\E 7 ge u 
woraus für { = © folgen würde 


Dt l 
T=-ynTtrg 


dal 
I F).. — Const. 


Nach hinreichend langer Zeit muss hiernach ın der Zeiteinheit 
immer gleich viel vom Gase in die Flüssigkeit treten. Dies hat Stefan 
für die Diffusion von Kohlensäure in Wasser und Alkohol in der That 
bestätigt gefunden. Vielleicht ist auch darin der Grund von Wro- 
blewski’s oben erwähnten eigenartigen Beobachtungen über die Diffu- 
sion von Kohlensäure in Wasser zu suchen. Er hat wahrscheinlich die 
Beobachtungen mit Bezug auf diese Flüssigkeit zu spät begonnen, als 
die Kohlensäure schon an die Austrittsstelle aus der Flüssigkeit gelangt 
war, wo dann nicht mehr die Formel 2), sondern die unter 28) anzu- 
wenden ist. Dieses scheint mir eine viel wahrscheinlichere Erklärung 
für die von ihm vermeintlich festgestellte Abweichung von der Theorie, 
als die von ibm selbst gegebene. 

Beilstein ist zu einem für die Theorie ungünstigeren Ergebniss 
gelangt, welches jedoch späterhin hinreichende Aufklärung erfahren 
hat. Versuche an Gasen geben nach Stefan's Berechnung ein der 
Theorie günstiges Resultat. 

Eine ganz entsprechende Untersuchung, freilich nicht in einer 
Flüssigkeit, sondern in einer Gallerte, Agargallerte, in welche eine 
etwa dreiviertelprocentige Schwefelsäure diffundirte, rührt von Voigt- 
länder her!). Hier ist ein Herabsinken etwa schwererer Theilchen 
ausgeschlossen und sollte sich das Gesetz für die Diffusion genau be- 
stätigt finden. Das ist auch der Fall. Nach der Gleichung 2) soll 


also 


T 
Vi constant sein. In irgend welchen Einheiten findet Voigtländer, 


It) Ostwald’s Zeitschr. f. phyrik. Chemie, Bd. 3, S. 316. 
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dass diese (srösse bis zu Zeiten, die bis zum fast Sechshundertfachen 
eines Ausgangsabschnittes steigen, nur zwischen 1,03 und 1,11 
schwankt, wobei weder eine Zunahme noch eine Abnahme, überhaupt 
kein Gang, festzustellen ist. 

Die schärfste Prüfung scheint die durch H. F. Weber zu sein. 
Ein Glascylinder war oben und unten durch eine amalgamirte Zink- 
platte geschlossen. Es wurde darin eine Zinkvitriollösung von 0,25 
bis 0,35 g Zinkvitriol in lccm gethan und darüber eine schwächere 
solche Lösung von 0,15 bis 0,20g in 1 ccm. Die Lösungen füllten 
den ganzen Cylinder bis zu den Platten, dann wurde die Potential- 
differenz dieser Platten bestimmt, welche mit wachsender Diffusion der 
Flüssigkeiten in einander abnehmen muss. Die Theorie dieser Ver- 
suchsanordnung ist ziemlich complicirt, weil neben der Diffusion auch 
Elektrolyse bergeht (S. 125). Nach hinreichend langer Zeit soll dieser 
Theorie zu Folge die elektromotorische Kraft E nach dem Gesetze 


3) E= (et ‚ 
wo & eine Constante ist, abnehmen, was schon von selbst ziemlich 


einleuchtet. ( ist eine Constante und Weber findet, dass diese 
Grösse betrug: 


am 4,5. 5./6. 6./77. 7,8 8.9. 9/10. 10./11. Tage 
C —= 0,2032 0,2066 0,2045 0,2027 0,2027 0,2049 0,2049. 


Die Zahlen der zweiten Reihe sind sich fast gleich und ein Gang 
ist nicht zu erkennen. Ferner soll nach 3) t proportional sein dem 
Logarithmus von E, also müssen für gleiche Zeitdifferenzen die Diffe- 
renzen der Logarithmen der E ebenfalls gleich sein. Auch dieses be- 
wahrheitete sich hinreichend; so betrug die Differenz der Logarithmen 
in 40 Messungen für Zeitdifferenzen von je !/, Stunde 


1923, 7902, 7907, 7913, 7890, 7870, 7847, 7851, 7862, 7867 x 10°. 


« Die geringe Abnahme der Zahlen schreibt Weber dem Einfluss 
der Temperatur zu. Indessen ist doch nicht ausser Acht zu lassen, 
dass die Theorie erst angewendet wird, nachdem der Haupttheil der 
Diffusion sich schon vollzogen hat, so dass nur noch geringere Con- 
centrationsunterschiede in Frage kommen. 

Herr Wiedeburg hat den Versuch gemacht, die Fick’sche 
Theorie der Diffusion zu verallgemeinern !). Bezeichnet dQ die Salz- 
menge, welche durch einen Querschnitt q in der Zeit dt in Richtung 
der Diffusion hindurchgeht, 30 ist diese nach Fick (wie bei der Wärme- 
verbreitung die Wärmemenge) 


oY 
KB It. 
4) AQ aD, «t 


I) Wiedemann’s Annalen, Bd. 41, S. 675 ff. 
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Wiedeburg macht die allgemeinere Annahme, dass diese Salz- 
menge nur abhängt von der Concentration benachbarter Schichten, 
alsdann wäre zunächst 


aa =uflyy + dy)d 


oder 


a _ öf Af aa 
und weil /(y,Y) Null sein muss unter Beschränkung auf das erste 
Glied: 
of 
l = — . 
do y 27 dydt 


en 


Stellt man nun of in Form einer Potenzreihe dar und behält nur die 


oY 


ersten beiden Glieder, so kann man schliesslich schreiben 
C} “ Ö Y 
do = n —— 
a=aDu+kpN sta, 


was für k = 0 die Fick’sche Gleichung giebt, %k ist eine neue Con- 
stante. Die Theorie läuft also darauf hinaus, die Diffusionskonstante 
der Fiok’schen Gleichung als Function der Concentration anzunehmen 
und zwar als lineare Function dieser Concentration. Inwieweit das 
zulässig ist, werden wir bald sehen. 

Alle bisher angegebenen Versuchsanordnungen gestatten auch die 
Grösse D zu ermitteln. 

Der Einfluss der Temperatur auf diese Grösse ist nur wenig unter- 
sucht. H. F. Weber giebt an, dass der Diffusionscoöfficient der Zink- 
vitriollösung mit der Temperatur ansteigt, andere Beobachtungen 
führen für andere Stoffe zu dem gleichen Ergebniss. So die Ermitte- 
lungen de Heen’s!) für die Diffusion von MgSO,, KNO,, Nat], 
Na,HPbO,, K,CO, in Wasser zwischen 10° und 60°. Er findet für 
alle diese Stoffe fast den gleichen Temperaturcoöffhicienten. 

Wir haben auch eine ziemlich ausgedehnte Reihe von ent- 
sprechenden Untersuchungen von Voigtländer für die Diffusion in 
die schon erwähnte Gallerte (S. 107). Er fand stets eine Zunahme 
des Diffusionscoöfficienten mit wachsender Temperatur. Nachstehende 
Tabelle theile ich nach Ostwald mit?). Die Einheiten sind Quadrat- 
oentimeter und Tag. 


1) Ostwald, Lehrb. d. allgem. Chemie, Bd. 1, 8. 677 t. 
®) Lehrb. d. allgenı. Chemie, Bd. 1, 8. 689. 
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Diffusionscoöfficient in Agargallerte 


Substanz _ .__ _ 
bei 00 | bei 20° bei 40° 
[ 
Ä | 
Ameisensäure. . . ... 0,472 0,867 1,49 
Essigsäure . . . . . . ı 0,318 0,64 1,04 
Propionsäure . . ... . 0,245 0,514 0,882 
Buttersäure . 2. ... \ 0,217 0,443 | 0,788 
Oxalsäure . . ..... 0,461 0,894 | 1,47 
Weinsäure . ...... | 0816 — 0,996 
Citronensäure. . . .. . I 0,231 —— 0,854 
Schwefelsäure ..... 0,637 1,21 2,01 
Salzsäure. . - ..2... | 1,07 | 2,06 —_ 
Salpetersäure. . . . . » 1,10 | 2,10 — 
j ’ 
Kaliumoxyd ...... | 1,01 Ä 1,75 2,36 
Natriumoxyd. - . . . . | 0,764 1,26 Ä 1,85 
Ammoniak . . ..... | 0,661 1,26 —_ 
Litbiumoxyd . . . . 0,591 ' 1,13 | 1,81 
Baryumoxyd . . 2... | 0,735 | 1,33 2,10 
Strontiumoxyd . . . . . Ä 0,685 | 1,26 2,01 
Caleiumoxyd . . ... . | 0,735 1,40 2,18 
Kaliumceblorid . . .. . 0,786 1,40 | 2,18 
Natriumchlorid. . . . . | 0,535 1,04 | 1,71 
Ammoniumchlorid . . . 0,682 1,32 | 2,16 
Calciumehlorid . . . .. 0,394 —_ 1,40 
Magnesiumchlorid. . . . 0,402 0,77 1,40 
Baryumchlorid . ... . | 0,525 0,98 1,58 
Nickelchlorür. . . .. . | 0,454 0,84 1,48 
Kobaltchlorür . .... | 0,443 0,83 1,33 
| 


Die angewandten Lösungen waren stark verdünnte Die Zu- 
nahme der Diffusionscoöffhicienten ist, wie man sieht, sehr bedeutend — 
wie auch in de Heen’s Versuchen. Sie geht von 0° bis 40° bis zu 
mehr als dem zweifachen Betrage der ganzen Grösse. Bei den orga- 
nischen Säuren scheint die Zunahme nicht im gleichen Verhältniss der 
Temperatur zu folgen. Die Zunahme wächst rascher als die Temperatur, 
denn wird D durch eine Formel D = D, (1 + ot) dargestellt, so ist 
&, zwischen 20° und 40° berechnet, immer grösser als zwischen 0° und 
20°. Uebrigens bestätigen Voigtländer’s Versuche einen von 
de Heen gezogenen Schluss, dass die Abhängigkeit von der 
Temperatur wesentlich durch die Flüssigkeit bedingt ist, 
ın welche die Diffusion stattfindet, und dieses ist auch zu erwarten, 
wenigstens bei Diffusion stark verdünnter Substanzen, die schon, wenn 
sie dissociirt werden, durch die Verdünnung genügend dissociirt sind, 
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so dass in der Diffusionsflüssigkeit eine nennenswerthe Dissociation 
nicht mehr stattfindet. 

Sehr eingehend ist der Einfluss der Concentration auf den Diffusions- 
coöfficienten untersucht. In den Gleichungen der Theorie wird der 
Coöfficient als von der Concentration unabhängig angenommen, ganz 
so wie in den Bewegungsgleichungen für die Wärme der entsprechende 
Wärmeleitungscoöfhicient als von der Temperatur unabhängig an- 
gesehen wird. Im Allgemeinen scheint der Diffusionscoäfhicient mit 
wachsender Concentration der diffundirenden Substanz zuzunehmen, 
doch sind auch Fälle bekannt, in denen eine Abnahme festgestellt ist. 
Eine solche Abnahme fand z. B. H. F. Weber bei der Diffusion von 
Zinkvitriollösung in Zinkvitriollösung. Sie scheint auch bei der Dif- 
fusion von Oxalsäure-Wasserlösung in Wasser stattzufinden, wie aus 
folgenden Zahlen Scheffer’s!) erhellt. 


C,H,0, + nB,0. 


g I 9 | 752 13,5° | 1247 122 
50 35, 76,4 14° 415 109 
7,5° 185 82,2 140 689 117 
9,50 | 720 93,8 | 


Die Temperaturen sind verschieden, die Zahlen also mit einander 
nicht streng vergleichbar, aber die obige Behauptung rechtfertigt sich 
namentlich an den drei letzten Zahlen; trotz höherer Temperatur sind 
die Werte für D bei »n = 415 und 689 kleiner als bei n = 1247. 
Eine spätere Versuchsreihe Scheffer’s scheint dieses Verhalten der 
Oxalsäure zu bestätigen. Aehnlich verhalten sich die Nitrate, so 
Kaliumnitrat, wofür D von 98,3 bis 106 anwächst, wenn n auf den 
dreifachen Betrag steigt, Silbernitrat, wo für »n = 12 das D = 75,2 
und (bei gleicher Temperatur) für n = 189 das D = 104 sich findet, 
ferner Natriumnitrat und Bleinitrat. Wie Schwefelsäure sich verhält, 
ist nicht sicher zu entscheiden. Scheffer giebt folgende Tabelle: 


H,SO, + n H,0. 


Temperatur | n | Temperatur | 
7,5° | 686 121 g0 84 118 
g® 18,8 124 8,5° 84 118 
8,5° 125 115 11,3" | 77 130 
9° 686 132 13° | 0,5 150 
g° 36 | m 13° Ä 35 144 


1) Chem. Berichte 1882 und 1883. 
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woraus sich ein bestimmter Schluss nicht ziehen lässt, wenn auch eine 
Abnahme mit wachsender Concentration hiernach wahrscheinlicher ist 
als eine Zunahme. Wegen der höheren Temperatur sollte beispiels 
weise D für n = 686 nur etwa 3 Einheiten grösser sein als für 
n = 36, es ist aber um 15 Einheiten grösser, also entspricht der 
wachsenden Concentration hier eine Abnahme um 12 Einheiten; zwei 
untersuchte Sulfoverbindungen zeigen bemerkenswerther Weise eber- 
falls eine Abnahme des Diffusionscoäfficienten mit wachsender Concer- 
tration, so Natiumhyposulfit und Magnesiumsulfat. 

Hiernach scheint es ın der That Substanzen zu geben, für welche 
die Diffusion mit wachsender Concentration abnimmt, was eigentlich 
sehr auffällig ist und einer später anzugebenden Theorie unmittelbar 
widerspricht. 

Bei der grösseren Zahl der untersuchten Substanzen findet eine 
Zunahme der Diffusion statt, so bei Salpetersäure, Citronensäure, den 
Chloriden u. s. fe Bei manchen Substanzen bleibt die Diffusion fast 
constant; hierzu kann Schwefelsäure, Essigsäure, Natriumchlorid, Chlor- 
calcium und mancher andere Stoff gerechnet werden!). Durchschnitt- 
lich ist die Abhängigkeit von der Concentration überhaupt nicht sehr 
erheblich, jedenfalls entspricht sie nicht entfernt der Abhängigkeit von 
der Temperatur. In den Gleichungen für die Diffusion den Coöffh- 
cienten D durch eine Function von Y zu ersetzen, ist verfrüht. 

Im Uebrigen hängt die Geschwindigkeit der Diffusion von der 
diffundirenden Substanz und dem Diffusionsmittel ab. In letzterer 
Hinsicht ist das merkwürdige Ergebniss hervorzuheben, welches schon 
Graham fand und welches Voigtländer bestätigte, dass Diffusion 
und Reibung nicht mit einander zusammenhängen. Wasser, welches 
durch Zusatz von bis 4 Proc. Gallerte erstarrt war, verhielt sich den 
diffundirenden Stoffen gegenüber fast unverändert, wie (S. 102) der 
Wärmeübertragung gegenüber. Das war zu erwarten, wenn die 
Fick’sche Hypothese von dem Diffusionsverhältniss stichhaltig sein soll. 

Manche Stoffe diffundiren rasch, andere sehr langsam, so zum 
Beispiel Salzsäure in Wasser 2!/,mal so rasch wie Kochsalz, 7 mal so 
rasch wie Zucker, 50mal so rasch wie Eiweiss und gar 100 mal so 
rasch wie Caramel. Die langsam diffundirenden Substanzen sind die 
Colloide, die rasch diffundirenden die Krystalloide. Dividirt 
man die auf norınale Lösungen und gleiche Zeit bezogenen diffundirten 
Salzmengen 5 durch die Molekulargewichte der diffundirenden Sub- 
stanzen, so hat man nach Long’s Ermittelungen folgende Zusammen- 
stellung 2). 


') Alle oben mitgetheilten Angaben stammen von Scheffer, Einheit 


”) Wiedemann’s Ann., Bd. 9, S. 613; Winkelmann, Encyklopädie der 
Plıysik, Bd. I, 8. 615. 
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Substanz Substanz 


3|on 


BaCl, | 450 KBr (NH,),SO,| 724 

NH,CI | 6889| SnCl, :432]| NH,Br | 629 Na,8O, | 678 

NaCl |600| CaCl, |429 | NaBr 524 |MgSO, | 348 

via sul mach öl Tmaftino le jzueo, sm 
u Na J 672 I BaN,O, | 656 4 

NiCl, | 304 MnSO, | 298 


Abgesehen von NH,CI, nehmen in der ersten Reihe die Zahlen ab 
mit fallendem Molekulargewicht, ebenso in der zweiten Reihe ab- 
gesehen von den beiden letzten Substanzen ; in den folgenden Reihen 
stört wieder nur die Verbindung mit NH, den Gang. In der letzten 
Reihe ist ein Zusammenhang mit dem Molekulargewicht anscheinend 
nicht vorhanden. Doch lässt sich nicht sicher sagen, welches Mole- 
kulargewicht die Salze in ihren Lösungen haben. 

Hinsichtlich des Zusammenhanges mit dem galvanischen Leitungs- 
vermögen hat Lenz!) den Satz entdeckt, dass Diffusion und Leitung 
einander unter allen Verhältnissen parallel gehen und ihre Beziehung 
zu einander soll nur vom Diffusionsmittel abhängen. Durch die Ver- 
suche selbst hinreichend gestützt scheint dieser Satz nicht, 

Wenn mehrere Substanzen zugleich diffundiren, so trennen sie 
sich von einander, wie schon Graham beobachtet hat. Aber hier 
scheinen noch andere Umstände mitzuspielen, denn manche Substanzen 
haben in Vermischung mit anderen Substanzen eine andere Diffusions- 
geschwindigkeit, als ihnen allein zukommt. Dabei soll nach Marignac 
die Geschwindigkeit der auch sonst schneller diffundirenden Substanz 
noch vergrössert, die der langsamer diffundirenden verkleinert er- 
scheinen. Indessen kommt es auch vor, dass die Coöfficienten alle 
sich verkleinern. Dieses, und wie sich die Diffusionscoöfficienten über- 
haupt ändern, erhellt aus folgender, dem oft citirten Ostwald’schen 
Werke entnommener Zusammenstellung. Es handelt sich dabei immer 
um zwei Salze, die getrennt diffundiren und dann zusammen. D ist 
der Coöfficient, wenn jedes der Salze für sich diffundirt, D’, wenn 
beide Salze zusammen diffundiren, die diffundirenden Lösungen ent- 
hielten etwa 1,25 Proc. Salz (siehe nächste Seite). 

In allen Fällen erscheint der kleinere Diffusionscoöfficient ver- 
kleinert, in den drei ersten Fällen ist der grössere Diffusionscoöfficient 
vergrössert, in den beiden letzten verkleinert. Zugleich zeigt sich 
jedoch, dass selbst in diesen beiden letzten Fällen die Verkleinerung 
des grösseren Coöfhicienten geringer ist, als die des kleineren. Ins- 


!) Ann. de chim. et de phys. Bd., 2, 1874, p. 546. 
Weinstein, Thermodynamik. II. 8 
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- | = 
Substanz | D | D' D 

NaCl .. 2.2... 0,5833 | 0,6054 | 1.038 
INa,S0, ...... “03770 | 02497 ! 0,862 
YEA...2.2.2.2.. | 0,8560 0,9276 1,083 
\BaC, ....2.2.. | 0,8438 0,4424 0,814 
NaCl... 2.2... | 0,7142 0,7883 1,019 
\BaQC, .. 2.2... | 0,5673 | 0,5225 0,921 
IKSO,.. 2.2... | 0,4745 0,4378 0,901 
I\MgSO.,. ...... | 0,2028 | 0,1684 | 0,830 

N3,80, .. 2... | 0,3757 03220 | 0910 
| MgSO,.. ...... | 0,2097 Ä 0,1823 | 0,869 


gesammt sind also die Diffusionscoöfficienten derSubstanzen 
bei gemeinsamer Diffusion verschiedener von einander als 
bei getrennter, d. h. dass die Trennung der Substanzen bei der 
Diffusion rascher vor sich geht, als nach dem Verhältniss der eigent- 
lichen Diffusionscoöfficienten zu erwarten wäre. Weiter soll nach 
Ostwald aus Marignac’s Versuchen folgen, „dass die Diffusions- 
geschwindigkeit von der Säure und dem Metall in der Weise ab- 
hängig ist, dass alle Salze mit einer Säure immer die gleiche 
Reihenfolge zeigen, welches auch die Säure ist, und ebenso die Salze 
eines Metalles sich stets gleich ordnen, unabhängig von der Natur des 
Metalles“. 

Bei den Gasen war als treibende Kraft für die Diffusion nambhaft 
gemacht die Verschiedenheit des Partialdruckes eines jeden der Gase 
an verschiedenen Stellen des Gefässes, in welchem die Diffusion statt- 
fand. Etwas Aehnliches ist bei den Flüssigkeiten gleichfalls zu ver- 
muthen. Das Studium hierüber schliesst sich an Erscheinungen an, 
bei welchen die in einander diffundirenden Substanzen durch eine 
Scheidewand getrennt sind und durch diese hindurch diffundiren. 
Diesen Vorgang bezeichnet man mit dem besonderen Namen der 
Osmose. Er ist viel länger bekannt als die freie Diffusion und hat 
namentlich auch physiologisches Interesse, da die Verbreitung der 
Körpersäfte bei 'Thieren wie bei Pflanzen wesentlich durch Gewebe 
hindurch osmotisch vor sich geht. 

Die Osmose ist selbstverständlich abhängig von den diffundirenden 
Substanzen und von der Scheidewand, durch welche hindurch sie ge- 
schieht.. Manche Scheidewände lassen beide Substanzen hindurch, 
dann diffundiren diese in einander. Andere dagegen gewähren nur 
einer Substanz den Durchgang, die Diffusion ist dann eine einseitige. 
Auch hier sind die Versuche sehr zahlreich, es sind nur die Haupt- 
momente hervorzuheben. 
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Nach Dutrochet!) und Vierordt2) soll die Geschwindigkeit der 
Osmose zweier Lösungen derselben Substanz in Wasser proportional 
der jeweiligen Concentrationsdilferenz sein, was durch Jolly bestätigt 
ist. Vergleicht man nun verschiedene Substanzen, so kann man hier- 
nach, ausgehend von bestimmter Concentration, für jede Substanz eine 
Zahl angeben, welche feststellt, wie viel von ihr in einer bestimmten 
Zeit durch irgend eine Scheidewand in Wasser diffundirt. Diese Zahl 
nennt Jolly°) das osmotische Aequivalent. Es ist für ver- 
schiedene Stoffe sehr verschieden. Aus Beobachtungen der Diffusion 
stets concentrirt gehaltener Lösungen durch den Herzbeutel einer Kuh 
in Wasser ermittelte C. E. E.Hoffmann, dass beispielsweise Harnstoff. 
2mal, Kochsalz 3!/, mal, schwefelsaures Natron 5!/, mal, kohlensaures 
Natron 10!/, mal, phosphorsaures Natron 16!/;, mal so rasch diffundirt 
wie Jodkalium. Diese Verhältnisse blieben erhalten, wenn die Diffu- 
sion nicht in Wasser geschah, sondern in andere Lösungen. Doch 
haben solche Angaben nur relativen Werth, da allzu viel von den Um- 
ständen des Versuches abhängt. Und andere Forscher, die unter 
anderen Umständen gearbeitet haben, sind auch zu anderen Ergeb- 
nissen gelangt; so giebt Ilarzer das osmotische Aequivalent des Koch- 
salzes zu dem von Jodkalium zwar fast ebenso gross an wie Hoff- 
mann, jedoch das für kohlensaures Natron findet er fast dreimal, für 
phosphorsaures Natron fast doppelt so gross wie jener. Nach Jolly 
und nach Schmidt soll das osmotische Aequivalent auch nicht un- 
abhängig von der Concentration sein. 

Von der grössten Wichtigkeit ist die Beschaffenheit der Scheide- 
wand. So diffundirt Zucker in Wasser, je nach der Scheidewand 
7- bis 20mal so rasch wie Jodkalium in dem oben angegebenen Falle. 
Krystalloide diffundiren durch Scheidewände aus Colloidsubstanz viel 
rascher als Colloide, so Wasser fast 250mal so rasch wie Gummi 
arabicum. Trennt man Wasser von Weingeist durch eine thierische 
Scheidewand, so diffundirt unter allen Umständen mehr Wasser in den 
Weingeist als umgekehrt. Findet die Trennung dagegen durch Kaut- 
schuk statt, so diffundirt umgekehrt mehr Weingeist in das Wasser, 
Auch ist schon erwähnt worden, dass es Scheidewände giebt, die nur 
eine der diffiundirenden Substanzen durchlassen. 

Die Einführung dieser nach ihrer Herstellung als Niederschlags- 
membranen bezeichneten Scheidewände*) in das Studium der Osmose 
ist von der grössten Bedeutung geworden. Sıe rührt von M. Traube?) 


l) Ann. de chim. et de phys., Bi. 35, 37, 49, 51. 

*) Poggendortf’s Annalen, Bd. 73, 8. 519. 

») Poggendorff’s Annalen, Bd. 78, S. 268. 

*) Doch haben auch manche organische Gewebe die Eigenschaft ein- 
seitiger Osmose, vergl. Winkelmann, Encyklopädie der Physik, Bd.1ı, 
8. 26. 

°) Archiv für Anatomie und Physiologie 1867, 8. 87. 


8*+ 
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her, der ihre Herstellung lehrte. So ist eine Membran von gerbsaurem 
Leim durchlässig für Salmiak, dagegen ganz undurchlässig für Ferro- 
cyankalıum, ferner eine Membran von Ferrocyankupfer undurchlässig 
für Salpeter, Chlorbaryum, ebenso für Rohrzucker, Gummiarabicum, 
schwefelsaures Kali, schwefelsaures Ammoniak und salpetersauren 
Baryt, welche letzteren hingegen durch eine Membran von gerbsaurem 
Leim hindurchgehen. Hergestellt werden solche Membranen, indem man 
zwei Flüssigkeiten, welche solche Membranen zu bilden überhaupt 
geeignet sind, über einander schichtet; an der Grenzfläche beider ent- 
steht die Membran; so, wenn man in der Kälte nicht gerinnenden Leim 
mit Salmiak in gewissen Verhältnissen im Wasser löst und über eine 
gerbsaure Lösung bringt. Es entsteht dann die oben zuerst genannte 
Niederschlagsmembran von gerbsaurem Leim. 

Traube fand schon, dass die Membran zwischen den beiden Lö- 
sungen der sie bildenden Stoffe in ihrem Innern Drucke nach aussen 
oder innen erfuhr. 

Diese Drucke der Lösungen, die osmotischen Drucke, sind 
nun hauptsächlich Gegenstand der Untersuchungen geworden und 
haben zu den wichtigsten theoretischen Folgerungen geführt. Die 
fundamentale Arbeit rührt von Pfeffer!) her, wegen der Ausführung 
der Versuche ist auf die Lehrbücher zu verweisen. Die Niederschlags- 
membran bestand aus Ferrocyankupfer und war dem Innern einer 
Thonzelle angelagert, in welche die betreffenden Lösungen gethan 
wurden, die Thonzelle stand mit einem Manometer in Verbindung. 
War die Zelle mit einer Lösung von Ferrocyankalium, welche einen 
Zusatz von 11/, Proc. Salmiak erhalten hatte, gefüllt und wurde sie in 
ein Gefäss mit Kupfervitriollösung gethan (behufs Herstellung der 
Membran), so zeigte sich im Innern der Zelle ein Ueberdruck von 
drei Atmosphären, indem die Kupfervitriollösung von aussen in die 
Thonzelle drängte. Aehnliche Drucke in der Zelle traten auf, wenn 
diese mit Rohrzuckerlösung, Gummi, Salmiak, schwefelsaurem Kali — 
Alles Stoffe, welche durch die Ferrocyankupfermembran nicht hindurch- 
gehen — gefüllt und in ein Gefäss mit Wasser gestellt war. Die 
Diffusion ging einseitig vor sich, indem das Wasser durch die 
Zelle und die Membran in die Lösung drang. Die Diffusion des 
Wassers geschah so lange, bis der Druck in der Zelle eine bestimmte 
Höhe erreicht hatte, zum osmotischen Druck angewachsen war. 
Dieser Druck hängt, abgesehen von der Beschaffenheit der diffun- 
direnden Flüssigkeit, von der Natur der gelösten Substanz ab und 
von der Concentration der Lösung. Für gleich concentrirte Lösungen 
(1 proc.), von Gummi, Dextrin, Rohrzucker, Salpeter, Kaliumsulfat, fand 
sich dieser Druck p — 7,2, 16,6, 178, 193 cm Quecksilber. Mit der 


!) Osmotische Untersuchungen, Leipzig 1877. 
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Concentration % wuchs er an, und zwar bei Rohrzucker und Gummi 
der Concentration fast proportional, bei Salpeter langsamer als die 
Concentration, wie folgende Zusammenstellung angiebt: 


Rohrzucker Salpeter 


| 58,8 53,8 1 7,2 7,2 [0,80 ı 130,4 163 


1 
1 53,2 53,2 18 | 119,7 6,7 0,86 | 1475 °  ım 
1 53,5 53,5 18 | 120,4 6,9 143 | 2186 153 
2 101,6 50,8 3,3 436,8 : 183 
2,74| 151,8 55,4 | 

4 208,2 52,1 | 

6 . 


| 307,5 91,3 


Die Abnahme von rn mit wachsendem Y ist bei Salpeter ganz 


deutlich ausgesprochen, eine wenn auch sehr geringe Abnahme ist 
auch bei Rohrzucker und Gummi angedeutet. Nach Pfeffer soll 
diese Abnahme bei Salpeter wesentlich dadurch bedingt sein, dass die 
Ferrocyankupfermembran für diesen Stoff nicht ganz undurchlässig ist. 

Auch mit wachsender Temperatur steigt der Druck, doch liegen 
nur wenige Versuche und in einem geringen Temperaturintervall vor. 
Für eine einprocentige Lösung fand Pfeffer 


beı 7° 13° 14° 229 
Druckhöhe 50,5 52,1 52,6 54,8 


also wachsende Zahlen. Schmidt giebt an, dass die Geschwindigkeit 
der Osmose durch eine quadratische Function der Temperatur dar- 
gestellt wird. Alle Versuche stimmen darin überein, dass die freie 
Diffusion rascher mit der Temperatur wächst, als die durch Scheide- 
wände. 

Da die Diffusion des Wassers so lange andauert, bis der Druck in 
der Lösung zum Höchstbetrage angestiegen ist, so wird sie, weil dieser 
Höchstbetrag mit der Temperatur anwächst, ebenfalls ansteigen. 
Andererseits können wir die Diffusion weiter währen lassen, indem wir 
den Druck künstlich erniedrigen, und umgekehrt ihm früher Einhalt thun, 
indem wir den Druck künstlich steigern. Jedem Druck, ob er künstlich 
oder durch Temperaturänderung hervorgebracht ist, entspricht also ein 
Diffusionszustand. Hierauf fussend, hat van’t Hoff in einer berühmt 
und folgenreich gewordenen Abhandlung!) bewiesen, dass der osmo- 


) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 1, 8. 481. 
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tische Druck proportional der absoluten Temperatur anwachsen muss 
wie der Druck beı idealen Gasen. Er denkt sich folgenden umkehr- 
baren Carnot’schen Kreisprocess (Bd. I, S. 23 fl.) ausgeführt. Die 
Lösung befinde sich in einem Cylinder und sei oben durch einen 
reibungslos gleitenden Stempel abgeschlossen, unten seı der Cylinder 
durch eine Membran begrenzt, durch welche nur Wasser in den Cy- 
linder zur Lösung dringen kann. Der Cylinder befinde sich wie die 
Zelle im Pfeffer’schen Versuch in Wasser. Der Druck p habe den 
bei der betreffenden Temperatur ® höchsten Werth erreicht. Das 
Volumen der Lösung sei v, Wasser dringt nun nicht weiter ein. Wir 
erhöhen den Druck ein wenig, während zugleich die Temperatur 
constant bleibt, indem wir den Stempel herabdrücken, dann muss aus 
der Lösung Wasser durch die Membran austreten. Das Volumen 
dieses ausgetretenen Wassers sei v,. Da dabei die ganze Lösung 
gleichartig bleiben soll, kommt dieses Wasser aus allen Schichten, 
hat eine Schicht die Dicke dx und ist L dieHöhe der ganzen Lösung; 


so giebt diese Schicht die Wassermenge tv, = ab, unabhängig von 


ihrer Lage. Wir nehmen nun an, dass die Temperatur sich nicht 
ändert, wir nehmen ferner an, dass mit der Wasseraufnabme oder 
-abgabe eine andere Dichteänderung als die durch die grössere oder 
geringere Concentration bedingte nicht verbunden ist. Alsdann ist die 
Volumenänderung der Lösung, wenn v, sehr klein gewählt wird, gleich 


— v), indem s„, die Dichte des Wassers, s. die der Lösung bedeutet. 
e 


Hiernach ist die vom Druck geleistete Arbeit 


mr -ren. 
weil s. so gut wie ungeändert bleibt. Es ist nun die Frage, ob eine 
andere Arbeit als diese äussere nicht geleistet wird. Van’t Hoff 
nimmt an, diese Arbeit sei die einzige. Streng kann das nicht zu- 
treffen. Jedes Flüssigkeitstheilchen durchwandert die ganze Flüssig- 
keit von seiner Stelle bis zur Membran, die Lösung bleibt dabei zurück. 
Also muss Reibung zwischen dem l’lüssigkeitstheilchen und der Lösung 
bestehen, und diese zu überwinden, bedarf es einer Arbeit. Diese Arbeit 
ist proportional Au?, falls A den Reibungscoöfficienten des Wassers 
gegen die Lösung und « die mittlere Geschwindigkeit des Wasser- 
austritts bedeutet. Offenbar wächst diese Reibungsarbeit mit der 
Menge des austretenden Wassers, die ganze Arbeit wird also sein v, Au? 
und diese Grösse hätten wir zu W, zu addiren. Ob noch andere 
Arbeiten zu leisten sind. hängt von den Umständen ab. Da Flüssig- 
keitsreibungr durch Wirkung der molekularen Anziehungen erklärt sind, 
können wir die Arbeit zur Trennung der Wassermolekeln von den 
Lösungsmolekeln als in der letzten Arbeit mitenthalten ansehen, A wird 


van’t Hoffs Theorie des osmotischen Druckes. 119 


dann nur eine etwas andere Bedeutung erhalten. Es können aber 
auch andere Kräfte zwischen den Molekeln innerhalb der Lösung 
walten, nämlich elektrische, wenn die Lösung ein sogenanntes Elektrolyt 
ist, worüber später. Hier wird davon abgesehen. Also die ganze 
Arbeit ist 


m=(p!: + am). 


Ibr entspricht eine abzuführende Wärmemenge Q,, welche sowohl 
von der Contraction der Flüssigkeit als von der Reibung herrührt, 
damit eben die Temperatur ® constant bleibt. Wir drücken weiter 
zusammen, verhindern aber jeden Wärmeübergang, die Temperatur 


gehe über in & + d®, der Druck also in p +58 on 54°. Das Volumen 


des ausgetretenen Wassers sei %, die Arbeit ist hen 


= Sw ) 0» Sw 
m = (» Fr + Au), + 58% dad. 
Der dritte Process soll wieder isothermisch verlaufen, doch rer- 
ringern wir jetzt den Druck, es strömt wieder Wasser ein. Da die 
Reibungsarbeit ihr Zeichen behalten muss, wird die Arbeit nunmehr 


So cp 8 
m=(-r®+ 1) — 3 5 Fra 
die Wärme, die nun zugeführt werden muss, um die Temperatur zu 
erhalten, nennen wir Q,. Zuletzt folgt ein adiabatischer Process, wobei 
der Druck auf p, die Temperatur auf ® sinken soll, die Arbeit ist 


m=(-r% + iu) 76 


Der ganze Process kann nun zwar ein Kreisprocess werden, aber 
umkehrbar ist er nicht, weil die Reibungen Arbeiten immer nur in 
demselben Sinne geben. Lassen wir den Einfluss der Reibung fort, 
so wäre die Gesammtarbeit 


3,) vr" +0 0)+ m) 55 aß. 


Wir führen den Process so, dass die Volumenverringerung in den 
beiden ersten Theilen des Processes durch die Volumenvermehrung in 
den beiden anderen Theilen gerade aufgehoben wird, damit eben die 
Lösung in ihren ursprünglichen Zustand zurückgelangt, dann fällt 
der erste Theil von W fort, und indem wir noch %, — U; = dv an- 
setzen, bleibt 


__.0p % 
3,) war, dv. 
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Diese Arbeit muss gleich — J (Q5 — Qı) sein, so dass wird 


\ OP Sw 
4) (9 — Q) = — 99. d9 dv. 
Andererseits ist nach dem Carnot’schen Satz 
a —-ı _9+ + _ __4% 
Qı 9 °' 
somit 
JQı _ 0P 5% 
6) 3 709, 


Nach dem ersten isothermischen Process sollte nun die ganze 
Wärme Q, aus der Arbeitsleistung resultiren und nichts davon zu 
sonstigen Veränderungen benutzt werden, also haben wir 


So 
JQı =p Se U, 
und indem wir d, = % — t5, = dv machen, woraus, wegen ®, + d, 
=» + v, sofort folgt v, = 2(%, — dv) = 2v,, wird 
ee 
also pP 
7) pr=c®, 


der osmotische Druck ist proportional der absoluten Temperatur, genau 
so wie bei Gasen. 

Der Beweis ist so ausführlich gegeben einerseits, weil ein ent- 
sprechender vollständiger Beweis noch nicht vorhanden ist, und anderer- 
seite um scharf hervortreten zu lassen, auf welchen Annahmen er 
beruht und wie unsicher er ist. Hinlänglich erfüllt kann man die An- 
nahmen betrachten für sehr verdünnte Lösungen. Immer bleibt aber 
die Thatsache, dass die Reibung so ganz vernachlässigt ist, höchst 
bedenklich, zumal diese, wie wir später sehen werden, ausserordentlich 
gross ist. 

Die Erfahrung scheint für die obige Gleichung zu sprechen. Da 
diese Gleichung nur eine Constante enthält, genügen ein paar zu- 
sammengehörige Ermittelungen, sie praktisch brauchbar zu machen. 
van’t Hoff theilt folgende Vergleichung zwischen Theorie und Er- 
fahrung nach Pfeffer mit. 


1. Rohrzuckerlösung: 

Bei 32° wurde ein Druck von 544mm beobachtet. 

Bei 14,15 ergiebt sich daraus 512, statt 510 mm gefunden. 
2. Rohrzuckerlösung: 


Bei 36° wurde ein Druck von 567 mm beobachtet. 
Bei 15,5° ergiebt sich daraus 529, statt 520,5 mm gefunden. 
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3. Natriumtartratlösung: 


Bei 36,6° wurde ein Druck von 1564mm beobachtet. 
Bei 13,3% ergiebt sich daraus 1443, statt 1431,6 mm gefunden. 


4. Natriumtartratlösung: 


Bei 37,3° wurde ein Druck von 983 mm beobachtet. 
Bei 13,3% ergiebt sich daraus 907, statt 908 mm gefunden. 


Durchschnittlich sind die berechneten Zahlen grösser als die ge- 
fundenen. Aber der Gleichung p = C®# ist überhaupt nur wenig Be- 
deutung beizumessen. Selbst abgesehen von allen gemachten An- 
nahmen und vorgenommenen Vernachlässigungen ist die allein in Frage 
kommende Gleichung eigentlich die vorletzte 


1 op __ 
py 98 =5 


In dieser bedeutet aber 22 einen Differentialquotienten, der unter ganz 


0% 
bestimmten Bedingungen zu bilden ist, nämlich unter denen des Prö- 
cesses, der vorhin beschrieben ist und der keinen allgemeinen Process 
darstellt, da die Volumenänderungen nur in zwei (statt wie sonst in 
drei) Phasen des Processes willkürlich sind. Ferner soll dabei sowohl 
Temperatur, als Concentration — letztere einmal durch einströmendes, 
das andere Mal durch ausströmendes Wasser — sich ändern. Es ist 


also dieses Kö} auch nicht, wie van ’t Hoff angiebt, für constantes v 


0% 
zu bilden, sondern im Gegentheil für ein variables, die Erhaltung des 
Volumens kann an keiner Stelle des Processes — wie er geführt 
werden soll — in Frage kommen. Demnach hat eigentlich nur die 


Difterentialgleichung physikalische Bedeutung, die integrirte dagegen 
nicht mehr, sicher aber keine allgemeine. Ich komme in der Theorie 
der Lösungen auf diese Angelegenheit zurück und werde daselbst 
noch andere Ableitungen zum Theil mit anderen Ergebnissen mit- 
theilen. | 

Durch eine geringe Abänderung seines Apparates hat Pfeffer 
auch die Menge des durch die Membran in die Lösung einströmenden 
Wassers ermittelt. Er fand, dass diese mit wachsender Temperatur sehr 
bedeutend zunimmt, doch nicht so rasch wie die Temperatur selbst. 
Im Uebrigen ist die Wassereinströomung abhängig von der gelösten 
Substanz und der Concentration, wie die Druckhöhe; sie nimmt mit 
der Concentration zu, und zwar in einigen Fällen rascher als die 
Concentration. Nennt man die in einer bestimmten Zeit stattfindende 
Wassereinströmung w, die Concentration wie bisher Y%, so hat man 
nach Pfeffer: 
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Salpeter 


1 1 1 1 1 1 

2 0,98 6 0,60 2 0,89 

6 0,96 18 0,91 4 0,85 
10 1,16 8 0,81 
16 1,25 18 | 0,66 
20 1,27 | 
33 1,54 | 


In allen Fällen nimmt w mit 9 zu, jedoch zuerst langsamer als y 
und dann, bei Rohrzucker sicher, bei Gummi wahrscheinlich rascher 
als y. Sind in der Lösung mehrere Substanzen vorhanden, so scheint 
die einströmende Wassermenge gleich der Summe der für die einzelnen 
Bestandtheile geltenden Mengen zu sein. So war für bestimmte Mengen 
von Salpeter und Gummi, wenn sie in der Lösung getrennt sich be- 
fanden, w = 6,08 bezw. — 2,06, und wenn sie zusammen sich be- 
fanden #—= 7,9, was nur wenig von der Summe verschieden ist. Doch 
giebt es auch gegentheilige Behauptungen. 

Isotonische Concentrationen nennt de Vries !) solche 
Concentrationen zweier Lösungen, welche gleichen osmotischen Druck 
ausüben. Er beobachtete, dass die Plasmamembran gewisser Pflanzen- 
zellen wie eine Niederschlagsmembran wirkt und sich von der Cellu- 
losewandung abzulösen beginnt, sobald der äussere Druck den inneren 
auch nur wenig überschreitet. Thut man eine solche Zelle in ver- 
schiedene Lösungen, welche durch die Plasmamembran hindurch- 
diffundiren, und regelt die Concentration jedesmal so, dass die Plasma- 
membran sich eben abzulösen beginnt, so stehen die Concentrationen 
im isotonischen Verhältniss. 

Indem de Vries als Vergleichsflüssigkeit eine Salmiaklösung 
wählte und für diese die isotonische Concentration willkürlich gleich 3 
ansetzte, erhielt er für die isotonischen Concentrationen anderer Flüssig- 
keiten Zahlen, die er als isotonische Coöfficienten bezeichnete. 
Diese Coöffhicienten nun scheinen für ganze Gruppen von Flüssigkeiten 
gleich zu sein, so liegen sie für so differente Körper wie Glycerin, 
Rohrzucker, Traubenzucker, Aepfelsäure, Weinsäure, Citronensäure, 
üpfelsaures Magnesium, schwefelsaures Magnesium zwischen 1,8 und 2,0, 
für salpetersaures Kalium, salpetersaures Natrium, Chlorkalium, Koch- 
salz, Jodkalium, Jodnatrium, Bromkalium, Bromnatrium, essigsaures 
Kalium zwischen 2,9 und 3,1, für Kaliumverbindungen mit Oxalsäure, 


'!) Citirt nach Winkelmann, Encyklopädie der Physik, Bd. 1, 8. 626 f 
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Schwefelsäure, Phosphorsäure, Weinsäure, Aepfelsäure zwischen 3,9 
bis 4,1, für Chlorcaleium, Chlormagnesium, Chlorbaryum, citronen- 
saures Magnesium zwischen 3,9 bis 4,3, für citronensaures Kalium ist 
der Coöfficient 5. de Vries stellt die Regel auf, dass man den iso- 
tonischen Coöfficienten einer Verbindung erhält, wenn man in Rech- 
nung setzt 


für jede Molekulargruppe einer Säure. . . . 2, 
für jede Molekel eines Alkalimetalı . . . . 1, 
für jede Molekel eines Erdalkalimetalls . . . 0, 


also wäre für schwefelsaures Kalium K,SO, der Coöfficient 2 +2.1=4, 
der Beobachtung entsprechend, für äpfelsaures Magnesium MgC, H,O, 
(Apfelsäure = C,H,0,) ist derselbe 2 + 0 = 2 gleichfalls der Beob- 
achtung entsprechend u. s. f£ Die Beobachtungen von de Vries sind 
von Donders und Hamburger bestätigt worden. Die obigen Angaben 
beziehen sich sämmtlich auf wässerige Lösungen und die Zahlen werden 
gedeutet als die die Osmose bedingende Anziehung einer Molekel der 
betreffenden Substanz auf Wasser, wenn die Anziehung einer Molekel 
Kalisalpeter auf Wasser gleich 3 gesetzt wird. 

Ueber den Zusammenhang der isotonischen Verhältnisse mit 
gewissen anderen Erscheinungen, die an Lösungen auftreten, wird 
später gehandelt werden. 

Wir haben eben die Erscheinung der Osmose einer Art Anziehung 
der Substanzen auf ihr Lösungsmittel, im Vorstehenden das Wasser, 
zugeschrieben und ferner gesehen, dass in Folge dieser Anziehung das 
Lösungsmittel so lange durch die Scheidewand in die Lösung der Substanz 
diffundirt, bis der Ueberdruck über der Lösung eine gewisse Höhe, den 
osmotischen Druck, erreicht. Die Diffusion durch die Scheidewand ge- 
schieht also so, als ob das Lösungsmittel mit einem Druck gepresst wird. 
Das gilt natürlich auch für die freie ‚Diffusion von mischbaren Flüssig- 
keiten in einander. Auch hier wird jedes Theilchen eines gelösten Stoffes 
wie durch einen Druck nach solchen Stellen der Flüssigkeit, in der es sich 
lösen kann, getrieben, woselbst die Concentration nicht so gross ist 
wie an der Stelle, wo es sich gerade befindet. Solange Concentrations- 
unterschiede vorhanden sind, dauert die freie Diffusion an, sind die 
Unterschiede ausgeglichen, so ist es auch mit dem Druck geschehen 
und der Vorgang hört auf. Werden durch Temperaturänderungen 
oder in anderer Weise abermals Concentrationsunterschiede bewirkt, 
so haben wir wieder Druckdifferenzen und die Diflusion setzt wieder 
ein, was auch die Erfahrung bestätigt. 

Aus dieser von van’t Hoff entwickelten und später in der 
Theorie der Lösungen weiter zu verfolgenden Anschauung hat Nernst?) 


!) Zeitschr. f. pbysik. Chemie, Bd. 2, 8. 613. 
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eine Molekulartheorie der Diffusion abgeleitet, die naturgemäss der für 
die Diffusion der Gase geltenden ähnlich ist (Bd. I, Abschnitt 43). 

Es wirke zunächst keine weitere Kraft auf das difiundirende 
Theilchen als diese Druckkraft. Die Diffusion geschehe nur nach einer 
Richtung, die x heissen soll. An der Stelle x, gerechnet von irgend 
einer Anfangsstelle, sei ein Querschnitt qg senkrecht zu x, woselbst 
auf Flächeneinheit bezogen der Druck p herrsche. An einem um dr 
abstehenden gleichen Querschnitt wird, wenn & in Richtung der Diffu- 
sion wächst, der Druck auf Flächeneinheit um sr dx geringer. Nennen 
wir nun K die Kraft, welche einer Grammmolekel der gelösten Sub- 
stanz ertheilt werden muss, damit sie sich in einer Secunde um lcm 
bewegt, so ist die Kraft für eine Substanzmenge S, die in gleicher Zeit 
durch g mit gleicher Geschwindigkeit hindurchgehen soll, SK, und 
wenn diese Menge in der Zeiteinheit den Weg dx zurücklegen soll, 


SKdxz. Die treibende Kraft soll aber der Drucküberschuss — q 2 dz 


sein, somit haben wir 


— op 
8,) SKdxı = 157 dı 
oder 
—_—_1.r, 
8.) = K 0x 
Nun ist, wie wir gesehen haben, für hinreichend verdünnte Lösungen 
9) P = Po}; 


wo also 9, der osmotische Druck für die Concentration 1 ist (l Gramm- 
molekel in 100 ccm der Lösung) und y die Anzahl Grammmolekeln der 
Substanz in 100 ccm der Lösung bedeutet. Somit wird 


10) so — mr. 


Diese Gleichung entspricht völlig der Fick’schen Theorie der Diffusion 
(S. 104). Nach dieser Theorie muss nämlich sein 


cYy 
1l — — Lt 
S Du cz 
und wir schliessen hieraus 
-_ PD 
12) K= D 
Uebrigens ist auch 
B 1 cp 
13 K=— 
Yyox 


Kennt man 9, und D, so vermag man hieraus X zu berechnen. 
Darauf kommt es hier noch nicht an, sondern erst in der Theorie der 
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Lösungen, an dieser Stelle sollte nur die grundlegende Gleichung der 
Fiok’schen Theorie der Diffusion abgeleitet werden. 

Wir haben angenommen, dass die treibende Kraft nur durch 
Druckdifferenzen gegeben sein soll. Das trifft, wie schon bemerkt, 
bei Elektrolyten nicht zu. Nernst hat daher seine Theorie auf diese 
Lösungen ausdehnen müssen. Er beschränkt sich zunächst auf den 
Fall, dass die Molekeln der gelösten Substanz in zwei Ionen zerfallen 
und dass die Lösung derartig verdünnt ist, dass alle diese Molekeln 
bereits in ihre Ionen dissociirt sind, so dass also an der elektro- 
lytischen Leitung nicht betheiligte, noch zusammengesetzte, Molekeln 
"nicht vorhanden sind. Da beide Ionen in gleicher Zahl vorhanden 
sein müssen, so haben wir für die früher berechnete gewöhnliche 
Kraft, wenn wir die $S und X für das Anion mit $,, K., für das Kation 
mit Sx,, Kx bezeichnen 


’ 0 0 
14) . Sa Ku = — 4m =. S: Kr = — 4 u 


Die Masseneinheit soll hier je ein Grammion sein, 99 ist also der 
Druck in einer Lösung, welche in 100ccm ein Grammion enthält. 
Nernst macht nun folgende Bemerkung. Den obigen Gleichungen 
zufolge ist S. von S; verschieden, falls X, von K, abweicht. Letzteres 
ist aber von Kohlrausch nachgewiesen. Durch die gewöhnliche 
Diffusion würden also dielonen, wie in einem Gemisch mehrerer diffun- 
dirender Substanzen die einzelnen Bestandtheile (S. 114), von einander 
getrennt werden, und es würde eines der lonen in stets zunehmendem 
Uebergewichte zurückbleiben. Das ist aber gegen die Erfahrung, da 
in den Elektrolyten die Ionen immer in äquivalenten Mengen ver- 
bleiben, also muss noch eine Kraft vorhanden sein, welche der trennen- 
den Kraft der Diffusion entgegenwirkte Nimmt man in bekannter 
Weise vollends an, dass’ die Ionen selbst mit elektrischen Ladungen 
entgegengesetzter Art versehen sind, so würde bei ungleicher Diffusion 
der Ionen eine Art der Ladung hervortreten, das heisst, es würde im 
Innern des Elektrolyts freie Elektricität auftreten und sich stetig 
vermehren, was nach der Theorie der Stromleitung nicht bloss für die 
Elektricitätsbewegung durch homogene Metalle, sondern auch für die 
durch Elektrolyte ausgeschlossen ist. Die elektrolytischen Kräfte 
zwischen den Molekeln müssen hiernach die Diffusionskrälte so regeln, 
dass beide Ionen mit gleicher Geschwindigkeit diffundiren. Ist V das 
Potential der elektrostatischen Kräfte, so wirkt auf zwei zusammen- 


gehörige Ionen der Stelle x die elektrische Kraft — 2 bezw. + =, 
die ganze Kraft wird hiernach 
‚ 1 Op oV , 10p , 0oV 
>» m=-182_V7 ui eV. 
15) Hr 57 bezw. Kr Ar + pi 
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Es sei u, die Geschwindigkeit des Anions. 4, die des Kations in Folge 
der Diffusion, go müssen diese Geschwindigkeiten, wenn Ausgleich statt- 
finden soll, den Kräften umgekehrt proportional sein, also bekommen wir 


10 or\ı .( op» , 2V 
161) “\y 2x 02) vox ' 2x 
oder 


oV 1 U — U 0P 
165) = ymtrw x 


Diese elektrische Kraft wirkt also genau so wie die Diffusions- 


kraft, wenn letztere im Verhältniss von 1 zu he A vergrössert 
wird. Für diese Kraft haben wir hiernach 
[7 07 Ur m Uu 
ın Sa Ku = — 4Po Oz ut u’ 
nor __ OY Ur — Un 
Sk Kr m —4dP dx ur + U 


und insgesammt für die ganzen diffundirenden Mengen 
SH + = SI + 5 
| e— 1 2ur oY 


1P0 %, „ + w 0x' 


_ 1 2u 07 
1, 7, Kr Ux + us dx 


Nun sollen S, und S, einander gleich sein, da die Ionen immer 
in äquivalenten Mengen diffundiren müssen. Dieser Bedingung 
genügen wir, wenn wir K„ umgekehrt proportional %., RK; umgekehrt 
proportional %. ansetzen, also 


19) Kot, wo. 
Uu x 


18) 
15 


Beziehungen dieser Art hat Kohlrausch nachgewiesen und dann wird 


20). es -=—yumı tet 07 


4Po K ur + Us 02 
Also gilt auch für solche Lösungen das Fick’sche Gesetz, solange 
wenigstens diese Lösungen hinlänglich verdünnt sind, und es ist 


2 Ur Uu 
21) p_— Po tntu 
K Ur “+ Uu 


Nernst hat diese Beziehung einer Prüfung an der Hand des vorliegen- 
den Zahlenmaterials unterworfen. Nach Kohlrausch’s Ermitte- 
lungen ist 

K = 0,8917 x 10%, 
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wobei die Schwerkraft der Erde auf 1kg Krafteinheit sein soll, und 
die Concentration zu 10”* angenommen ist. Da bei dieser Concen- 
tration noch nicht vollständige Dissociation voThanden sein soll, corri- 
girt Nernst die Geschwindigkeiten %x, %« noch durch Multiplication 
mit 1,16, weswegen auf seine Abhandlung zu verweisen ist, und giebt 
darauf nach Kohlrausch und Ostwald folgende Werthe für u, und % 
KNH NS U A H 
Ux 107 = 680 58 37 28 49 315 


cı J NO, CIO, 0,H,0, OH Br COOH C,H,8O, 
„107 = 63 64 56 49 30 166 64 43 27 


Zahlen, die für 18° gelten sollen. Er berechnet nun D aus der obigen 
Formel ebenfalls für 18° und vergleicht die Zahlen mit den unmittel- 
baren Bestimmungen verschiedener Forscher. So findet er in Mittel- 
werthen, wenn der Tag als Zeiteinheit gewählt wird (wonach die 
Formel für D noch mit 8,64 x 107 zu multipliciren wäre, weil bei 
den angegebenen Werthen von K und % die Secunde als Einheit voraus- 
gesetzt ist). | 


Balz- | Salpeter- 
säure säure 


Koch- | Brom- | Jod- 
salz | natrium | natrium 
| | | | 
HOaRauE | 2,49 ' 2,27 . 2,10 145! 1,12 118 : 1,12 
19 \beobacht. | 2,3801 222, 185| 140] 1,08. 1,10: 1,06 
Abweichung. . Balz + 0,05 j+0,25 [+ 0,05|+ 0,04 +0,08 : + 0,07 


Kali | Natron 


| Balpeter- ı Natrium- | Natrium- Chlor- Brom- 
|saures Natron formiat | acetat | kalium | kalium 
mm | 
berechnet . . | 1,06 | 0,95 0,79 1,47 | 1,48 
18° beobachtet . | 1,08 0,95 0,78 120° 1,40 


| 
Abweichung ee! + 0,083 | + 0,00 + 0,01 + 0,27 + 0,08 
) 


| Jod- Salpetere. : Chlor- | Chlor- Brom- | Jod- ‚Bilber- 
kalium Kalium ‚ammonium;litbium lithium|lithium| nitrat 


u . 
| : ' 
berechn. | 1,48 . 1,38 1,44 ' 0,92 0,93 0.8) 1,25 
18° | beobacht. | 1,34 | 1,22 | 1,30 0,97 1,05) 0,94: 1,27 
Abweichung. . | + 0,14 | +0,16 : +0,14 — 0,05 — 0,12. — 0,01 1— 0,02 


!) Ueber den für p, angenommenen Werth wird im Capitel der Lüsungen 
gehandelt werden. 
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Mit Recht schliesst Nernst, dass die Uebereinstimmung zwische 
Theorie und Erfahrung, trotzdem die berechneten Zahlen in der we 
überwiegenden Mehrzahl der Fälle grösser als die experimentell e 
mittelten sind, eine ganz vorzügliche ist angesichts der Schwierigkeite 
der experimentellen Ermittelungen und der Mannigfaltigkeit derselbe 

Auch auf die Diffusion von Gemischen hat Nernst seine Thecon 
ausgedehnt. Er betrachtet Gemische aus zwei Salzen, wie sie Marigns 
benutzt hat (S.114). Die beiden Salze sollen ein Ion gemeinschaftl« 
haben. Sind %,, Ya die Concentrationen der beiden Salze, so steht da 
gemeinschaftliche Ion unter dem Druck (Y, + Y3) Po, die beiden andere 
Ionen werden von dem Druck 7, p0 bezw. Y3 9 bewegt. Unter da 
früheren Annahmen sind also nach Gleichung 15) die Kräfte 

m oYı Hr) , 7 


auf das gemeinschaftliche Ion — 


yıt Ya öx rr2 
_ PB Or _0V 
22) na zweite n y, 22 a2’ 
_» 09 _ 09V 
»n dritte n  ö2 pr 


und wenn %,, is, %g die Geschwindigkeiten bedeuten, müssen wir nıd 
Gleichung 16,) haben 


L 
3) lernt) _Ntr >=) — „(or _M 24 


Öx Po x dx po 7) 
„(OY2 _ Ya € ) 
L ti: _ 4 
Zu e vo 0x)’ 
woraus sich ergiebt 
o(Yı +7.) __ us oYı _ w O%a 


a a 2 er FT 

0 I ytmWutrnmtrm 
Ferner ist bei Benutzung entsprechender Bezeichnungen für die! 
und die X 


24) 


si ( mtr) _NMHr 5) 
K, 0x po 0o0x)/’ 
9% e___ 4 Po Orı Yı 0 .) 
25) Sg rn Kz ( 2) T + Do 2 7 » 
Ss, _ y Po (2 Ya 2 2) , 
gg TDTu \n 07 
Ka coıX Po n) Tt 


oV 
Hieraus findet sich nach Einsetzung des Werthes für oz 


Nernst’s Theorie und die Erfahrung. 129 


„nern at] rat ir] 


= Yı (u +) + 92 (uı + m) 
96 [2 9% + 92 (uı + us)] or + At — YıW) 07 
) an 
Ks TE 
p., Are + Yı (wı +] + (Ytı — ya) 
Ss = 


m Tat nern 


Setzt man dann K,, Ka, Ky umgekehrt proportional den bezüg- 
lichen 4, so ergiebt sich wieder 


= + 8. 
Wenn das zweite und dritte Ion gleiche Beweglichkeit u3 = wu = % 


haben, müssen die von ihnen diffundirenden Mengen im Verhältnis der 
Concentrationen stehen, also 


0 Ö 
S; Yı ent atmltng, mw) 


27) FA — Ya .ı 0% oYı 
7, term +1 +Ww]+ Y2,, — 14) 

woraus folgt 

ı oy®_1 er 


28) Yı °x % n 0x x 


d. h. die Concentrationen stehen überall in dem nämlichen Verbhältniss 
zu einander!),. Nernst hat auch diese Erweiterung seiner Theorie an 
den Angaben von Marignac geprüft und eine zwar nicht gute, aber 
doch angedeutete Uebereinstimmung gefunden. 

Endlich hat Nernst auch die Hauptformel für conoentrirte Elek- 
trolyten angegeben, bei denen also ein Theil der Molekeln sich in noch 
unzersetztem Zustande befindet; diese diffundiren wie die Molekeln der 
Nichtelektrolyten. Die diffundirten Gesammtmengen setzen sich sum- 
matorisch zusammen, so dass die Formeln 10) und 26) zugleich An- 
wendung finden. Die Nernst’sche Theorie der Diffusion gehört zu 
den schönsten, die wir in der Physik besitzen. Es ist schade, dass sie 
nur so unzureichend geprüft werden kann. Einzelnes wird später 
weiter zu verfolgen sein. 

Eine Hauptschwierigkeit derselben muss aber hier schon zur 
Sprache gebracht werden. Es wird angenommen, dass ein Druck, der 


!) Nernst’s Schluss, dass sie lineare Functionen von x sein sollen, 
scheint mir nicht berechtigt. Man kann nichts weiter schliessen, als was 
oben angegeben ist. 

Weinstein, Thermodynamik. IL 1) 
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osmotische, als solcher physikalisch wirklich vorhanden ist und in 
seinen Verschiedenheiten als treibende Kraft wirkt. Nun’ ist es bereits 
bei Einführung des osmotischen Druckes als ein empfindlicher Mangel 
bemerkt worden, dass man sich von ihm so schwer eine Vorstellung 
machen kann; er ist unter Umständen sehr bedeutend und gleichwohl 
in freien Flüssigkeiten nicht festzustellen, sondern erst, wenn man 
Osmose durch einseitig durchlässige Membranen bewirkt. Es hat aber 
in der jüngsten Zeit Quincke aus eingehenden Untersuchungen über 
diese Membranen schliessen zu müssen geglaubt!), dass es solche nur 
einseitig durchlässige Membranen überhaupt nicht giebt, und er hat 
auch sofort den weiteren Schluss gezogen, dass demnach auch ein 
osmotischer Druck als Eigenschaft der Flüssigkeiten nicht existirt, die 
Druckerscheinungen in den Pfeffer’schen und den diesen nach- 
gebildeten Versuchen nicht den Flüssigkeiten als solchen angehören, 
sondern in anderer Weise zu erklären sind. Und diese Ansicht ist 
schon vor ihm von vielen Forschern gehegt und ausgesprochen worden. 
Indessen hat man sich wesentlich auf das van’t Hoff’sche Gesetz be- 
zogen und gesagt, dass bei den Diffusionserscheinungen jedenfalls eine 
Grösse p eine Rolle spielt, für welche man mehrere Beziehungen aus 
den Lehren der Thermodynamik ableiten kann, welche also so sicher 
sind, wie diese Lehren. Letzteres ist nun wohl nicht der Fall, denn 
es ist dabei übersehen, dass in der Anwendung dieser Lehren bei der 
Berechnung der Arbeiten schon der Charakter der Grösse p so an- 
genommen ist, wie er nachher sein soll, als osmotischer Druck inner- 
halb der Flüssigkeiten. Und dass diese Anwendung nicht ohne sehr 
einschränkende Voraussetzungen und schwierige Verallgemeinerungen 
geschehen kann, ist an dem van’t Hoff’schen Beweise seines Haupt- 
satzes von der Proportionalität des Druckes mit der absoluten Tempe- 
ratur gezeigt worden. Unter diesen Umständen wäre es von hoher 
Bedeutung, wenn es gelänge, die Lehre vom osmotischen Druck durch 
kinetische Betrachtungen. zu stützen. Das ist bis zu einem gewissen 
Grade von L. Boltzmann geschehen 2). 

Er geht von der van’t Hoff’schen Anschauung aus, die später 
genauer aus einander zu setzen ist und wonach ein in einer Flüssigkeit 
in geringer Menge gelöstes Salz sich daselbst wie ein Gas verhalten 
soll. Die Salzmolekeln sollen also wie Gasmolekeln wirken und dem- 
gemäss wird der Druck der Salzmolekeln wie der von Gasmolekeln er- 
klärt. Bei der analytischen Behandlung muss angenommen werden, 
dass die Verdünnung der Lösung so gross ist, dass die Salzmolekeln 
auf einander gar keine Wirkungen ausüben, und dass ausserdem die 
Summe ihrer Wirkungssphären sehr klein ist im Verhältniss zu der 
Summe der Wirkungssphären der Flüssigkeitsmolekeln. 


!) Wiedem. Ann. 1909, Bd. I, 8. 682. 
?) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 6, 8. 474; Bd. 7, 8. 88. 
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Hiernach ist die Druckwirkung der Salzmolekeln gegen irgend 
eine Ebene wie bei den Gasen gegeben durch die Gleichung 


29) EX —22%mu, 

woselbst % die Geschwindigkeit bedeutet, mit der sie an die Ebene 
senkrecht ankommen, X die treibende Kraft ist und die Striche wie 
früher Mittelwerthe nach der Zeit feststellen. Diese Wirkung äussert 
sich in der Lösung am Diaphragma, welches die Lösung vom Lösungs- 
mittel trennt, auf die Flüssigkeit daselbst und auf das Diaphragma; 
nennt man die erstere Wirkung Sr, die zweite Sp, so wäre hiernach 


30) Sr +:Sp =-'2 mu. 


Wenn der Höchstdruck erreicht ist, herrscht zu beiden Seiten des 
Diaphragmas Gleichgewicht, nennt man Dr die Wirkung des Diaphragmas 
auf die ganze Flüssigkeitsmasse, F'n die engegengesetzt gleiche Wirkung 
der ganzen Flüssigkeitsmasse auf das Diaphragma, so soll hiernach 


Sr = — Dr, Dr = — F)n, also Sr = Fp 


sein. Die erste Gleichung besagt, dass die Wirkung des Salzes auf 
die Flüssigkeit im Gleichgewicht durch die entgegengesetzte des 
Diaphragmas ausgeglichen wird. Die Richtigkeit dieser Annahme ist 
von H. A. Lorentz!) bezweifelt worden, weshalb Boltzmann sie 
durch einen strengeren Beweis gestützt hat. Man hat dann aber 


31) Fp + Sp = 22 mu. 


Die Grösse links ist wie bei den Gasen zu berechnen, und da sie 
sich nur auf die Salzmolekeln bezieht, so folgt, dass die Gesammt- 
wirkung an dem Diaphragma genau so zu ermitteln ist, ale ob der 
Raum, den die Lösung einnimmt, von den Salzmolekeln in der be- 
treffenden Verdünnung allein eingenommen wäre. Die Grösse rechts 
ist aber, wie wir wissen (Bd. I, S. 131), proportional der absoluten 
Temperatur, das gälte also auch für den Druck und gäbe das van’t 
Hoff’sche Gesetz. 

Von einer Bewegung der Flüssigkeitstheilchen ist dabei nicht die 
Rede und doch muss eine solche wegen der Wärmeleitung angenommen 
werden. Fick?) hat sogar gemeint, dass die Theorie des osmotischen 
Druckes ein Recht giebt, die Flüssigkeiten überhaupt wie Gase zu be- 
handeln, also unter anderem auch jeder Flüssigkeit einen bestimmten 
(osmotischen) inneren Druck zuzuschreiben, der völlig dem der Gase 
gleich ist und mit dem gewöhnlichen hydrostatischen Druck in Folge 
der Schwere nicht zu verwechseln ist. Für Wasser berechnet er den 
Druck folgendermaassen. Nach Pfeffer ist der osmotische Druck 
einer normalen Rohrzuckerlösung in Wasser gleich 49,3cm Hg. Da 


I) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 8, 8. 37. 
?) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 5, 8. 526. 
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das Molekulargewicht des Zuckers 342, das des Wassers 18 ist, so soll 
der Druck des Wassers, vorausgesetzt, dass die Regel der Partialdrucke 


bei Gasen auch hier Anwendung findet, — 342 = 1221 Atmospbären 


sein. Allein die übliche Lehre vom osmotischen Druck bezieht sich 
nur auf sehr verdünnte Lösungen, wo also in grossem Raume nur 
wenige Molekeln der betreffenden Substanz enthalten sind. Wasser 
als solches ist eine sehr concentrirte Wasserlösung, worin selbst in 
kleinem Raum sehr viele Molekeln sich finden. Hierfür gelten die 
van’t Hoff’schen Gesetze nicht. Doch findet Fick’s Rechnung durch 
andere Rechnungen eine gewisse Stütze, wenngleich vorläufig, wie be- 
merkt, ein innerer Druck in Flüssigkeiten nicht nachgewiesen werden 
kann und auch mechanisch schwer zu verstehen wäre, 

Von gleicher Ansicht wie Fick geht de Heen aus!). Er setzt 
die Geschwindigkeit der Bewegung einer Molekel einer Flüssigkeit wie 
bei Gasen proportional der Quadratwurzel aus der Temperatur. Um 
jedoch auch der besonderen Reibung in den Flüssigkeiten Rechnung 
zu tragen, nimmt er sie ferner umgekehrt proportional der Reibung 
an. Ist also } eine Länge, so setzt er 

- Y 
32) u=6 Hr 
wo C eine Constante sein soll. Den Coöfficienten der Diffusion einer 
Flüssigkeit in sich selbst (also ohne fremde Substanz) definirt er als 
proportional der Zahl Molekeln, welche in der Zeiteinheit einen Weg 


gleich der Längeneinheit zurücklegen, also soll ZN «I dieser Cosfhi- 


cient sein, wenn N die Zahl der Flüssigkeitsmolekeln in der Volumen- 
einheit und ! den Weg einer Molekel in der Zeiteinheit bedeutet. Es 


1 
ist aber N proportional r und } proportional v®, falls v das Volumen 


irgend einer Masse der Flüssigkeit angiebt, also wird dieser besondere 
Diffusionscoöfficient 


1 
_ uu3 u 
33) D=- 0" = Z 
v 2 
v3 
und nach 32) 
n allı y$ 1 4 y> 
34) D — (” eo" ur} = A D D 
v’ ov? 


Wenn es sich nun nicht um die Diffusion einer Flüssigkeit in sich 
selbst, sondern einer fremden Substanz in der Flüssigkeit handelt, so 


!) Theorie des liquides, II, p. 108 ff. 
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nimmt de Heen wie alle anderen an, dass diese Substanz nur in ge- 
ringer Menge in der Flüssigkeit diffundirt und setzt für die mittlere 
Geschwindigkeit ihrer Molekeln wieder an 
—_ % 

35) u = C %. 

e soll darin genau dieselbe Bedeutung haben wie in 32), also der 
Reibungscoöfficient der Flüssigkeit sein. Aber offenbar muss E conse- 
quent der Coöfficient der Reibung der betreffenden Substanz gegen 
die Flüssigkeit sein, der sehr verschieden von dem Coöfficienten der 
Reibung der Flüssigkeit gegen sich selbst ausfallen kann. 7’ be- 
deutet die Weglänge pro Zeiteinheit einer Molekel der Substanz inner- 
halb der Flüssigkeit, ist also von der Weglänge innerhalb der Sub- 
stanz selbst verschieden. Es wird dann der Diffusionscoöfficient der 
Substanz in der Flüssigkeit 


de Heen glaubt nun!), dass die Grösse v!’ fast ebenso variirt wie die 
ys mit wachsender Temperatur, alsdann wäre einfach 


37) D= en 

das heisst, der Diffusionscoöfficient einer Substanz varlirt, ganz gleich- 
gültig, welche Substanz es ist, umgekehrt proportional dem Reibungs- 
coöfficienten der Flüssigkeit, innerhalb deren die Diffusion stattfindet. 
Ich habe diese etwas wunderliche Theorie nicht übergehen dürfen, 
weil die Schlussformel in der Erfahrung einige Stütze zu finden scheint. 
Da @ sehr stark mit wachsender Temperatur abnimmt, muss D ebenso 
stark zunehmen, das ist, wie wir wissen, der Fall. de Heen theilt 
folgende Zusammenstellung mit: 


t 1 D 
CC, e 
Wasser: 
10 | 1,00 1,00 
20 1,27 1,83 
30 1,56 1,95 
40 1,84 1,97 
50 | 2,07 2,30 
60 | 2,29 2,63 
| 
7 1,00 1,00 
43 | 2,11 2,08 
I 


') Den Grund dafür habe ich nicht verstehen können, und übergehe 
ihn deshalb. 
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t ı 


D 
"c e 
Terebinthenessenz: 

f ! 1,00 1,00 
42 ' 1,90 1.98 
Amylvalerat: 

10 1,00 1,00 
4 1,80 N 1,98 


wodurch die Formel gut bestätigt wird. Auch von anderen Seiten ist 
bereits bemerkt worden, dass die Diffusionsgeschwindigkeit in einem 
Zusammenhange mit der Reibung stehen dürfte, und an sich ist eine 
Formel wie die 37) ganz plausibel, nur glaube ich freilich nicht, dass 
@ der Reibungsconstante des Lösungsmittels gleich gesetzt werden 
darf, sondern, wie bemerkt, der Constanten des gelösten Stoffes gegen 
die Flüssigkeit oder doch mindestens einer Grösse z, die zwischen den 
beiden Constanten liegt, weil die Formel sonst gar keinen rechten 
physikalischen Sinn hat, wenn man nicht die sehr unwahrscheinliche 
Annahme machen will, dass ein gelöster Stoff in seinem Lösungsmittel 
sich wie dieses Lösungsmittel verhält. 

Endlich ist noch die Theorie von J. Stefan zu erwähnen !), sie 
ist nicht rein kinetischh Es wird angenommen, dass die Molekeln 
in Flüssigkeiten sich bewegen, und es wird von vornherein voraus- 
gesetzt, dass der Widerstand gegen die Diffusion in Flüssigkeiten 
ebenso von den Dichten und Geschwindigkeiten der beiden in einander 
diffundirenden Substanzen abhängt wie bei den Gasen. Es sollen also 
die Gleichungen 18,), 18,) (Seite 346 des ersten Bandes) auf die Diffu- 
sion der Flüssigkeiten ebenfalls Anwendung finden. Ferner wird von 
Partialdrucken der Flüssigkeiten ganz so wie von denen eines Gas- 
gemisches gesprochen. Die Berechtigung hierzu und zu der ferneren 
Annahme, dass die Drucke proportional sind den Molekelsahlen (gleich- 
falls wie bei Gasen), werden wir später kennen lernen, Sind also diese 
Partialdrucke 9}, Pa, die Molekelzahlen in der? 
und bedeuten O,, Ü, zwei von denn 
also Stefan die osmotischen Par 


38) 


Andererseits haben 
definirenden Molekı 


39) 


') Wiedem. Ann. 1 
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und da die früheren Gleichungen 18,) und 18,), welche, wiederholt, 
lauten 
dp 


a mal — m), 
40) j 
em — Mm), 


nach Einsetzung der Werthe für p, und p, und Addition geben 


om On 


41) tra 
so folgt 
42) G=6H, = Co 


woselbst C eine neue Constante ist. Für v, = wird, —= (y, d.h. 
gilt für die diffundirenden Flüssigkeiten das Avogadro’sche Gesetz 
der Gase, so sind die Partialdrucke überhaupt wie bei Gasen zu be- 
rechnen. Nach alledem werden die Gleichungen 40) 


ö 
m num) 
431 
° 
Er =bum(m —W) 
uddk =mm, 3 =n,1m; ist, woselbst m, ms die Molekular- 
gewiohte bedeuten, wenn noch 


Co _ 
mm 
gesetzt wird, 
gm = Mn li — Mm), 
43,) Om 


er} = md ( — in) 


Gasen ohne Voraussetzung gültig die 
6 des ersten Bandes dieses Werkes, 
hung darstellen. Sie geben 
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Aber n,0,%, ist die einen Querschnitt von der Flächeneinbheit in 
der Zeiteinheit passirende Menge der ersten Substanz, n3 0, %, die ent- 
sprechende Menge der zweiten. Von beiden Substanzen zusammen 
diffundirt also überall gleich viel. Giebt es innerhalb des Gemisches 
einen Querschnitt, durch den nichts hindurchgeht, etwa eine be- 
grenzende Wand, so wird hierfür n, = n;, = 0, also dann überhaupt 
2,0% 4 204%; = 0, von der einen Substanz diffundirt nach einer 
Richtung ebenso viel wie von der anderen nach der entgegengesetzten. 
Man bekommt dann aber aus den Gleichungen unter 43,) 

en L 
R e7etmm=o 
4 
on 
| ar + 9% =0, 
welche eben das Fick'sche Elementargesetz darstellen. Aus diesen 
Gleichungen und den Gleichungen 44) folgt dann für jedes der » 


en _ pn 
ot 0m 
indem c = — D gesetzt ist, also die Grundgleichung 1) der Diffusion, 


da n der Concentration proportional ist. 

Die Bedingung 2,0% + Na — 0 stellt Stefsn als noth- 
wendig für die Gültigkeit der Fick’schen Gleichungen auf. Es ist 
physikalisch etwas unbequem anzunehmen, dass eine so wichtige Be- 
dingung an die Existenz einer die Diffusion absolut hindernden Be- 
grenzung innerhalb des Gemisches gebunden sein soll, wenngleich eine 
solche immer vorhanden ist. Das ist auch gar nicht nöthig, denn da 
45) nur angiebt, dass %,0,% + Ns0g4, von x unabbängig ist, bleibt 
sie noch von der Zeit abhängig, also wäre die selbstverständliche An- 
nahme zu machen, dass irgend wann keine Diffusion stattfindet, indem 
dabei n, = ns; = 0 ist, oder dass die Diffusion nicht von Ewigkeit 
her dauert und es irgend wann Stellen gegeben hat oder giebt, zu 
denen sie noch nicht gelangt ist. Das genügt schon. 


Wir werden von dieser Theorie noch später Gebrauch zu machen 
haben. 


61. Specifische Wärme und innere Arbeit der Flüssigkeiten. 


Die specifische Wärme der Flüssigkeiten, wie sie durch die be- 
kannten Methoden ermittelt wird, ist anscheinend eine sehr complicirte 
Function des Zustandes derselben. Auch abgesehen von dem Theil, 
der zur unvermeidlichen Verdampfung verwendet wird, hat die einer 
Flüssigkeit zugeführte Wärme sie zu dehnen, und dabei den auf der 
Flüssigkeit lastenden Druck sowie die Molekularkräfte zu überwinden. 
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Das giebt bereits zwei Arbeiten, eine äussere und eine innere Arbeit. 
Ferner treten mit Temperaturänderungen auch Aenderungen in der 
Beschaffenheit der Molekularaggregate ein, indem zu einer Gruppe zu- 
sammengetretene 'Molekeln sich wieder trennen; sodann auch Aende- 
rungen innerhalb der einzelnen Molekeln, also Dissociation der Molekeln 
und Dissociation der Atome (oder Ionen) in den Molekeln, was wiederum 
zu zwei, inneren, Arbeiten führt. Zuletzt haben wir noch die Tempe- 
raturerhöhung durch Vermehrung der durchschnittlichen mittleren 
lebendigen Kraft der Molekularbewegung. Alle diese inneren Arbeiten 
können noch zudem in den Öberflächenschichten ganz anders ausfallen 
als in der Masse selbst. Ferner können von den bezeichneten Arbeiten 
einige mit wachsender Temperatur wachsen, andere können stetig ab- 
nehmen, wieder andere mögen erst wachsen, dann abnehmen, oder erst 
abnehmen, dann wachsen u. 8. f. So wächst die äussere Arbeit bei 
Wasser über 4° C. und allen anderen Flüssigkeiten stetig an. Die 
Arbeit zur Ueberwindung der Molekularkräfte kann stetig ab- 
nehmen, die zur Dissociirung der Molekulargruppen kann erst wachsen 
und dann wieder abnehmen (letzteres muss sogar zuletzt eintreten), 
und wie sich die Dissociation der Atomgruppen verhalten wird, lässt 
sich überhaupt nicht übersehen. Man darf daher kaum erwarten, für 
diese experimentell ermittelte specifische Wärme einfache, allgemein 
gültige Beziehungen zu den den Zustand bestimmenden Variabeln 
(z. B. zur Temperatur) finden zu können. Es mögen von den auf- 
gestellten Beziehungen manche in der That zutreffen, aber nicht für 
die beobachtete specifische Wärme, so dass eine Prüfung an der 
Hand der Erfahrung gegenwärtig nicht möglich ist. 

Auch darf es nicht Wunder nehmen, wenn Gesetzen, welche für 
eine Flüssigkeit ermittelt sind, von Beobachtungen an einer anderen 
Flüssigkeit widersprochen wird. Man weiss z. B., dass die beob- 
achtete specifische Wärme bei vielen Flüssigkeiten mit wachsender 
Temperatur zunimmt, die zugeführte Wärme hat bei diesen Flüssig- 
keiten mehr und mehr innere, nicht in Temperaturerhöhung zum Vor- 
schein kommende Arbeit zu leisten; bei Quecksilber aber nimmt 
diese Wärme mit wachsender Temperatur ab; das bedeutet, dass die 
vorbezeichnete innere Arbeit mit wachsender Temperatur immer ge- 
ringer wird, vielleicht indem die Molekular- und Atomdissocistion sehr 
rasch beendet wird (es sei daran erinnert, dass Hg-Dampf schon als 
einatomig, also nicht mehr dissociirbar angesehen wird). 

Wir sprechen zunächst von der specifischen Wärme bei con- 
stantem Druck. 

Die wichtigste Beziehung ist die zur Temperstur, für welche sie 
gelten soll, und man muss sagen, dass diese Beziehung eigentlich für 
keine Flüssigkeit mit wirklich hinreichender Sicherheit bekannt ist. 
Der Hauptmangel liegt darin, dass die wahre specifische Wärme als 
solche nicht bestimmt, sondern aus der sogenannten mittleren speci- 
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fischen Wärme errechnet wird. Hierzu wird eine mathematische Inter- 
polationsformel, welche für diese mittlere specifische Wärme den Beob- 
achtungen angepasst ist, verwendet. Ich habe schon Seite 16 gezeigt, 
zu wie verschiedenen Ergebnissen man für die wahre specifische Wärme 
gelangt, wenn man Interpolationsformeln verschiedener Art benutzt, 
selbst wenn diese Formeln die mittlere specifische Wärme gleich gut 
darstellen. Dieses ist so klar, dass hierüber kaum ein Wort zu ver- 
lieren sein sollte. Wenn z. B. die mittlere specifische Wärme, bestimmt 
zwischen verschiedenen Temperaturgrenzen t, /ts, tı/ta', tı/ta u. 2. f. 
wobei 1, >13 > u. 8. f. sich als stetig wachsend findet, so kann die 
wahre specifische Wärme gleichwohl an verschiedenen Stellen ab- 
nehmen, ohne dass dieses in einer Interpolationsformel für die mittlere 
specifische Wärme zum Vorschein zu kommen braucht. In einer solchen 
Formel ist die Abnahme durch das überwiegende Anwachsen ausge- 
glichen; sie enthält nicht die etwaige Abnahme für gewisse Temperaturen 
und stellt dafür das Anwachsen für andere Temperaturen als unbedeu- 
tender vor, denn es thatsächlich ist. Dazu kommt die Schwierigkeit 
der experimentellen Untersuchung, die sehr gross ist, wie aus der Un- 
zahl von Correctionen, die man nach und nach einzuführen sich ge- 
zwungen gesehen hat, erhellt. 

Das berühmteste Beispiel ist das der specifischen Wärme des 
Wassers, für welche nunmehr sehr viele Bestimmungen vorliegen !), 
wodurch aber gleichwohl ein abschliessendes Ergebniss noch nicht er- 
zielt ist. Zuerst glaubte man, dass diese specifische Wärme mit wach- 
sender Temperatur abnehme. Regnault’s bekannte Bestimmungen 
führten dann zu dem Ergebniss, dass im Gegentheil eine beständige 
Zunahme stattfinde gemäss der Formel 


% = 1 + 0,000041 + 0,0000009 12, 


wofür nach Bosscha’s Berechnung der Regnault’schen Beobach- 
tungen einfacher zu setzen ist 


% = 1 + 0,000221. 


Pfaundler und Plattner fanden ein viel bedeutenderes An- 
steigen bis zu 10°, als selbst die Bosscha’sche Formel angiebt, ebenso 
Hirn, Jamin und Amaury, v. Münchhausen, Frl. Stamo, nach 
deren Untersuchung gar c,==1 + 0,001 255 sein sollte, Henrichsen, 
Baumgarten, Cerosa, der für höhere Temperaturen die grösste Varia- 
bilität ermittelte, nämlich »—= 1 + 0,0011: 0,000006 1?. Weitere 
Untersuchungen von Rowland, Velten, Dieterici, Bartoli und 
Stracciati führten dann zu dem Ergebniss, dass die Abhängigkeit 
von der Temperatur viel verwickelter ist als man früher annahm. Aus 
Rowland’s Beobachtungen und seinen eigenen glaubte Dieterici 


') Wegen der Literatur sei auf die verschiedenen Lehrbücher für Physik 
verwiesen. 
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:schliessen zu dürfen, dass die specifische Wärme von O bis 10° linear 
mit wachsender Temperatur abnimmt, von 10 bis 30° weiter abnimmt . 
aber nicht nach einer linearen Function, sondern langsamer als die 
Temperatur wächst, über 30 sollte die specifische Wärme wieder an- 
wschsen. Die Zahlen Dieterici’s sind: 


N) ! 1,0000 40 | 0,9934 80 | 1,0182 
10 0,9943 50 0,9995 90° | 1,0244 
20 0,9898 80 1,0057 100 1,0306 
80 0,9872 70 Ä 1,0120 


Die zwischen 0 und 30° stattfindende Abnahme giebt Regnault’s 
Formel nicht wieder, dafür stellt sie auch das stärkere spätere An- 
wachsen nicht dar. Bartoli’s und Stracciati’s Versuche ergaben 
die Abnshme nur bis 20° etwa. Sie stellten ihre Beobachtungen bis 
35° C. dar durch die Formel !) 


% = 1,006630 + 0,000593 962 
+ 0,00000433865:1?2 + 0,000000425 521? 
— 0,000000002819 1%, 


'woselbst als Einheit der Wertb für 15° C. gilt. Ihre Formel ist com- 
plicirt genug. Eine Bestätigung für die Richtigkeit sehen sie in Fol- 
‚gendem. Berechnet man mit derselben die Werthe von c, für unter- 
kühltes Wasser, so findet man bis — 10° mit c, bei 0° als Einheit 


= = 0 -ı -31 —3 —ı —6$6 —35 -—-0 
<> = 1,0000 1,0006 1,0012 1,0018 1,0024 1,0036 1,0044 1,0059 


also wesentlich proportional nach unten wachsende Zahlen. Nach 
Martinetti’s unmittelbaren Bestimmungen soll für diese Tempers- 
turen sein 


t= 0° —1 —2 —3 —4 —6 —8 —120 
-C == 1,0000 1,0005 1,0010 1,0015 1,0020 1,0031 1,0041 1,0051 


in guter Uebereinstimmung mit den oben aus der Formel extra- 
polirten Zahlen. Demnach würde die specifische Wärme des Wassers 
mindestens von — 10° ab bis + 20° mit wachsender Temperatur 
ständig abnehmen. 

Unter Zusammenfassung aller letztgenannten Ermittelungen hat 
Winkelmann die Formel abgeleitet 2) 


C% = 1 — 0,000684t + 0,00001092 22. 


I) Grätz, Physikalische Revue, Bd. I, 8. 320. 
N) 1. c., 8. 838. 
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Diese Formel ergiebt 


0 1,0000 40 | 0,9907 0: 1,0164 


10 | 0,9944 5° li 0,9939 0 | 1,0283 
20 0,9910 60 0,9992 100 | 1,04% 
30 | 0,9898 »o. | 1,0088 | 


Zahlen, die noch stärker variabel sind als die Dieterici’schen. Das 
Minimum liegt bei 31%. Bei 60° etwa ist die specifische Wärme so 
gross wie bei 0°, sie nimmt also zwischen O0 und 31° langsamer ab als 
sie nachher anwächst. Unterhalb 0° würde sie mit fallender Tempe- 
ratur stetig weiter wachsen; und zwar so bedeutend, dass sie bei — 10° 
grösser wäre als bei + 71°. 

Das ist viel mehr, als Martinetti’s Beobachtungen ergaben und 
wahrscheinlich ist das Geltungsbereich der Winkelmann’schen Formel 
nach unten nicht über — 5°, nach oben nicht über 60 bis 70% auszu- 
dehnen. Auffallend und sehr bemerkenswerth ist, dass das Minimum 
der specifischen Wärme, also auch das Minimum der inneren nicht kine- 
tischen Arbeit auf dieselbe Temperatur fällt, für welche auch das Ver- 
halten des Reibungscoöfficienten eine Umkehrung erfahren soll (vergl. 
S. 86). 

Von einer anderen Berechnungsweise auf Grund thermodynasmischer 
Erwägungen wird später die Rede sein. 

Ständig abnehmen soll nach Winkelmann und Anderen die 
specifische Wärme des Quecksilbers mit wachsender Temperatur, wo- 
rauf schon früher hingewiesen worden ist. Als Formel wird gegeben 


C» = 0,033266 — 0,00000921. 


Bei allen sonst noch untersuchten Flüssigkeiten — und ihre Zahl 
ist sehr gross — nimmt die specifischoe Wärme dagegen ständig zu, 
obne innerhalb der betreffenden Temperaturintervalle irgend ein _ 
Minimum aufzuweisen, und fast immer soll es genügen, eine lineare 
Abhängigkeit von der Temperatur anzunehmen. Das würde besagen, 
dass nur bei Quecksilber und Wasser innerhalb bekannter Temperatur- 
intervalle die nicht kinetische innere Arbeit mit wachsender Tempe- 
ratur zuerst abnimmt, um später, bei Wasser sicher, bei Quecksilber 
möglicher Weise, wieder zuzunehmen. Bei allen anderen Flüssigkeiten 
nimmt sie fortdauernd zu. 

Ueber die specifische Wärme im kritischen Zustande habe ich be- 
reits im ersten Bande gesprochen (S. 445 ff.), auch über die herrschende 
missverständliche Auffassung, wonach diese Wärme unendlich gross sein 
muss. De Heen hat einige Flüssigkeiten darsufhin untersucht. Er 
macht folgende Angaben: 
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Aethylbromür 


Aether | Amylen | 
t | c | v | ce | U C 
0 | °C. | eo. | 
10 | 0,822 130 1,060 5 | oe 
150 | 087 I 10 1,068 200 | 0,633 
160 | 0,9066 .ı 150 1,214 | 205 , 0,688 
170 1,000 | 160 1410 | 210 | 0,818 
175 | 1,021 | 165 1,478 215 | 0,852 
10 | 1M 5 17 1,50 220 . 0238 
15: 00,547 | 175 0,773; 25 | 0,288 
1800 : 0492 : 180.065 230 0,264 
200 1 040 : 190. 0,586 285/240 0,252 
210 0,3805 |! 200 0,554 —_ | —_ 
220/225 | 0,310 210 0700054 _ _ 
_ | _ | 220 0,6338 | _ | _ 
—_ Ä _ 2300235 ! 0810 il _ _ 


Die Maxima liegen in der Nähe von 180°, 165°, 215%, Als kri- 
tische Temperaturen werden angegeben !) 


Asther . . .. + zwischen 188 und 196° C. 
Amyln.. ...# 201° C. 
Asthylbromür . . 226° C. 


Die kritischen Temperaturen sind sämmtlich höher als die Tem- 
peraturen, auf welche das Maximum der specifischen Wärme fällt. Das 
mag in der besonderen Versuchsanordnung und Berechnungsweise 
de Heen’s begründet sein. Nichts jedoch deutet nur entfernt auf ein 
übermässiges Ansteigen beim kritischen Zustande hin, geschweige auf 
ein Unendlichwerden. Doch bedingt der Durchgang durch die kritische 
Temperstur zweifellos einen starken Abfall der specifischen Wärme. 
Nachher muss wieder ein Ansteigen stattfinden, das in den obigen 
Zahlen auch zu erkennen ist. Welche Bedeutung die specifische 
Wärme im kritischen Zustande überhaupt hat, und warum sie mit der 
gewöhnlich so genannten specifischen Wärme bei constantem Druck 
nicht gleichgestellt werden darf, ist in Band I, Seite 445 ff. auseinander- 
gesetzt. 

Es ist dann noch von Eilhard Wiedemann auf zweierlei auf- 
merksam gemacht?). Aus der Zusammenstellung ?) 


I) Tabellenwerk von Landolt und Börnstein, bezw. Winkelmann, 
Encyklopädie der Physik, Bd. 2, II, 8. 673 ff. 

3) Wiedem. Ann., Bd. 2, 8. 213. 

®) Sie ist hier etwas erweitert. 
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>= (Gb + 2. 


Flüssigkeit 


| Dampf 
Substanz - 2 

| (Cp)o an (Cp)e a 
Chloroform... 2... | 0,1841 . 0,0000677 | 0,232 35 | 0,000 0507 
Schwefelkoblenstoff . . . | 0,1815 ' 0,000 0963 | 0,235 23 | 0,000 0815 
Aethylbromid . . . . .» | 0,1354 | 0,0001780 —_ — 
Aether . . 2 2 2... 0,3725 | 0,0004268 . 0,52901 | 0,000 295 8 
Aceton 2 2 2220. 0,2984 | 0,000 3869 ! 0,5064 | 0,000 3965 
Essigäther . . . . - . . | 0,2738 | 0,0004350 | 0,52741 | 0,000 5232 
Benzin... 22... | 0,2237 | 0,0005114 ' 0,87980 | 0,000 7200 
Aethylalkohol . . .. . _ _ ı 0,5475 0,001 130 
Terpentinöl ...... — _ 0,4106 0,000 618 
Jodäthyl . . 222... | — _ 0,1616 0,000 825 
Oyanäthyl . 2.2... _ — 0,5086 0,001 268. 
Chlorkohlenstoff . . . . _  — 0,1980 0,000 091 
Petrolen . -. . 2.2... | — —_ 0,4172 0,000 899 


schliesst er erstens, dass Substanzen, welche in flüssigem Zustande 
eine grosse specifische Wärme haben, eine solche auch im gasförmigen 
besitzen, und zweitens, dass die Abhängigkeit von der Temperatur 
wenig durch den Aggregatzustand bedingt ist, und dass sie mit der 
Grösse der specifischen Wärme zunimmt. Beide Schlüsse werden durch 
die Angaben in der obigen Zusammenstellung ziemlich gut bestätigt.. 

de Heen!!) glaubt den ersten Schluss allgemein fassen zu dürfen 
und stellt den Satz auf, dass die Differenz der specifischen Wärme im: 
flüssigen und gasförmigen Zustande von der Temperatur unabhängig 
ist. Hierfür giebt er einen aus der Thermodynamik abgeleiteten Be- 
weis. Abgesehen davon, dass der Satz durch die obigen Angaben 
nicht bewahrheitet wird, scheint mir auch der Beweis nicht einwandfrei. 
zu sein. Bei der Wichtigkeit der Sache muss darauf eingegangen: 
werden. Er denkt sich eine Flüssigkeit von 0°, verdampft von ihr 
einen Theil und bringt den Dampf auf i%. Die zuzuführende Wärme- 
menge setzt er gleich 00 + (Cp)at, woselbst gu die innere Verdampfungs- 
wärme bei 0° und (c,)a die mittlere specifische Wärme des Dampfes 
zwischen 0° und t? ist. Dieselbe Flüssigkeit erwärmt er von 0° auf # 
und verdampft nun den gleichen Theil. Für die entsprechende Wärme- 
menge nimmt er an Q: + (cp)rt, und diese beiden Wärmemengen 
setzt er gleich; also 


1) + (Dat a4 (pt. 


Aber diese Gleichung ist bekanntlich nur angenähert richtig. 
Indem er aber in derselben nach einer Theorie, auf die wir später 


!) Theorie des liquides II, p. 45 ff. 
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noch zu sprechen kommen, 
0 = 0% (1 — 1,333 Pt) 
setzt, woselbst ß der Ausdehnungscoöfficient des Dampfes ist, erhält er 
(Cp)r — (Cpa = 1,333 P O0, 
also von t unabhängig (falls ß von t unabhängig ist). An der Hand 
von Formeln für c, und folgender Werthe für 0, und ß für die gleichen 
Substanzen 
0 = 62,44 82,79 _ 86,48 131,63 °— 109 
ß = 0,001107 0,001126 — 0,00151 0,001348 — 0,00117 


giebt er folgende Vergleichung zwischen den beobachteten und den 
nach obiger Formel berechneten Werthen für (c,)r — (Cp)a 


(5 (c) } voobachtet 0,112 0,139 — 0,197 0,243 — 0,191 
Dr ?/R| berechnet 0,092 0,129 — 0,174 0,237 — 0,170 


Die berechneten Werthe sind zwar sämmtlich kleiner als die beob- 
achteten, gleichwohl wäre die Uebereinstimmung eine sehr gute. In- 
dessen hat de Heen bei den als beobachtet angegebenen Zahlen von 
vornherein die Abhängigkeit von der Temperatur ausser Acht gelassen, 
die Gleichung gilt also nur für 0°. Sie ist aber auch nach dieser Be- 
schränkung interessant genug, wenngleich ihre Ableitung aus der 
Thermodynamik als ungenau bezeichnet werden muss. In Wahrheit 
hat man 


Chloroform . . . . (Ir — (Co)a = 0,0982 — 0,000034 01 
Schwefelkohlenstoff. . — 0,1037 — 0,00002961t 


N 
Aether . , — 0,1565 — 0,00026201 
Aceton . n — 0,2080 + 0,0000192t 
Essigäther „ — 0,2536 + 0,00017641 


Benzin . ...n n — 0,1561 + 0,00041721. 


Irgend ein Gesetz lässt sich aus diesen Zahlen nicht ableiten, 
die Differenzen der Temperaturglieder sind bald positiv, bald negativ 
und im Uebrigen von derselben Grössenordnung wie die Temperatur- 
glieder selbst, also keineswegs zu vernachlässigen. Uebrigens sind 
die zuletzt angegebenen Werthe für den constanten Theil der Diffe- 
renzen fast durchgängig kleiner, als die nach de Heen’s Formel be- 
rechneten. Man wäre versucht, de Heen’s Formel, welche, wie oben 
angegeben, nur für 0° verificirt ist, da ja diese Temperatur ganz will- 
kürlich ist, zu verallgemeinern und zu setzen: 


2) (Co)r — (Co)a = 1,333 Bo, 
wo nun @ für irgend eine Temperatur gelten würde. Es ist nun für: 
Chloroform . . . . r= 670 — 0,085 19: — 0,000 144 4 1? 


Schwefelkoblenstoff . r = 895 — 0,0653t — 0,001 0976112 
+ 0,000 003 524 £3 
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Aether . . ....r= 935 — 0,1082: — 0,0005033 t2 
Aceton . . . 2... r= 1399 — 0,27287t + 0,0001571 142 


Formeln, von denen wenigstens die drei ersten anscheinend zu Gun- 
sten der Verallgemeinerung sprechen. 

Diejenige Formel der Thermodynamik, welche die specifischen 
Wärmen des Dampfes und der Flüssigkeit enthält, ist die unter 23,) 
auf S. 428 des ersten Bandes meines Buches gegebene: 

5 
3) G—- ta = — Y Fr . 

Vielleicht hat de Heen auch an diese Formel gedacht. Aber diese 
specifischen Wärmen gelten nicht für constanten Druck, sondern im 
Gegentheil für variablen Druck (und varisble Dichte), da der Dampf 
gesättigt zu halten ist. Ferner kann man die Gleichung, selbst wenn 
man Cy — Ca als constant ansieht, nicht auf die de Heen’sche Form 
bringen. | 

Beim Uebergange vom flüssigen zum gasförmigen Zustande ver- 
kleinert sich, wie wir sahen, die specifische Wärme, wenigstens zu- 
nächst. Gleiches findet statt beim Uebergang zum starren Zustande, 
so haben wir!): 


| Specifische Wärme 


m nn u ans, 


Substanz 
fest | flüssig 
I 


Brom . . 2 2 2 2.. | 0,084 32 Ä 0,105 13 
Quecksilber .. ... ' 0,031 36 0,033 32 
Wasser . . 222... 0,489 1,000 
Zinn. 2» 2 20222. 0,056 2 0,063 7 
Blei... : 2 22.0. | 0,0314 0,040 2 
Benzol. . ...... ı 0,319 0,321 7 
Naphtalin . . . ... 0,399 2 | 0,482 4 
Thymol . ...... : 0,4624 i: 0,5665 


Hierzu ist noch zu bemerken, dass die specifische Wärme der 
starren Substanzen mit der Temperatur wächst, beim Uebergang in 
den flüssigen Zustand haben diese Substanzen also schon die grösste 
specifische Wärme. Demnach geschieht dieser Uebergang anders als 
der der Flüssigkeiten in den dampfförmigen Zustand. Freilich sind 
diese Uebergänge physikalisch auch nicht mit einander zu vergleichen. 

Endlich ist noch zu bemerken, dass für erhebliche Temperatur- 
intervalle nach Hirn eine einfache Darstellung nicht mehr genügt. 


I) Müller, Lehrbuch der Physik 1896, Bd. 2, 8. 588. 
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Seine Formeln, aus Versuchen bis zu 160° abgeleitet, enthalten Glieder 
bis zur dritten Potenz der Temperatur, davon sind in allen von ihm 
untersuchten Flüssigkeiten — Alkohol, Aether, Chlorkohlenstoff, 
Schwefelkohlenstoff, Terpentinöl — die Coöfficienten der ersten und 
dritten Potenz positiv, dagegen findet sich der Coöfficient der zweiten 
Potenz stets negativ, was wohl kein Zufall sein wird und darauf 
schliessen liesse, dass für c, ale Function von t eine besondere Dar- 
stellung existirt, die, nach Potenzen von f entwickelt, wie etwa die 


Function ‚ Glieder mit alternirendem Zeichen ergiebt. 


1 
a+bt 

Ueber die Abhängigkeit der specifischen Wärme der Flüssigkeiten 
vom Druck sind unmittelbare Untersuchungen nicht bekannt (höch- 
stens kommen die eben genannten von Hirn in Frage und die vor- 
erwähnten von de Heen). Indessen hat G. Tammann versucht, diese 
Abhängigkeit rechnerisch zu ermitteln!),. Nach Gleichung 68) auf 
S. 88 des ersten Bandes dieses Werkes ist 
q Op __#(Mv\_ 

(oo), 

Kann man die Grösse rechts für constante Temperatur als Func- 
tion von p darstellen, so giebt die Integration c, als Function von 
p, deren Factoren dann noch Functionen von ® sein können und 
werden. Es ist dasselbe Verfahren, das nach Bd. I, S. 461, Witt- 
kowski zur lösung der entsprechenden Aufgabe für Gase ein- 
geschlagen hat. Tammann berechnet für Wasser aus den Beob- 
achtungen Amagat’s (S. 34) für ® als Function von ® bei den 
verschiedenen Drucken bis 1000 Atmosphären quadratische Formeln 

2 
A+ .a® + b92, es ist dann Ei — 2b und dieses 2b stellt er hier- 
auf als Function des Druckes dar. Er findet, dass diese Function immer 
linear angenommen werden kann, also 2b — f + g9p; die Factoren 
f und 9 sind dann wiederum Functionen der Temperatur. So ergiebt 
sich ihm 
für 59: = a — (979p — 0,303 p?2) 107, 
„ 20%: 9 = ca — (620p — 0,170p?) 107, 
„ 50%: = a — (522p — 0,154 p°) 10-7. 

Die c, bedeuten die specifische \Wärme bei Atmosphärendruck und 
der jeweiligen Temperatur. Die Factoren werden mit wachsender 
Temperatur stetig kleiner, jedoch jedenfalls nicht proportional einer 
linearen Function. Zunächst fällt die specifische Wärme mit wachsen- 
dem Druck und erreicht ein Minimum beı 1600, 1820, 1792 Atmo- 
sphären, dann steigt sie. Wie weit man die Gleichungen fortsetzen 
darf, lässt sich nicht sagen. 


’) Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 18, 8. 629 ff. 
Weinstein, Thermodynamik. II. 10 
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Gäbe es ein Temperaturintervall, für welches v als lineare Func- 


) 
tion der Temperatur sich darstellen liesse, so müsste @— 0 und % 


op 
unabhängig vom Drucke sein. Ferner ist bei allen Flüssigkeiten, die 


. 0? 
ein Diohtemaximum haben, für die Temperatur dieses Maximums . 


PLZ 
positiv, also sn negativ, woraus folgt, dass für die Drucke der Dichte- 


maxima c, stetig fällt. Bei den Dichteminimis dagegen wäre Kane er 
negativ und En positiv, für die zugehörigen Drucke würde c, stetig 
wachsen. 

Die zunächst eintretende Abnahme von c, mit wachsendem 9 lässt 
sich mit den Zustandsgleichungen von van der Waals und Clausius 
ganz gut vereinigen, denn nach van der Waals’ Gleichung wäre 


5 Op _9g__2Rew—3b)  Ov 
[72 u vr (r— Rcew—2 2) 0 
v3 
Rc(v — 3b) R 


yi („ed (p — ee 20) 


Soll c, zuerst abnehmen, so muss v < 3b sein, d. h. kleiner als 
das kritische Volumen (Bd. I, S. 418), was ja von vornherein feststeht. 
Aber freilich müsste danach die specifische Wärme der Flüssigkeiten 
oberhalb desjenigen Punktes, für den das Dichtemaximum eintritt, 
immer mit wachsendem Druck abnehmen, was den Tammann’schen 
Berechnungen für Wasser nicht entspricht. Die Clausius’sche Glei- 
chung führt zu einer sehr complicirten Beziehung, nämlich es ist 

2. R?c 4 R?c + 
4 — ederhT ern 9 
6) J — Tg TR op 
Pe Pa} v—b 
IT @+ Br) +) 
_ 2cN-!9 er + c 3 
@—b)w+Bel" v+ß \v— FW HB3) 


u (2- 9 + 5) ( Ze 9W+ +), 
woselbst (Bd. I, S. 407) 


lt er a) (Fer) 
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ist. Das Glied rechts in der ersten Zeile ist, abgesehen vom Zeichen, 
positiv. Da jedoch unterhalb des kritischen Zustandes v <3b + 2ß 
ist, so ist im Factor { } das erste Glied positiv, ebenfalls ist stets das 
zweite Glied positiv, somit kann dieser Factor beliebig positiv oder 
negativ sein. Schon deshalb präjudicirt die Clausius’sche Gleichung 
nichts, es kann c, mit wachsendem p zunehmen oder abnehmen. 

Was die Beziehung zur chemischen Constitution anbetrifft, so hat 
Reis!) die sogenannte Molekularwärme untersucht, d. h. die Grösse 
c = mc,. Er berechnete die mittleren Werthe c, von c, zwischen 
20° und dem Siedepunkte der betreffenden Flüssigkeit und fand so, 
dass in der Reihe der Alkohole die Zunahme um ein CH, einer Zu- 
nabme der c, um durchschnittlich den gleichen Betrag entsprach, ebenso 
für die Reihe der organischen Säuren für die gleiche Zunahme um je 
ein CH,, jedoch von anderer Höhe. Eine CH,-Molekel würde also 
für alle Alkohole und alle Säuren den nämlichen thermischen Werth 
haben, wenn auch in den Alkoholen einen anderen als in den Säuren. 
Entsprechendes gilt für Aldehyde, bei denen die Zunahme für ein CH, 
näher derjenigen bei den Säuren steht als bei den Alkoholen. Sodann 
bei organischen Chloriden und aromatischen Verbindungen, die wieder 
den Aldehyden nahe stehen. Isomere Verbindungen haben nahezu 
gleiche Molekularwärmen, ebenso entsprechende Halogene. Die um- 
stehende Zusammenstellung dient zur Klarstellung. 

Die Ic, geben die Differenzen. Man sieht, dass die Beobachtungen 
den obigen Feststellungen ziemlich gut entsprechen, dass jedoch auch 
erhebliche Ausnahmen von der Regel vorhanden sind, namentlich in 
der Reihe der isomeren Verbindungen, so dass auch in ihnen dem 
CH, nicht immer gleiche thermische Bedeutung zuzuschreiben sein 
würde. Zu entsprechenden Ergebnissen ist de Heen gelangt, dessen 
Untersuchungen jedoch später nach anderer Richtung zu discutiren sind. 

Schiff hat dagegen ermittelt?), dass „Isomerie und Molekular- 
gewicht auf die Grösse der specifischen Wärme ohne Einfluss zu sein 
scheinen“. Dagegen lässt sich „der Gang der specifischen Wärme 
(mit der Temperatur) in einer jeden homologen Reihe oder Gruppe 
zusammengehöriger Verbindungen durch eine einzige gerade Linie 
oder durch eine Anzahl paralleler gerader Linien darstellen“. Eine 
Zusammenstellung der die letztere wichtige Behauptung stützenden 
Beobachtungsergebnisse findet der Leser in der unten citirten Abhand- 
lung des genannten Forschers, hier sei nur Folgendes erwähnt. Stellt 
man c, dar durch 

G=a-+bt, 
so ist cp 2. B. für alle Fettsäuren (C„ H3n0;) gleich, nämlich c, = 0,4416 
+ 0,00088t. Bei den Chloracetaten, Dichloracetaten und Trichlor- 


I) Wiedem. Ann., Bd. 13, 8. 447. 
*) Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 1, 8. 38%. 


10* 
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Substanz Formel | % | 4% 
1. Alkohole. 
Methylalkohol . . . 2... - | 98 
Aethylalkobol. .» . .... - I 10.2 
Propylalkobol » 2. +2. + B 10% 
Butylalkobol » 2.22. + \ B PH 
Amylalkobol. 2 +2... + N ‚" 
Caprylalkobel . - :.... - j Ex 
2. Säuren. 
| 
24,2 Pr 
Essigsäure... . . . - .. 31,6 r 
Buttersäure . 2200.20. ma 20 
Isobuttersäure . . . . . oo. 47,6 i 84 
Isovaleriansäure . . 2... - ı 560 | Pr 
Capronsäure. . 2.2... | a X Zu 
3. Aldehyde. | 
H,O 32,6 ; 
GH,O nz 1x 
CyHuO 62,9 7 
4. Chloride. , 
Acetylchlorid . . 22...» ©,H,0C1 a9: 67 
Propionylehlorid. . . 2... » 0,8,001 Fr 
Butyrylchlorid. © 22... C4H7001 42,2 = 
Valeralchlorid . 22.2. « GH,001 50,4 r 
5. Aromatische Substanzen. 
Benzol 222m CH, 33,6 » 
Tool 222 eeeeee GH, 41,8 Bi 
Aethylbenzol ....2..2..: CH 48,8 ” 
Mesitylen . 222202. : %H% 56,8 & 
6. Isomere Verbindungen. 
(Propylaldehjd © 22222: - 10 o 
lAceton 22 neen CH,O N 
(Buttersäure . . 2.22 220. CH,0, H 02 
\ Isobuttersäure . 2 2.20. + CH,O, & 
Propylacetat © 2220.00. CsH10r 62 
Tsovaleriansäüre . 2.2... - CH100r b 
Alylalkobol 22... C;H,O gs 
Propylaldehjd. . 22.22. - C,H,O I 
7. Halogene. 
[Propslehlorid 222.4: CH; Cl 31,6 or 
Propsloromid 2222.20. C,H;Br 32,3 20 
| Propy N En GH; 34,3 ' 
[ Chlorbenzol 2.2 22... . GHsCl 84) 5 
| Brombenzol 22 22.220. CoH, Br 39,6 ” 
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acetaten des Methyls, Aethyls, Propyls und Allyls ist wenigstens die 
Grösse b allen gemeinschaftlich (b = 0,000 38), während die Grösse a 
für sie verschieden ist, ebenso bei den Succinaten (b = 0,000 66), 
Benzoaten (b = 0,00075), Oxalaten (db = 0,000 66, wie bei den Succi- 
nsten), Fettsäuren (b = 0,001418, für Ameisensäure dagegen 
b=1, x 0,001 418), aromatischen Verbindungen (b = 0,001 043) u. s. f. 

Auf einen Widerspruch zwischen den Beobachtungen von Schiff 
und gewissen Folgerungen aus der van der Waals’schen Zustands- 
gleichung für den kritischen Zustand macht Winkelmann aufmerk- 
sam). Da jedoch, wie wir wissen, die genannte Gleichung die Ver- 
hältnisse im kritischen Zustande nicht hinreichend darstellt, können die 
Beobachtungen gleichwohl zutrefiend sein. 

Neben der specifischen Wärme bei constantem Druck käme die 
bei constantem Volumen, c,, in Frage. Aber hierüber ist experimentell 
unmittelbar so gut wie nichts ermittelt. In nicht zu hohen Tempe- 
raturen kann man c, = c, ansetzen. Bei Flüssigkeiten, welche ein 
Dichtemaximum haben, muss für die betreffende Temperatur c, = c, 
sein. Nach Gleichung 61) auf S. 87 des ersten Bandes dieses Werkes 
haben wir 5 

cp Ov 
N TR jo 
Op. . . . 0V 

Da Zr nicht unendlich wird, haben wir für 38 =0 auch „=(cy. 
Bei Wasser wären hiernach unter Atmosphärendruck bei 4° C. die 
specifischen Wärmen einander gleich. Setzt man 


(@ 
op _ 0%), 
0p)/>s 
so wird auch 
(2) 
 \0% 
9 FT m 
op 


Das Zeichen von c»— c, hängt also nur ab von dem Zeichen von 
A welches negativ ist, so dass c, — C, positiv sein muss, was auch 
selbstverständlich ist. Ferner nımmt nach Versuchen von Amagat 
und vielen Anderen ov mit wachsender Temperatur bei Wasser bis 


op 


zu 60°C. etwa stetig ab, um dann wieder anzuwachsen (S. 34), dar- 


!) Encyklopädie der Physik, Bd. 2, II, 8. 357 f. 
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aus folgt, dassc, — c, von 4° bis zu 60° etwa unter allen Umständen 
zunehmen muss. Unter 4° könnte es abnehmen, ebenso über 60°, das 
erstere, weil >= abnimmt, das zweite, weil > zunimmt. Bei Flüssig- 
keiten, die kein Minimum der Compressibilität haben, lässt sich nichts 
voraussagen. Nun sind bei Wasser c, und c, gleich bei 4°, da ferner 
C, fällt bis zu Temperaturen in der Nähe von 31° oder 30°, so muss 
auch c, fallen, und zwar stärker als c,, weil c, — C, immer positiv 
bleiben muss. Ueber 30° hinaus steigt %, c, kann ebenfalls steigen 
oder weiter fallen. 

Dieterici!) hat diese Verhältnisse für Wasser zahlenmässig näher 
untersucht. Mit Hülfe der bekannten Angaben für Ausdehnung und 
Compression hat er die in Gleichung 9) rechts stehende Grösse für 
verschiedene Temperaturen berechnet; sie stellt die Arbeit bei der 
Ausdehnung des Wassers in Folge Temperaturerhöhung dar. Er findet 
diese Grösse ö&—=c,— c, sehr klein bei 0°C. (0,0004 Gramm-Calorien), 
selbstverständlich gleich Null bei 4°, hierauf erst langsam, dann immer 
rascher ansteigend bis zu 100°, wo sie 0,12 Grammcal. erreicht. Setzt 
man nun % =, + Ö, so geben die calorimetrischen Ermittelungen 
für die specifische Wärme nicht sowohl c,, als vielmehr c, + Ö und 
da man Ö für die verschiedenen Temperaturen kennt, so vermag man 
auf diese Weise c, zu berechnen. Dieterici findet auf diese Weise, 
dass c, für Wasser von 0° ab mindestens bis zu 100° und höchst 
wahrscheinlich bis zu noch viel höheren Temperaturen ständig ab- 
nimmt. Die Schlussformel, die er giebt, lautet: 


cu —= 0,9996 (1 — 0,00062t — 0,000 004 212), 


C» bei 0° gleich 1 gesetzt. Hiernach hätten wir für die specifischen 
Wärmen und das Verhalten der specifischen Wärmen mit den S. 139 
nach Dieterici gegebenen Zahlen für c, 


t= 0 20° 40° 60° 80° 100° 
C» = 1,0000 0,9944 0,9907 0,9992 1,0164 1,0424 
Cu — 0,9996 0,9855 0,9681 0,9573 0,9248 0,8957 


k = 1,00 1,01 1,02 1,04 1,10 1,16 


Die für k angegebenen Zahlen stimmen ungefähr mit den S. 30 
mitgetheilten. In gleicher Weise berechnet, ergiebt sich ?) für 


Quecksilber: . 
bei 0°: c, = 0,03332, = 0,02924, k== 1,14. 


!) Wiedem. Ann., Bd. 57, S. 333 ff. 
2) Müller, Lehrbuch der Physik, Bd. 1I (1896), S. 595 f. 
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Aethyläther: 


bei 0°: c, = 0,5290, c,„ == 0,3583, k = 1,48, 
„ 14%: © = 0,5373, Cu = 0,3722, k = 1,44. 


Aethylalkohol: 
bei 7,3%: % = 0,5643, C„ = 0,4456, k = 1,97, 
„131%: % = 0,5781, Cu —= 0,4646, k = 1,24, 
„ 25°: C = 0,6130, c, = 0,5180, k = 1,18. 


Schwefelwasserstoff: 


bei 25°: & = 0,244, c, = 0,160, k = 1,52. 
Chloroform: 
bei 25°: c, = 0,234, Cu = 0,159, k = 1,47. 


Bei Aether und Alkohol würde c, umgekehrt wie bei Wasser mit 
wachsender Temperatur steigen, dagegen würde k fallen. Namentlich 
letzteres ist sehr unwahrscheinlich, denn im kritischen Zustande ist k 
jedenfalls sehr gross. Die Daten sind sehr unsicher. 

Die Arbeit ö, um die es sich hier gehandelt hat, ist bedingt 
durch die bei einer Temperaturänderung auftretende Volumen- 
änderung. Comprimirt man andererseits eine Flüssigkeit, so muss 
ebenfalls eine Temperaturänderung eintreten. Wir haben [Bd. I, 8.77, 
Gleichung 18)] 


10,) day = dd + Ysdp, 
also nach Gleichung 59), S. 86 von Bd. I 
9 /(0v 


Geschieht die Compression adiabatisch, so wird hiernach die durch 
eine Druckerhöhung (dp) bedingte Temperaturerhöhung (d®) gleich 
[vergl. auch Gleichung 51) auf S. 93 von Bd. I] 


I 
11) (d9) = Te, (3 „ep 


Bei Wasser ist unter 4° das (5) negativ, also auch (4®) nega- 
ı-/p 

tiv; unter 4° soll durch Druckerhöhung Abkühlung eintreten, über 4° 

wird = positiv, also kommt Erwärmung zum Vorschein. Versuche 


Joule’s lassen die Formel prüfen. Man hat für Wasser: 
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u (d DB 
9 — 273 (dp) j 
| beobachtet berechnet 
°C. Ä Atm. °C, °0. 
12 0:24,34 — 0,008 .__ — 0,007 
5 24,34 + 0,004 + 0,003 
11.7 24,34 40,021 . 0,01% 
18,4 24,34 + 0,031 , +-0,036 
30 24,34 + 0,054 | -+-0,055 
31,4 i 14,64 -+ 0,039 | + 0,034 
40,4 | 14,64 40,045 | -+- 0,043 
| . 


Die Erfahrung ist mit den Ergebnissen der Theorie in auffallend 
‚genauer Uebereinstimmung. Andere Bestätigungen der Theorie rühren 
von Drecker her. 

Endlich ist auch zu erwähnen, dass de Heen?) eine Gleichung 
angegeben hat, um aus der specifischen Wärme bei constantem Druck 
die innere molekulare Arbeit (also die Gesammtarbeit der zugeführten 
Wärme ausschliesslich der kinetischen Arbeit) zu berechnen. Indem 
er sich auf das später noch zu discutirende Gesetz von Dulong und 
Petit und ferner auf die Woestyn’sche Regel stützt, dass die 
Molekularwärme sich gleichmässig auf die Atome der Molekeln ver- 
theilt, und auf die Clausius’sche Ansicht, wonach die wahre Wärme- 
capacität für alle Atome gleich gross sein soll, berechnet er zunächst 
als Atomwärme bei constantem Volumen für Wasserstoff, welcher zwei- 
atomig ist, aus der Molekularwärme 4,83, die Hälfte also 2,4. Bedeutet 
n die Zahl der Atome in einer Molekel, so wird also bei Gasen, die 
sich wie Wasserstoff verhalten, die Molekularwärme bei constantem 
Volumen sein 2,4n. Da nun die molekulare Arbeit der Ausdehnung 
einer Molekel m(c, — c,) ist, so haben wir für diese Arbeit 


12) mo—=0b'—= m, —24n. 


Diese Formel nun wendet de Heen auch auf Flüssigkeiten an. 
Welche Bedeutung der Formel eigentlich für verschiedene Tempe- 
raturen zukommt, wird nicht gesagt. Er berechnet Ö’ zwischen 10° 
und 15° für Reihen von Substanzen und findet, dass analoge Ver- 
bindungen durchschnittlich gleiche molekulare Arbeit auf- 
weisen. Indessen schwankt 0’ für die Alkohole zwischen 8,4 und 
14,3, für Formiate zwischen 9,8 und 12,2, für Chloride zwischen 20,3 

und 26,2. Nach Ostwald?) soll dieses de Heen’sche Gesetz sehr ein- 
zuschränken sein, einerseits, weil es für Substanzen geringe molekulare 


!) Plıysique compare II, p. 122. 
?) Stöchiometrie 1891, S. 587. 
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Arbeiten liefert, bei denen man nach ihrem chemischen Verhalten be- 
deutende solche Arbeiten erwarten sollte, und wiederum bei anderen 
grosse Arbeiten, die nur geringe haben sollten. Ausserdem soll die 
de Heen’sche Regel nach Berechnungen von Bartoli und Stracciati 
für gesättigte Kohlenwasserstoffe negative Werthe für Ö’ ergeben. Der 
Sinn ist wohl der, dass hiernach die Grösse mc, — 2,4n bei Flüssig- 
keiten nicht die molekulare Arbeit giebt, sondern bald mehr, bald 
weniger als diese molekulare Arbeit, und dem wird man zuzustimmen 
haben. 


62. Verdampfung und Erstarren der Flüssigkeiten. 


Die Thermodynamik der Verdampfung ist bereits im ersten Bande, 
Abschnitt 50 behandelte. Auch experimentelle Angaben finden sich 
daselbst. Hier ist das dort Gegebene, wie in Aussicht gestellt, zu ver- 
vollständigen und zu verallgemeinern. 

Die Verdampfung findet anscheinend unter allen Temperaturen 
statt, Herr Ulrich Dühring hat, worauf noch zurückzukommen sein 
wird, eine Verdampfungsgrenze angenommen, die für Wasser bei 
— 100°C. liegen würde; nach der kinetischen Theorie der Substanzen 
wäre eine solche jedoch erst im absoluten Nullpunkt der Temperatur zu 
suchen. Denn erst wenn alle Bewegung der Molekeln ein Ende hat, 
werden diese Molekeln die Substanz an der Oberfläche auch nicht ver- 
lassen, und auf diesem Sichentfernen der Molekeln an der Oberfläche 
beruht nach der genannten Theorie die Verdampfung. Praktisch freilich 
wird man eine Verdampfungsgrenze viel früher, und zwar je nach der 
Substanz in höherer oder niederer Temperatur, ansetzen können. So 
verdampft bei 0°C. Quecksilber so wenig, dass seine Spannung nach 
Hertz kaum ein Tausendtheil Millimeter erreicht, während Wasser bei 
dieser Temperatur noch eine Spannung von 4,6 mm besitzt. Iliernach 
würden Flüssigkeiten zu sieden aufhören streng genommen erst bei 
9 — 0; der Siedetemperatur 9 —= 0 würde die Dampfspannung p = 0 
angehören, praktisch kann man mit U. Dühring auclhı bei ® = 173 
schon 9 = 0 setzen. " 

Jeder Siedetemperatur gehört eine Spannung zu, also 
auch jedem Druck eine Siedetemperatur, und die Spannungs- 
curven setzen die Beziehung zwischen diesen Grössen fest. Jene 
Dampfspannungscurven resultiren aus der Beziehung, wonach die 
thermodynamischen Potentiale einer Flüssigkeit und ihres Dampfes 
einander gleich sind (Bd. I, S. 423). Indessen ist dabei stets voraus- 
gesetzt, dass, wenn Gleichgewicht eingetreten ist, die Flüssigkeit nur 
unter dem Druck ihres Dampfes steht, ein fremdes Gas (z. B. Luft) 
also darüber nicht lagert. Ist ein solches Gas noch vorhanden, so be- 
wirkt es eine Druckvermehrung und dadurch wird die Verdampfung 
geändert. Ausserdem treten zwischen den Molekeln des Gases und 
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denen der Flüssigkeit Wechselwirkungen ein (analog denen zwischen 
den Molekeln eines Gases oder einer Gasmischung), wodurch gleichfalls 
in dem Verdampfungsvorgang Aenderungen bewirkt werden. Den Eın- 
fluss der Druckvermehrung können wir aus thermodynamischen Be- 
trachtungen rechnerisch ermitteln !). 

Eine Flüssigkeit sei nach unten von einem Stempel, nach oben 
von einer Membran begrenzt, welche sie selbst gar nicht, wohl aber 
ihren Dampf durchlässt. Ueber dieser Membran befinde sich ebenfalls 
ein Stempel. Die Stempel müssen selbstverständlich reibangslos gehen. 
Der Druck auf die Flüssigkeit sei P, der Dampfdruck 9, die Temperatur 
von Dampf und Flüssigkeit 9. Wir steigern die Temperatur von ® auf 
9 + d®, der Druck auf den Dampf soll dann von pauf p + dp erhöht 
werden, derartig, dass dabei von der Flüssigkeit nichts verdampft; 
letztere dehnt sich dann nach unten vom Volumen ®, auf v; + dv, aus 
und leistet eine Arbeit + Pdv,. Jetzt verdampfen wir alle Flüssigkeit 
bei der Temperatur # + d® und unter Constanthaltung des Druckes 
über dem Dampf. Ist v, das Volumen des Dampfes bei einer Tem- 
peratur 9 und v, + dv, das bei einer Temperatur ® + d®, so haben 
wir hier noch als Arbeit an den Stempeln — P(v, + dv) + (p + dp) 
(v, + dv). Wir erniedrigen die Temperatur auf 9, vu, + dv, geht 
dann auf v, zurück und p + dp auf p, so dass die Arbeit wird — pdv.. 
Jetzt machen wir die Membran für die Flüssigkeit durchlässig, für den 
Dampf undurchlässig, entziehen dem Dampf unter Constanthaltung des 
Druckes p und der Temperatur ® so viel Wärme, dass er sich ganz 
verflüssigt und in die Abtheilung, wo der Druck P herrscht, geht; die 
Arbeit ist dann Pv, — pv,. Damit ist der Process beendet, der offen- 
bar reversibel ist. Im Ganzen ist sonach bis auf unendlich kleine 
Grössen zweiter Ordnung eine Arbeit v, dp geleistet und eine Wärme- 
menge r abgegeben. Nach dem Carnot’schen Satz haben wir 

vdp= = dd. 
Die Grösse r ist aber nichts anderes als die latente Verdampfungs- 
wärme bei der Temperatur 9; da bei der Verflüssigung des Dampfes P 
constant gehalten wurde, so haben wir 


0» Jr 
I-—-)= —, 
uw (55 pP vd 
soınit nach Gleichung 28) auf Seite 429 des ersten Bandes 
1,) (3) —_ Iı Z_® (52 
2 0% pP. v, 0% 


!) Lewis, Zeitschr. f. phys. Chemie, Bd. 38 (1901), 8. 208. Ich habe 
den Beweis möglichst zu verbessern gesucht; er ist aber, wie der Leser be- 
merken wird, unsicher genug. 
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Der Differentialquotient (53) bedeutet, dass die Differentiation 


gemäss der Spannungsformel zu erfolgen hat, also die Spannungszu- 
nahme Op sein soll, wenn ® um 0% zunimmt und der Dampf dabei 
gesättigt bleibt. Nun ist allgemein 


—_ (°P op 


Aendern wir aber bei constanter Temperatur den Druck auf die 
Flüssigkeit, so ändert sich der Dampfdruck entsprechend, falls der 
Dampf immer gesättigt erhalten wird, somit wird Op = dP und 
wir haben 


°P —[ı _ 2) 
9) (53 „a — I e „| dp, 


oder, da in diesem Falle 
ap _ (5 
d# \0% 


6 
0V/p eP/s1] \09)’ 
wonach wird 


Op\ _ 
3) 6: + vr 

Diese Gleichung stammt von Poynting her und giebt die 
Spannungszunahme Op für eine äussere Druckzunahme 9 P, während 
die Temperatur constant und der Dampf gesättigt erhalten wird. 

In genügendem Abstande von der kritischen Temperatur ist v, sehr 
klein gegen vı, also auch der Einfluss äusserer Druckvermehrung auf 
die Dampfspannung nur geringfügig, je mehr man sich aber der 
kritischen Temperatur nähert, desto mehr wird v,; = v, und zuletzt 
ändert sich die Dampfspannung wie der äussere Druck. 

Thomson bereits hat geschlossen (Bd. 1, S. 452), dass über einer 
concaven Flüssigkeitsoberfläche, in Folge des Capillardruckes, ein ge- 
ringerer Dampfdruck herrschen muss als über einer ebenen und 


umgekehrt über einer convexen ein höherer. Wir haben in diesen 
Fällen (S. 67) 


ist, 


P=rm(z+R) 


wenn R,, R, die Hauptkrümmungsradien der Oberfläche sind, somit 
nach 3) 


4 nz 9 1 =) 
»=r,M(5; +5) 
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was eben der Thomson’schen Gleichung entspricht und durch die 
Erfahrung vielfach Bestätigung gefunden hat. Die Gleichung 3) hat 
aber, wie bemerkt, allgemeinere Bedeutung, indem sie überhaupt sich 
auf äussere Druckvermehrung etwa durch über Jer Flüssigkeit vor- 
handene Gase bezieht. 

Dem zweiten Einfluss solcher Gase Rechnung zu tragen sind wir 
nicht in der Lage, weil die molekularen Wirkungen nicht binlänglich 
bekannt sind. Er ist von Regnault und Anderen festgestellt worden. 
Regnault fand die Spannkraft in Gasen immer kleiner als im Vacuum. 
Die von ihm beobachteten Differenzen beı Wasser, wenn es einmal im 
Vacuum, dann in einer Atmosphäre von Stickgas verdampfte, schwanken 
im Temperaturintervall 0° bis 32°C. zwischen etwa 0,2 und 0,8 mm, 
sind aber nach der Temperatur ziemlich regellos vertheilt. Grössere 
Differenzen ergaben noch flüchtigere Flüssigkeiten, z. B. Aether solche 
bis 36 mm bei 29%1). Galitzin bestätigte Regnault’s Ermittelungen 
und zugleich das Anwachsen der Dampfspannung bei Zunahme des 
äusseren Druckes. 

Der Zusammenhang zwischen der Spannung und der 
Siedetemperatur scheint in sehr hohem Maasse durch die Natur der 
betreffenden Substanz bedingt zu sein. Sind doch die Siedetempera- 
turen der verschiedenen Elemente unter normalem Druck so abweichend 
von einander, dass sie sich über ein Intervall von mehr als 2000° er- 
strecken. In der That sind bis jetzt allgemein gültige Gesetze nicht 
gefunden; eine Reihe von Regeln, welche in beschränkten Gebieten und 
bis zu einem gewissen Grade von Genauigkeit ausreichend sind, hat 
man jedoch allmählich ermittelt. 

Es ist zunächst von denjenigen Formeln zu sprechen, welche auf 
Grund thermodynamischer Betrachtungen abgeleitet werden. Wir 
gehen von der Gleichung 24,) auf Seite 429 des ersten Bandes aus, 
indem wir setzen 


5) Jr pw — v,) = JR. 
0 bedeutet die innere Verdampfungswärme, und es ist 
6) Je =TU — U,. 


Für zwei Temperaturen 9’ und 9°, für welche wir die betreffenden 
Grössen mit Accenten versehen, ist 


7) J(e" — e)=U —-U— (U — D,). 


Indem wir den Dampf als noch hinreichend weit vom kritischen 
Zustande annehmen, können wir nach Gleichung 38) auf Seite 193 des 
ersten Bandes setzen 


3) Ude, "9, 


1) Müller, Lehrb. d. Phys., Bd. 25, 8. 829. 
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woselbst c,, die specifische Wärme des Dampfes bei constantem Volumen 
sein soll, und ebenso nehmen wir für die Flüssigkeit an 


9) U — u =Jo (9 — 9), 

woselbst c, eine Art specifischer Wärme für die Flüssigkeit bedeutet. 
Damit wird 

10) 0" — =" — 9) (in — 0). 


Die Unsicherheit dieser Gleichung darf aber nicht ausser Acht gelassen 
werden. Es ist vorausgesetzt, dass gesättigter Dampf, der stets ge- 
sättigt bleiben soll, sich so verhält wie ein Gas, also bei Erhaltung 
der Sättigung und Erhaltung der Dichte nach einer Wärmezufuhr die 
Energie so ändert wie ein Gas bei gleicher Wärmezufuhr und beı Er- 
haltung der Dichte, wobei letzteres nothwendig überhitzt wird (vergl. 
S. 142). Nun setzen wir 


1 
e-la—-)=7 C 

und für 0” schreiben wir E, so wird 

C 
2er -57u—W)=7+ (in — 5) ®; 
also nach 28) auf Seite 429 des ersten Bandes 
0 
I WE - PU WELCH In — a8. 


Wir vernachlässigen noch v, gegen v,, setzen nach dem Boyle-Gay- 


Lussac’schen Gesetz v, — — und bekommen damit 
„Cpl 
2 up 1 — f 
R% Si RI’ +C+J (a C,) 9, 


oder indem 
Ü 2 
Rn —=4A, 7 (e, — 9) =Y 


gesetzt wird, 


woraus folgt 


11) Wil + N — 5 + B, 
oder 

| A 
12) p=uftie 9 


& bedeutet eine Integrationsconstantee Das ist die von Hertz!) 
abgeleitete Dampfspannungsgleichung. Sie gilt nur für hinreichende 


I) Wiedem. Ann., Bd. 17, 8. 193 ff. 
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Entfernung vom kritischen Zustande!). Hertz hat seine Formel für 
Quecksilber angewendet. Er giebt nach Winkelmann c, = 0,033, 
nach Kundt und Warburg c„ = 0,0149, womit wird 1+ = 
— 0,847. Die beiden anderen Constanten & und A bestimmt er durch 
Ausgleichung aus den unmittelbaren eigenen Beobachtungen von p 
und ® zwischen etwa 90° und 207°C., zu loga& = 10,592 71, logA = 
3,886 22. Folgende seiner Abhandlung entnommene Zusammenstellung 
zeigt, wie weit die Formel die Beobachtungen darzustellen vermag. 


| 
| | 
89,4 | 0,16 - +0,00 | 0,0 184,7 11,04 +015 | +04 


1170 0,71 | +00 +11 190,4 12,898 | -+ 0.37 — 0,8 
154,2 3,49 | +001 +01 203,0 20,35 | -+ 0,24 + 0,3 
165,8 552 +00 | +02 206,9 22,58 ı —0,20 | — 0,3 
177,4 8,80 | — 0,22 | — 0,7 —_ _ | _ | —_ 


4A» giebt die nach der Formel übrig bleibenden Fehler, wenn die Tem- 
peraturen, 1® die entsprechenden Fehler, wenn die Drucke als richtig 
angenommen werden. Die Uebereinstimmung muss als gut bezeichnet 
werden, zumal die Zeichen der Fehler hinreichend wechseln. 

Nach Woringer?) soll die Hertz’sche Formel nicht immer aus- 
reichend sein, sie wird von ihm wie folgt erweitert: 

b 
p—= ae Igeralgs. 


a,b, c, d werden als willkürliche Constanten bezeichnet. Aus seinen 
Angaben lässt sich aber nicht entnehmen, in wie weit die Hertz’sche 
Formel selbst oder nach ihrer Erweiterung der Erfahrung entspricht, 
da bei den Zusammenstellungen die wichtigsten Angaben fehlen. 
Uebrigens entspricht die Formel von Hertz der von Rankine oder 
Dupre zuerst aufgestellten 


b 
13) gp=a— „trelg#. 


Bertrand hat diese Gleichung an 16 Flüssigkeiten geprüft und stets 
gute Uebereinstimmung gefunden. Hinsichtlich der Angaben für die 
Constante c habe ich Folgendes zu bemerken. Diese Grösse c ist 
gleich 1 + y. Hierfür fand Hertz unter Benutzung der physi- 
kalischen Bedeutung von Y den Werth — 0,847. Bertrand dagegen 
giebt hierfür + 3,8507, also nicht einmal im Zeichen übereinstimmend. 
Ueberhaupt haben wir 


') Zu vergleichen auch M. Planck, Vorlesungen über Thermodynamik, 
S. 136. 


*) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 34 (1900), 8. 259. 
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1 Hrsıt ao) 


Nun ist nach Gleichung 18) auf Seite 189 von Band I 


R 
J — ip 
somit wird 
1 +r7=%« 0). 
R pı 2 


Nach Hertz wäre demnach die specifische Wärme des flüssigen 
Quecksilbers grösser als die des Dampfes für constanten Druck, nach 
Bertrand’'s Angaben für die Constante dagegen kleiner, und ebenso 
für Stickoxydul und für Kohlensäure. Bei Quecksilber trifft das nicht 
zu, weil hierfür c,, = 0,025, dagegen c, —= 0,033 ist. Es ist kaum 
anzunehmen, dass andere Flüssigkeiten sich anders verhalten werden, 
so dass hiernach die Formel ihren physikalischen Werth verlieren würde. 
Nach Barus soll die Constante ce = 1 + % für Wasser und ihm so 
fremde Substanzen wie Wismuth, Zink, Schwefel, Cadmium gleichwohl 
denselben Werth haben. Da er jedoch hierfür lediglich den Bert- 
rand’schen Werth für Wasser angiebt, so hat er wohl c selbst nicht 
ermittelt und es folgt aus seinen Untersuchungen nur, dass die Formel 
auch mit zwei Constanten den Beobachtungen angepasst werden 
kann, was Hertz für Quecksilber schon nachgewiesen hatte. That- 
sächlich wird c für verschiedene Substanzen verschieden sein, wie schon 
aus Bertrand’s Berechnung hervorgeht und wie aus der physikalischen 
Bedeutung des c sich ergiebt. So ist für Quecksilber c,, — cs = — 0,008, 
dagegen für Wasser etwa m, — c; = — 0,62, also c physikalisch für 
Wasser mehr als 70 Mal so gross wie für Quecksilber. 

Von Bertrand’s Berechnungen theile ich nur die für Wasser mit. 
Die Formel lautet: 


Igp = 117,443 24 — = + 3,8682 /g # 


und danach ergiebt sich die Zusammenstellung (siehe Tabelle auf 
folgender Seite). 

Bis + 10° ist die Uebereinstimmung eine fast vollkommene, als- 
dann sind die berechneten Zahlen bis zu 200° fast sämmtlich zu gross, 
hierauf werden sie zu klein. Im Ganzen ist die Formel offenbar gut 
und der Mangel an Uebereinstimmung, der sich noch zeigt, würde durch 
genauere Ausgleichung sicher zu heben sein. Die Constante c sollte 
theoretisch 0,62 R' also etwa 5,6 sein, was von der angenommenen 
Zahl 3,8682 gar nicht so sehr abweicht. 


ı) 1. c., 8. 156 ff. 
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pP 
$—273 1 nach u s— 273 mach 00 
Regnault | berechnet Regnault berechnet 
mm | mm | mm mm 

— 30 0,39 0,39 100 | 7860,00 763,04 
25 0,80 | 0,61 110 1075,37 1 081,48 

20 0,93 0,95 120 1 491,28 1 499,64 

15 1,40 | 1,45 130 2 030,28 2 045,16 

10 209; 2,16 140 2 717,6 2 738,12 
5 311 | 3,17 150,  3581,2 3 608,48 
0 460° 4,59 160, 4651,68 4 683,52 

+ 10 9,16 9,19 170° 5961,7 5 997,16 
20 17398 17,48 180 7 546,4 7 581,00 

30 31,55  ı 31,92 190 9 442,7 9 469,60 

40 5451 | 55,10 200 11689,0 11 701,72 

50 91,98 91,96 210 14 324,8 14 297,12 

60 148,79 148,96 220 17 390.4 17 306,72 

70 233,09 | 233,32 230 20 926 4 20 757,88 

80 | 35464 ° 355,61 300 _ 59 858,36 

90 | 52545 ' 526,68 320 _ ı 76 562,40 


Bertrand selbst hat Formeln aufgestellt, welche wenigstens zu 
Theil thermodynamisch gestützt sind. Er bemerkt, dass für gesättigt: 
Wasserdampf eine der Boyle-Gay-Lussac’schen Gleichung ähnlicl 
Beziehung besteht, nämlich 


14) pv—=A(9 + 127). 
In den von ihm gewählten Einheiten findet er im Durchschn 


A = 2,476. Die Einzelwerthe, die ich anführe, weil die obige For 
an sich Interesse hat, sind folgende: 


9% — 273 A ” — 273 A 
| | 
0 2,4205 110 9,5098 
10 2,4256 120 2,5099 
20 2,4314 130" 2,5088 
30 2,4407 140: 2,5047 
40 2,4513 150 2,4997 
50 2.4628 160. 2,4928 
80 2,4753 170 2,4840 
0 2,3865 180 2,4734 
&u 2.4963 190 2,4615 
yo 2,5030 200 2,4488 


2,5074 — | — 
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Also ganz constant ist A nicht, die Grösse wächst vielmehr bis 
etwa 115%, um dann abzunehmen; aber als nahezu constant darf sie 
gelten, die grössten Abweichungen vom Mittelwerth betragen nur 
+ 0,054 bezw. — 0,034. Nun lässt Bertrand an der schon oft 
citirten Formel für die Verdampfungswärme das v, fort, nimmt für r 
eine lineare Abhängigkeit von der Temperatur an, gemäss Regnault 


r = 800 — 0,705 ® 


und bekommt wegen 
2,476 


= 7 @+ 127 
10p _ 7600 — 0,705 9) 
»08 A(® + 127) 2,476’ 


woraus sich schliesslich ergiebt 
979,714 


15) P=FLH 1 127006 
und mit dem Werth p = 760 für 9 = 373 
log P= 34,210 83. 

Das ist die Formel, auf welche schon Bd. I, S. 450 hingewiesen war. 
Dort ist auch gezeigt, dass mit den (von den obigen abweichenden) 
Constanten von Cailletet und Colardeau ın der That für Wasser- 
dampf eine vorzügliche Uebereinstimmung bis zu 375°C. sich ergiebt. 

Bertrand hat seine Formel mannigfach abgeändert. Für einige 
Substanzen lautet sie 


16) p= PP, 

und es ist 
für Kohlensäure . . . . .n= 7,50 
für Alkohol . . . . 2.2.2.2 = 17,20 
für Quecksilber 22.2 ..% = 13,35. 


Für andere wieder setzt er 
17) p=P ( 


und er macht darauf aufmerksam, wie verschiedene Werthe man den 
Constanten geben kann, ohne die Uebereinstimmung mit der Er- 
fahrung allzusehr zu gefährden. So prüft er obige Formel mit nicht 
weniger als fünf Constantensystemen, wobei die wichtigste Constante n 
zwischen 42 und 100 schwankt. Hier sind wir schon mitten in das 
System der Interpolationsformeln gelangt, und in der That stimmt die 
letzte Formel mit einer von Antoine!) aufgestellten solchen Formel 
überein, 


5) 


!) Compt. rend. Bd. 107 (1888), 8. 681. 
Weinstein, Thermodynamik. II. 11 
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Eine gewisse Aehnlichkeit mit der Rankine-Dupre&’schen Formel 
hat die gleichfalls aus der thermodynamischen Gleichung 28) auf 
Seite 429 des ersten Bandes unter Zuhülfenahme von einer Reihe von 
Vernachlässigungen ableitbare Pictet’sche Formel 


18) ogop=A-+B 7razm® . 


Eine zweite Klasse von Formeln ist aus gewissen Ansichten über 
die Constitution der Flüssigkeiten und Dämpfe und über die Wirkung 
der Wärme auf die Substanzen abgeleitet. Hier kommt vor Allem die 
ausgezeichnete Formel von Ulrich Dühring in Frage, die zwar kein 
Naturgesetz darstellt, aber einem solchen anscheinend sehr nahe kommt 
und eine ziemlich weitgehende Anwendung finden darf!). Demnach 
ist für zwei Spannungen 9, 9, und zugehörige Temperaturen 9, 9, 

» _(® —-9,\Y_y/t—u\ 
19) n» \— 9b = ( )" 
®, bedeutet die „Verdampfungsgrenztemperatur“, y ist eine Constante. 

Winkelmann?) hat diese Formel, anscheinend ohne Dühring’s 
Arbeit zu kennen, gleichfalls aufgestellt und geprüft. Dühring setzt 
an für Wasser {, = — 100; nimmt man dann noch 9, — 760, also 


to —hbı 


. p . 
—— Ö — 
t = 100° und schreibt n für 760’ so wird 


20) t = 200 nlood — 100, 


1. . . 
og b ist gleich der Dühring’schen Constante y. b findet er für Wasser 


aus Regnault’s Versuchen gleich 1,3652. Folgende Tabelle zeigt, wie 
weit Uebereinstimmung mit den Thatsachen vorhanden ist. 


m nn Dh er EEE mr m Tee men mr nen 


| Biedetemperatur ! 


beobachtet von 
Atmosph. Regnault 
°C, 


berechnet ‚Differenz 


| 

1 | 100,00 |! 100,00 | + 0,00 
vr 82,06 81,71 — 0,35 
v7 65,74 | 65,36 — 0,38 
1y, | 50,88 | 50,64 — 0,24 

ı 
Jıs f 37,35 Ä 37,31 — 0,04 
/ | 25,04 | 25,14 | + 0,10 
Ya | 1382 | 13,95 + 0,13 
Uns + 3,62 | + 3,61 — 0,01 
Vase | — 566 | — 5,87 — 0,01 

l 


!) Neue Grundsätze zur rationellen Physik und Chemie, erste Folge (1870), 
8. 70; zweite Folge (1886), 8. 115 ff. . 
’) Wiedem. Ann., Bd. 9 (1880), 8. 214 ff. 
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‘ Beachtet man, dass die Formel nur eine Constante hat, und dass 
diese offenbar nur aus einer Beobachtung ermittelt ıst, so muss die 
Uebereinstimmung als eine recht gute bezeichnet werden. 

Indessen bemerkte Winkelmann, dass diese Uebereinstimmung für 
grössere Drucke nicht mehr in ausreichendem Maasse vorhanden ist. Er 
hat die Formel deshalb zunächst dahin abgeändert, dass er für Wasser 
21) t = 200 [b(n + 1)2]oor — 100 
setzte, welche Formel bei Wasser bis fast zu 23 Atmosphären Druck 
gute Dienste leistet; sie enthält allerdings schon zwei Constanten. 
Dann aber glaubte er physikalisch leichter zu deutende Formeln zu 
erhalten, wenn er ın der Dühring’schen Formel log b ersetzte durch 
A ” woselbst d„ die Dichte des Dampfes bei dem Drucke » und d die 
normale Dichte sein sollte. Für Wasser würde die Formel lauten 

du 
22) t = 200 n{7 — 100 


die Ermittelung von d„ bereitet grosse Schwierigkeiten. Winkelmann 
nimmt unterhalb von 50°C. die Dichte des Wasserdampfes constant 
gleich der Normaldichte 0,623 an, oberhalb 50° berechnet er sie aus 
der Formel für die Verdampfungswärme unter Zugrundelegung der 
Regnault’schen Zahlen fur die Verdampfungswärme und die 
Spannungscurve. So gelangt er zu folgenden Ergebnissen für Wasser, 
indem A = 0,135 11 gesetzt wird: 


nt ie seine m m a  —— —.. 


? dn 
Atmosph. beobachtet 
°C. 


Differenz 


berechnet 
0 ©. 


1 es 0,623 | 3,61 | 3,77 
Yu, 0,623 13.95 1397 | — 00 
Yan 0623 | 3514 25,17 | — 0,08 
Ye 0,623 | 37,31 | 37,46 — 0.15 
y/ 0,623 | 50,64 | 5090 | — 0,26 
1, 0,6278 65,36 65,570 — 021 
Yy. 0,6336 81,71 81,83 | — 012 
1 0,6402 100,00 100,00 Ä + 0.00 
2 0,6484 120,60 12048 | +0,11 
3 0,6540 133,91 133,76 | + 0.15 
4 0,6586 144,00 147,83 + 0,17 
5 0,6624 152,22 152,08 + 0,14 
6 0,8659 159,22 159,11 +0,11 
7 0,8690 165,34 165,30 + 0,04 
8 0,6717 170,81 170,81 + 0,00 
9 0,6743 175,77 175 86 — 0,09 
10 0,8767 180,31 180,48 — 0,17 


eb 
[| _ 
* 
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Für andere Flüssigkeiten hat Winkelmann die Formel ebenfalls 
geprüft. Da die Zahl 200 für Wasserdampf gleich war ft, — t, = 
100 — (— 100), so setzt Winkelmann entsprechend z. B. für Aether 
an deren Stelle 166,14 + 34,96, für Aceton 150,89 + 56,32 u. =. f. 
Für 14 nimmt er bei allen von ihm untersuchten Flüssigkeiten: Aether, 
Chloroform, Chlorkohlenstoff, Schwefelkohlenstoff denselben Werth an, 
und zwar den für Wasser. Die Uebereinstimmung ist fast immer eine 
gute, und die Möglichkeit, selbst bei so verschiedenen Flüssigkeiten 
wie Aether und Wasser für A gleichwohl denselben Werth annehmen 
zu können, spricht sehr zu Gunsten der Formel, jedoch zu Gunsten der 
Dühring’schen Theorie, und in dieser würde y für Stoffe der genannten 
Art fast denselben Werth haben. 

Eine weitere Stütze hat die Dühring-Winkelmann sche Glei- 
chung in den Untersuchungen von O. Schumann gefunden !). Setzt man 


dy 
„n=(a+b)n?T —a 


wo also — a die Verdampfungsgrenztemperatur ist, so ermittelt der 
Genannte nach einem hier nicht aus einander zu setzenden Verfahren 
beispielsweise bei Ameisensäure-Methylester zwischen den Temperaturen 
— 24° und + 9° für a Werthe, welche regellos nur zwischen 156° 
und 160° schwanken und er findet auch im Uebrigen eine gute Ueber- 
einstimmung der Formel mit den beobachteten Werthen. Freilich 
erstreckt sich seine Untersuchung nur auf die homologen Ester von 
Fettsäuren. Die Constante 4 hat auch er für alle von ihm unter- 
suchten Substanzen (28) gleich, und wie Winkelmann gleich der für 
Wasser angenommen. Die einfachere Dühring'sche Formel soll 
nicht vollständig genügen. Auf eine mögliche Variabilität seiner Con- 
stante y mit der Temperatur bat aber Dühring selbst schon hin- 
gewiesen. 

Uebrigens verleiht Schumann der Winkelmann’schen Formel 
die allgemeine Gestalt 

d, 


23) pPi=R® 


und stellt sie in Parallele zu der Borle-Gay-Lussac’schen Gleichung. 
Das hat aber kaum besonderen Werth. und die Deutung, die ihr vom 
Autor verliehen wird, scheint sehr anfechtbar. Diese _Constante® R 
ist mit der Gasconstante R gar nicht zu vergleichen. ebenso wenig 
dieses 9 mit dem ® ın der Zustandsgleichung der Gase. Auf eine 
andere Form. die die Winkelmann sche Gleichung annehmen kann, 
hat Herr Ostwald?) aufmerksam gemacht. Beachtet man nämlich das 


i, Wıiedem. Ann. Bd. 12. S. 58 
%, Lehrb. d. allg. Chemie I. 


S 208% 
S..02 


- “ 
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von Herwig ermittelte Gesetz der Dampfdichten (Bd. 1, S. 453), so 
geht Winkelmann’s Gleichung über in 


24) m = (a + b) 700695 AVI_ _ a, 


„welche indessen nur so lange gilt, als 0,0595 Y& > 1 ist“. Die auch 
sonst beschränkte Bedeutung dieser Gleichung hat der Autor selbst 
hervorgehoben, vielleicht würde sie sich genauer angeben lassen, wenn 
für das Herwig’sche Gesetz ein genaueres bekannt wäre. 

Die Hauptschwierigkeit liegt, wie bemerkt, in der Annahme einer 
vom absoluten Nullpunkt verschiedenen Verdampfungstemperatur. 
Eine solche hat übrigens nach Dühring auch Antoine!) eingeführt. 
Er setzt 
25) ypr=A-—--? . 

t—1, 

Für Wasser findet er hiernach die Grenze bei # =- — 260, also fast 
im absoluten Nullpunkt, und die Formel 

1956 
t + 260 
soll die Spannungscurve des Wasserdampfes bis dicht heran zum 
kritischen Zustande (wie die erste Bertrand'’sche Formel) darstellen 
können. 

Gleichfalls aus theoretischen Erwägungen hat de Heen die 
Formel abgeleitet 2): 


26) p= 


log p = 54310 — 


H9" 
(+) 


Eine Prüfung hat keinen rechten Werth, wie Wınkelmann mit Recht 
hervorhebt, da die Formel über vier Constanten verfügt. 

Das Heer der eigentlichen Interpolationsformeln ist in diesem 
Buche zu übergehen, der Leser findet eine fast erschöpfende Zusammen- 
stellung in der öfter citirten Encyklopädie der Physik von Winkel- 
mann. 

Alles Vorstehende betraf die Dampfspannung einer einzelnen 
Flüssigkeit. Wir kommen zu der Vergleichung der Dampfspannungen 
verschiedener Stoffe mit einander. 

Bereits im ersten Bande ist wenigstens eine Beziehung namhaft 
gemacht worden, die Dalton’sche, wonach die Spannkräfte der Dämpfe 
verschiedener Substanzen in gleichen Abständen von den normalen 
Siedetemperaturen ihrer Flüssigkeiten gleich sein sollen. Wir können 
das auch so ausdrücken: Die Spannkraftscurven verschiedener Stoffe 
müssen sich durch Verschiebung in Richtung der Temperaturaxe 


!) Compt. rend., Bd. 110 (1890), 8. 632. 
*) Encyklopädie der Physik, Bd. II, 2, S. 7830. 


166 Zehntes Capitel. 


ihrer ganzen Ausdehnung nach zur Deckung bringen lassen, sie laufen 
also kurz gesagt parallel. Das trifit nun wohl in einzelnen Fällen, 
sicher jedoch nicht allgemein zu. So zeigt Kahlbaum!) z.B, 
dass schon bei so verwandten Substanzen, wie die Benzolderivate sind, 
ein Durchschneiden der Curven stattfindet. Ordnet man die Substanzen 
nach der Höhe ihrer Siedetemperaturen einmal für 760 mm Druck, das 
andere Mal für 6mm Druck, so sollte doch wenigstens die Reihenfolge 
der Substanzen in beiden Fällen die gleiche sein; das trifft aber nicht 
zu. Es ergiebt sich: 


re fe EEE 


Bei 760 nım Bei 6 mın 


Siedepunkt 


Benzol . . ..... 80,3° C. Benzol . . .... Ä —_ 

Brombenzol . . . . . 155,5 „ Brombenzol . .. . | 32,5°C 
Benzaldehyd . .. . 178,3 „ Benzaldehyd | 53,0 „ 
Phenol . ...... 181,4 „ Benzonitril . . . . | 59,9 „ 
Anilin . .. 2 2.. 1839 „ Anilin ...... | 60,5 „ 
Benzonitril . ... . 190,6 „ Phenol ...... 65,38 „ 
Benzylalkohol . . . . 205,0 „ Nitrobenzol . . .. | 761 „ 
Nitrobenzol . . . . . 208,3 „ Benzylalkohol . . . | 83,9 „ 
Benzoösäure. . . . . 249,0 „ Benzoöäsäure. . . . | 121,2 „ 


Zu einem gleichen Ergebniss führt auch die unmittelbare Ver- 
gleichung der Curven. Die folgende Zusammenstellung giebt die be- 
treffenden Zahlen für Anilin und Dimethylanilin: 


; 
p Bu 2, | Differenz 
Anilin | Dimethylanilin 
mm °C. °C. °C. 
780 183,8 193,1 N 9,8 
600 Ä 175,4 | 183,9 8,5 
400 ' 161,2 169,2 8,0 
200 Ä 139,8 Ä 146,0 N 6,7 
100 119,8 125,7 | 5,9 
50 | 102,5 | 108,2 | 5,7 
15 | 76,8 | 81,2 " 4,4 
9 | 57,9 | 


61,6 | 8,7 


Genau denselben Gang der Differenzen zeigen Methylanilin und 
Aethylanilin, es fallen diese Differenzen bei gleichen Drucken von 10,2 
bis 4,30C. Dagegen ist der Gang entgegengesetzt zwischen Dimethyl- 


!) Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 26, 8. 605. 
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anilin und Methylanilin. Also bei den beiden ersten Paaren gehen die 
Curven nach einer Seite, bei dem letzten Paar nach der entgegen- 
gesetzten Seite aus einander. Kahlbaum führt noch viele andere ent- 
sprechende Beispiele an. Zu demselben Ergebniss ist Woringer!) 
für die von ihm untersuchten Substanzen gelangt, auch hier diver- 
giren die Curven auf der einen oder anderen Seite. So fallen die 
Siedepunktsdifferenzen zu gleichen Drucken bei Hexan und Octan von 
56,0°C. bei 800 mm Druck bis 45,5°C. bei 50mm Druck, ähnlich 
zwischen Octan und Decan von 34,4% C. bis 29,0°C., wiewohl die Stoffe 
einer homologen Reihe angehören. Ebenso divergiren die Curven der 
Methylbenzoate und viele andere. . 

Ulrich Dühring?) hat ein Gesetz aufgestellt, welches das 
Dalton’sche Gesetz als Sonderfall in sich fasst und zweifellos sich 
mehr den thatsächlichen Verhältnissen anpasst als dieses. Sind 8, 
die zu gleichem Drucke gehörigen Siedetemperaturen, so soll für alle 
beliebigen Drucke und jedes beliebige Flüssigkeitspaar sein: 


27,) t=r-+ al. 


Nennen wir £ und f, die Siedetemperaturen etwa bei dem Normal- 
druck, so hätten wir 


27,) -t= 4b) 
also wäre 
tt 9.— 
28) = - = — 
u — bı d —% 
eine Constantee Die Dalton’sche Regel würde y = 1 erfordern. 


Dühring weist nach, dass für Wasser und Quecksilber das q von 
5 mm Dampfdruck bis zu 10 Atmosphären doch nur von 2,05 auf 1,95 
fällt, also in der That fast constant ist. Der Mittelwerth ist etwa 2. 
Bei den von Dühring untersuchten Substanzen lag y zwischen 0,5 
und 2,3. Als eine sehr gute Regel wird die Dühring’sche Gleichung 
nunmehr anerkannt, sie führt in sehr vielen Fällen zu hinlänglich an- 
genäherten Ergebnissen und gestattet die Siedepunkte jeder Substanz 
für jeden Druck zu ermitteln, wenn sie für nur zwei Drucke bekannt sind 
und wenn ausserdem die Spannkraftscurve einer Substanz bekannt ist. 
Genau stimmt das Gesetz nicht, wofür schon das von Dühring selbst 
herangezogene Beispiel des Acetons angeführt werden kann. Wasser 
ist zu Grunde gelegt. Die Differenzen zwischen den beobachteten und 
berechneten Siedetemperaturen sind aber von etwa 400 mm bis 760 mm 
entgegengesetzt den Differenzen von 760 mm bis 7080 mm und zeigen 
einen ausgesprochenen Gang, der sich durch Ansetzung eines anderen 


I) Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 34, 8. 257 ff. 
2 
) L. c. 


168 Zehntes Capitel. 


Werthes für q nicht entfernen lässt. Ferner hat Kalılbaum!) nach- 
gewiesen, dass aus der Spannkraftscurve für Wasser berechnet die 
Curve für z.B. Essigsäure, Ameisensäure, Normal-Buttersäure, Normal- 
Valeriansäure, Normal-Heptylsäure, Isobuttersäure, Isokapronsäure 
anders verläuft, als aus der Spannkraftscurve für Propionsäure er- 
mittelt, was nicht der Fall sein dürfte, wenn die Dühring’sche Regel 
streng richtig wäre. Ich darf aber zu bemerken nicht unterlassen, 
dass mir die Abweichungen doch recht unbedeutend erscheinen, und 
ich in Kahlbaum’s Kritik eber eine Bestätigung der Dühring’schen 
Formel sehen möchte. 

Setzen wir, wie es nach der kinetischen Theorie der Sub- 
stenzen sein soll, als Verdampfungsgrenze für alle Flüssigkeiten den 
absoluten Nullpunkt an, wobei dann der Druck für alle Null sein 


würde, so hätten wir, wenn 9 — 0 ist, auch 9 — 0, somit 
d 
29) m -; 


Die, absoluten Siedetemperaturen zweier Stofle bei gleichem Drucke 
ständen also für alle Drucke in dem nämlichen Verhältniss. Gewöhnlich 
wird diese Gleichung als eine Folge des Dühring’schen Gesetzes und 
eines anderen von Ramsay und Young aufgestellten, bald zu be- 
handelnden Gesetzes betrachtet; sie ist aber lediglich das Dühring’sche 
Gesetz, angewendet auf den Fall, dass alle Stoffe bei der absoluten 
Temperatur 0° den gleichen Dampfdruck O0 besitzen. Auch diese 
Formel wird angenähert bestätigt. So ist für Wasser als Vergleichs- 
stoff und Quecksilber (nach Ramsay und Young): 


N 


p 
m _ q 
mm Wasser Quecksilber | 
84.4 304,5 495,15 0,615 
124,35 329,2 543,3 | 0,606 
157,15 334,2 553,2 | 0,604 
769,93 373,36 631,46 Ä 0,591 
2896,9 415,26 720,0 | 0,577 
2904,5 415,36 721,0 | 0,5786 


Die Zahlen für q liegen zwischen 0,62 und 0,58, sind also nicht 
sehr verschieden von einander, indessen fallen sie mit steigender 
Temperatur. Aehnliches findet statt nach den Ermittelungen von 
Richardson?). 


)L.c. 
:) Winkelmann, Encyklopädie der Physik, Bd. 2(II), 8. 718. 
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Folgende Zusammenstellung ist sehr lehrreich, Wasser ist wieder 
Versuchsflüssigkeit. 


Alkohole. 

q 
p CH,O C,H,0O C,H,O C‚B,,0 
Aethıyl Propyl Isobutyl Isoamyl 


78,4° 116°2 


50 | 0,906 0,947 | 1,001 | 1,033 | 1,098 
100 1 0,908 096 | 1002 | 1081 1,092 
150 | 0,908 0,945 1,002 1,029 1,091 
200 | 0,910 0,944 | 1,000 1,026 1,089 
250 | 0,910 0944  :! 1,000 1,026 1,088 
30 0,910 0,943 | 0,998 1,026 1,086 
350 | 0,910 0,943 0,998 1,026 1,085 
400 0,910 0,942 0,997 1,025 1,083 
450 | 0,910 0,943 0,995 1,024 1,084 
50 | 0910 0,943 0,996 1,0283 1,082 
550 | 0,910 0,943 0,998 1,022 1,082 
800 0,910 0,941 0,991 1,022 1,081 
650 || 0,910 0,942 0,991 1,021 1,081 
700 | 0,910 0,942 0,990 1,021 1,080 
750 | 0,910 | 0,943 0,991 1,020 1,081 

*) Siedepunkt. 
Säuren. 
| q 
p . CH,0O, C,H,0, C,H,0, ‚H,O, | C0,H,0; 
| Ameisens. Essigs. Propions. | Isobutteres. | Isovalerians. 
100,7°*) 118° 141° 150°, 176° 

50 I 09 | 1081 | 1,108 1,179 1,211 
100 | 0,985 | 1,088 | 1,108 1,146 | 1,208 
150 | 0,988 103° 1 110 1,148 1,208 
200 | 0,990 | 1,038 | 1,109 1,141 | 1,205 
2350 ı 098 , 101 . 1,109 11538 | 1,205 
300, 0,995 | 1,048 1,107 1143 | 1,205 
350 | 0,997 1,044 1,108 1,141 | 1,208 
400 | 0,999 1,045 1,108 1,145 1,204 
450 | 1,002 106 | 1110 | 1,145 1,204 
500 | 1,002 1,046 1110 | 1,144 1,204 
550 | 1,002 | 21,047 1,110, 1,144 1,204 
600 | 1,008 1,048 1109 | 1,144 1:203 
650 j 1,002 1,049 1,108 1,144 1,203 
700 ....1,008 1,051 1,108 1,143 1,203 
750" 1,004 | 1,053 1,109 1,144 1,205 


*) Siedepunkt. 
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Zunächst sehen wir, dass für viele Stoffe y, wie es nach dem 
Dalton’schen Gesetze (bei gleicher Annahme über die Verdampfungs- 
grenze) sein sollte, in der That fast gleich 1 ist. Ferner zeigt sich, 
dass q in allen Fällen einen Gang hat, der freilich schwach genug ist. 
Dieser Gang scheint vom Verhältniss der normalen Siedepunkte un- 
abhängig zu sein, so steigt q an bei den ersten drei Säuren und fällt 
bei den beiden anderen, wiewohl alle Säuren einen höheren Siedepunkt 
haben als Wasser. Aehnlich unentschieden verhalten sich die Alko- 
hole. Alles dieses spricht sehr zu Gunsten des Dühring’schen Ge- 
setzes, auch in der vereinfachten Form. Uebrigens wächst die Zahl q 
sowohl bei den Alkoholen wie bei den Säuren mit wachsendem Gehalt 
an CH,, und zwar in beiden Reihen um durchschnittlich fast denselben 
Betrag von etwa 0,05 für je ein CH,. 

Wäre die Zahl gq constant, so müssten wir für irgend ein zusammen- 
gehöriges Flüssigkeitspaar bei gleichem Druck für alle Drucke haben: 


I Kr 9 


Da nun g anscheinend nicht ganz constant ist, haben W. Ramsay 
und S. Young!) die Formel aufgestellt: 

Er — nr +ei—8,). 

Diese unterscheidet sich vom (vereinfachten) Dühring’schen 
Gesetz durch Hinzufügung des Gliedes c(9, — 9). Dass auf diese 
Weise eine bessere Uebereinstimmung mit der Erfahrung erzielt 
werden muss, ist selbstverständlich. Nach den oben für die Alkohole 
und die Säuren mitgetheilten Werthen liegt die Zahl c, Wasser als 
Vergleichsflüssigkeit genommen, zwischen 0,0001 und 0,005, ist also 
klein genug. Für Quecksilber haben wir im gleichen Falle 0,000 98. 
Ueberhaupt ist c nur unbedeutend. Folgende Angaben sind dem Ost- 
wald’schen Werke entnommen: 


30) 


Wasser : Aethylalkohol . . . c = 0,000 10 
Aethylalkohol : Methylalkohol . c = 0,000 16 
Schwefelkohlenstoff : Aethyläther . c = 0,00016 

n : Aethylbromid . c = 0,00012 

n : Aethylchlorid c = 0,00011 
Chlorbenzol : Wasser. . . .. c = 0,000 60 
Brombenzol : Wasser . c = 0,00061 
Anilin : Wasser . c = 0,000 35 
Methylsalicylat : Wasser . c = 0,00061 
Bromnaphthalin : Wasser . . c = 0,000 46 
Schwefel : Schwefelkohlenstoff . c = 0,000 68 


!) Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. I (1887), 8. 250 ff. 
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Die Ulrich Dühring’sche Formel ist so genau discutirt, weil es 
sich um ein gutes Gesetz handelt und die Physik an guten Gesetzen 
sehr arm ist. 

Gehen wir wieder auf bestimmte Siedepunkte zurück, so hat 
Kopp zuerst eine Beziehung angegeben, wonach!) bei organischen 
Verbindungen „gleichen Unterschieden in der chemischen Zusammen- 
setzung gleiche Unterschiede in den Siedetemperaturen entsprechen 
sollten“. Es mögen binäre Verbindungen als einen Bestandtheil 
A,B,C,D,..., als zweiten Bestandtheil &, ß, y, 6,... haben, so 
dass sie dargestellt werden können durch 


A+o B+a C+& D+.u.. 
A+Bß B+Bß C+Bß D+Bß.. 
A+r B+Yy C+Y D+Yy.. 
A+6 B+6 C+6 D+d6.. 


Dann sollen also die normalen Siedepunktsunterschiede für ent- 
sprechende Glieder von je zwei horizontalen oder verticalen Reihen 
constant sein. Dieses sogenannte Kopp’sche Gesetz ist mehr und mehr 
eingeschränkt worden, indem man erkannt hat, dass die Siedepunkte 
selbst bei isomeren Verbindungen von einander abweichen, was sie 
nach der Kopp’schen Regel nicht thun sollten, und dass demnach 
die Zusammensetzung allein nicht entscheidend sein kann, sondern 
auch die Art der Zusammensetzung (die chemische Constitution) in 
Frage kommt. So gehen in der Reihe der normalen Paraffine von 
C,H,o bis Cs Hz4 die Siedepunktsdifferenzen für je ein CH, von 37° 
bis 19°, ebenso in der der normalen Jodide von CH, J bis C,H,,J für 
je ein CH, von 32° bis 21° berab u. s. f. Bei den normaleı Alko- 
holen schwanken die Unterschiede wie folgt: 


Alkohole. . C, H,O C, H,O C,H,,0 C,H,,0 C, Hu 0 GC H,;O0 
Siedepunkte. 78,4 97,0 116,0 137,0 156,6 192,0 
Unterschiede 18,6 19,0 21,0 196 2x 177 


Im Allgemeinen scheinen sie jedoch mit wachsendem Molekular- 
gewicht abzunehmen, so ausser bei den schon genannten normalen 
Parafinen und Jodiden auch bei den Bromiden, Chloriden, Acetaten, 
Fettsäuren, Aethylestern, Propylestern u. =. f. Es giebt,auch Fälle, 
in denen mit wachsendem Kohlenstoffgehalt Zunahme der Sied-punkts- 
differenzen stattfindet. Kurz: man sieht „dass die Sätze von Kopp 
zwar in grossen Zügen überall Geltung behalten, dass aber regel- 
mässige Abweichungen von denselben unverkennbar sind“. 

An Stelle des umfassenden Kopp’schen Gesetzes sind nun eine 
grosse Reihe von beschränkten Einzelgesetzen ermittelt und aufgestellt 


I) Ostwald, 1. c., 8. 326. 
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worden, wegen deren jedoch auf die Specislarbeiten verwiesen werden 
muss, die übrigens im Vorstehenden meist erwähnt sind. 
Eines nur möchte ich hervorheben: Wenn man das Verhältnis 


G3 
7, für einen und denselben Stoff bei zwei verschiedenen Drucken be- 
{J 


rechnet, so soll dieses Verhältniss für chemisch nahe stehende Sub- 
stanzen von fast gleicher Grösse sein. Nernst und Hesse!) geben 
nach O. Schumann folgende Zusammenstellung: 


I Siedepunkt f » 
Substanz — _i En 
9 bei 760mm | 9, bei 200mm i 
Methylformiat, 0,H,0, - - 305,3 | 273,7 "1115 
Methylacetat, H,O, - - - | 330,5 298,5 "1115 
Methylpropionat, C,H,0, . 352,9 316,7 "1114 
Methylbutyrat, C,H,.0, - » || 375,8 336,9 I, 1,114 
Methylvalerat, C,Hu0, - - 389,7 350,2 ' 1,1183 
Aethyl£ormiat, 0,40, . » 327,4 298,1 ! 1117 
Aethylacetat, 0,H,0, . . . || 350,1 314,4 on 
Aethylpropionat, 0,H100, - | 871,8 333,7 | 1,118 
Aetbylbutyrat, O,H10, . - | 392,9 352,2 I 1,116 
Aethylvalerat, C;H40, . - 407,8 385,3 h 1,115 
Propylformiat, H,O. - » 354,0 318,0 | 1,113 
Propylacetat, 0,H.0, - . - 373,8 3880 | 112 
Propylpropionat, 0,H20, -» 395,2 358,0 | 1118 
Propylbutyrat, C,H40, . . 415,7 374,2 | 211 
Propylvalerat, 0,H,0, . -» 428,9 385,6 | 1,112 
1 


Die Verhältnisszahlen schwanken nur zwischen 1,117 und 1,111. 
Ein Gang mit zunehmendem Gehalt an CH, ist mit Sicherheit höch- 
stens bei den Methylverbindungen festzustellen. Ausserdem sieht 
man, dass isomeren Verbindungen in der That nicht genau die gleiche 
Siedetemperatur zukommt, wie schon früher erwähnt. So haben wir 


bei 760 mm bei 200 mm 
Methylacetat . . . 330,5 296,5 
Aefhylformiat . . . 327,4 293,1 
Methylpropionst . . # = 352,9 316,7 
Aethylacetat. . . . 8 = 350,1 314,4 


an ch — 364,0 318,0 


nst und Hesse, Siede- und Schmelzpunkt, 
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bei 760 mın bei 200 mm 
Methylbutyrat . . . # = 375,3 336,9 
Aethylpropionat . . 9 = 371,3 333,7 
Propylacetat . . . 9 = 373,8 336,0 
Methylvalerat . . . ® = 389,7 350,2 
Aethylbutyrat . . . 9 = 392,9 352,2 
Propylpropionat . . 9 = 395,2 358,0 
Aethylvalerat . . . ® = 407,3 365,3 
Propylbutyrat . . . 9 = 415,7 374,2 


Nicht nur sind die Siedetemperaturen verschieden in den fünf 
Gruppen isomerer Verbindungen, sondern es bleibt nicht einmal die 
Reihenfolge gewahrt. 

Nach Schrader!) soll bei isomeren Verbindungen die Säure stets 
höhere Siedetemperatur haben als die isomere Aetherart und die Unter- 
schiede können sehr bedeutend sein. So ist für Essigsäure {, = 117° 
und für das isomere Ameisensäuremethyl i, = 33°, für Propionsäure 
t, = 142° und für das isomere Ameisensäureäthyl t, = 55° u. =. f. 

Van’t Hoff nimmt an, dass solche unerwartet hochsiedende Stoffe 
wie Essigsäure im flüssigen Zustande bezw. ein hohes Molekular- 
gewicht haben. Zu diesen Stoffen soll auch Wasser gehören, welches 
als H,O eigentlich schon bei — 63° sieden sollte ?). 

Bei chemisch vergleichbaren Substanzen soll ferner mit wachsen- 
dem Molekulargewicht die Siedepunktsdifferenz abnehmen. Uebrigens 
finden die Verschiedenheiten bei verschiedenen Drucken im gleichen 
Sinne statt und sind auch fast von gleicher Grösse. 

Wir gehen nun über zu der wichtigsten Siedeteniperatur, der 
kritischen Temperatur. Diese ist bereits im ersten Bande sehr 
vollständig behandelt, hier kommt es also nur noch auf Einzelheiten 
an. Die kritische Temperatur liegt um so höher, je höher die nor- 
male Siedetemperatur ist. Als allgemein angenäherte Regel kann 
gelten, dass die normale absolute Siedetemperatur um die Hälfte ihres 
Werthes zu vergrössern ist, um zur kritischen Temperatur zu gelangen. 
Die reducirte Siedetemperatur beträgt hiernach etwa ?/,. Nennen wir 
die normale Siedetemperatur ®,, die kritische Temperatur #', so wäre 


D, = 2/,9' 


angenähert. Der Factor von ®' liegt zwischen etwa 0,56 (bei Schwefel- 
kohlenstoff) und 0,73 (bei Chlorwasserstoff). Ein Zusammenhang 
zwischen der kritischen Temperatur und der chemischen Constitution 
hat noch nicht ermittelt werden können. Pawleski stellt als Regel 


1) Wiedem. Ann., Bd. 11, 8. 998. 
9), Vorlesungen über theoretische Chemie, Braunschweig 1900, 8. 45. 
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auf, dass isomere Ester gleiche kritische Temperatur haben. Wich- 
tiger noch wäre die Regel, wonach in homologen Verbindungen die 
kritische Temperatur um stets den nämlichen Betrag die Siedetempe- 
ratur übersteigen würde. 

Iliernach haben wir zur Beurtbeilung beider Regeln: 


Substanz ! Formel v Ui 
— 
Aethylformiat . . . . - GH, | 2386 182,9 
Methylacetat . . . 0 2008 182,7 
Propylformiat . H,O, 287,4 182,8 
Aethylacetat . . . » 256,5 181,5 
Methylpropionat . 282,7 182,7 
Propylacetat . . GHO, | 2824 182,1 
Aethylpropionat » 20 | 182,1 
Methylbutyrat . . » | 9736 181,9 
Amylformiat . . . Hut, | 304,6 182,8 
Butylacetst . n | 305,9 182,2 
Isobutylacetat . . 5 295,8 181,2 
Propylpropionat » 13048 182,5 
Aethylbutyrat . . » 304,8 182,6 
Aethylisobatyrat . » 290,4 | 181,8 
Isobutylpropionat . GH, 318,7 | 182,9 
Propylbutyrat . 2... | 182,3 
Propylisobutyrat . . . . B 318,0 182,6 


woraus sich ergiebt, dass wenigstens bei den angeführten Substanzen 
diese beiden Regeln angenähert zutreffen. Besonders auffallend ist 
die Uebereinstimmung der Zahlen in der letzten Columne. Ostwald 
hat jedoch nachgewiesen, dass auch sehr erhebliche Abweichungen 
vorhanden sind. So schwanken bei den normalen Paraffinen die 
# — is zwischen 163° und 210°, bei Alkoholen zwischen 110° und 
174 u.0.f. 

Aus der obigen Zusammenstellung ist noch zu ersehen, dass in 
homologen Reihen die kritische Temperatur mit Zunahme an Kohlen- 
stofigehalt ebenfalls zunimmt, die Zunahme beträgt gegen 18 bis 20° 
für je ein CH,, was ungefähr dem Kopp’schen Gesetze entsprechen 
würde. So ist auch für Essigsäure (C3H,0,) t’ = 321,5° und für 
Propionsäure (C,H,0,) t’ — 339,9, also um 18,4 grösser. Aber für 
Dimsthylamin (NC3H,) ist 1" — 163,0 und für Trimethylamin (NC;H,) 
'o die Regel gar nicht. Kurz, von 
uren gilt das nämliche, was von den Siede- 
j u dass sie nicht durch die chemische 

den chemischen Aufbau 
tande der Wissen- 
Ueber alles 
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andere, den kritischen Zustaud betreffende, ebenso wie über die so- 
genannten übereinstimmenden Zustände, ist auf den letzten Abschnitt 
des ersten Bandes zu verweisen. 
Von der Dampfdichte der Flüssigkeiten ist nicht viel bekannt. 
Das Gesetz von Herwig ist bereits angeführt. Zeuner setzt für 
Wasserdampf als Function der Spannung 
puvt%16 — 1,7049, 
andere bedienen sich anderer Interpolationsformeln. Wie man auf 
Grund der Zustandsgleichungen die nöthigen Beziehungen ableitet, 
ist in Bd. I, S. 450 ff. gezeigt. Hier ist noch auf einen merkwürdigen 
Satz hinzuweisen, den van der Waals aus thermodynamischen Be- 
trachtungen abgeleitet hat!). Wir gehen von der Formel 28) auf S. 429 
von Bd. I aus und ersetzen darin Jr durch seinen Werth nach Glei- 
chung 24,) an gleicher Stelle, so wird 
U — U; op 
Hi Y2 — 9. 
%ı — Ug + P— es 
Betrachten wir p zuerst als Function von ® und v,, sodann als 
solche von ® und v,, so wird im ersten Fall 


22 = (55 + (5?) ev 
0% 0% v ov, > 09' 


op _ = (5 + (22) om, 
08  \0® PR Ov,/s 0% 
Andererseits ist nach Gleichung 45) auf $S. 84 und nach Glei- 
chung 58) auf S. 86 des ersten Bandes 


8). =), 


31) 


ım zweiten Falle 


32) 
te), 
0% FR Ob I 
somit 
U-U_2U | (de\ au 
38) v, —Us ov, ov, RN 2 0% 
U, -—L[; _ OU: (22 0% 
vı — 0% Ovy/s 0° 


Nun setzt van der Waals, seiner Theorie von der Constitution 
der Substanzen entsprechend, 


s4) n=-,+090 u=-, +00 


»- £ physik. Ohem., Bd. 36 (1901), 8. 461 ff. 
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alsdann wird 


eu a 
mw. — 
6v v% 
und es ergiebt sich 
®) ev %p\ 0w 
3) on) a), 55 


Die Grössen 


eu 


sind die relativen Compressionscoöfficienten, also haben wir 


36) m _ _M. 


Diese Formel hängt, wie gesagt, von der Hypothese ab, welche 
van der Waals über die innere Energie der Substanzen gemacht hat. 
Sie bleibt bestehen, wie van der Waals selbst hervorhebt, auch wenn 
a eine Function der Temperatur sein sollte. Nimmt man ferner den 
Clausius’schen Ausdruck für die innere Energie an, so geht die 
Gleichung über in 


than __uthdn, 
u a % B 


Van der Waals hat seine Formel einer Prüfung unterzogen, und 
zwar mangels geeigneter experimenteller Ermittelungen nur für ge- 
ringe Drucke, es darf dann nach dem Boyle-Gay-Lussac’schen 


Gesetze 
(a), _ı 
(77 p 
gesetzt werden und damit bekommt man 
dv, 
37; = pdv. 
) zZ, ran 


Auf das Volumen bei kritischer Temperatur bezogen sind nun 
nach Sidney Young für Aether zusammenhängende Paare von v,, tz: 
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ß. = 0,000 383 bit—= 815 
ß, = 0,000 506 „ t = 98,9 
ß, = 0,000 650 „t= 114,6. 


Die unmittelbare Ermittelung nach Amagat ergab für die gleichen 
Temperaturen die Zahlen 0,000 367; 0,000 555; 0,000 672. Die Zahlen 
sind zwar sämmt)ich grösser, gleichwohl muss die Uebereinstimmung 
als eine gute bezeichnet werden, welche auch noch für niedrigere Tem- 
peraturen nachgewiesen wird. 

Demnach hätten wir für den Zusammenhang zwischen dem Vo- 
lumen des Dampfes und dem der Flüssigkeit mit grosser Annäherung 


avı ßı 
38 —m — 
dv; Pr 
Haben Flüssigkeit und Dampf gleiches Molekulargewicht, so ist auch 
dv, ßı 
39 —_ _ı.D. 
) ddg Pa 


Das Molekularvolumen der Gase ist bekanntlich für alle 
idealen Gase bei gleicher Temperatur und gleichem Druck gleich gross. 
Bei Flüssigkeiten findet eine solche Beziebung nicht statt. Wie sich 
Flüssigkeiten im kritischen Zustande in dieser Hinsicht verhalten, ist 
Bd. 1, S. 469 discutirt, die Flüssigkeiten wären in diesem Zustande bis 
zu einem gewissen Grade mit einander vergleichbar. Für andere Tem- 
peraturen Vergleichungen auszuführen, ist allgemein noch nicht ge- 
lungen. Kopp hat jedoch auf Gesetzmässigkeiten hingewiesen, wenn 
man die Flüssigkeiten bei den Siedetemperaturen untersucht. Diese 
Gesetzmässigkeiten finden in grossen Zügen in der That statt und 
sind darum mitzutheilen !). 

Isomere Verbindungen haben nahezu gleiches Molekularvolumen, so: 


Essigsäure, ‚H,O, - -» - 63,7 _ | Methylbutyrat, C,H,0, - . 126,5 
Methylformiat, n 0.6384 | Aethylpropionat, „ . . 125,8 
Propionsäure, C,H,0, . . . 85,4 Metliylvalerat, O,H 0% - - - 149,2 
Aethylformiat, „ 0. 85,8 Aetlıylbutyrat, » .. . 149,3 
Methylacetat, n 0. 84,8 ı _DButylacetat, n .....149,3 
Buttersäure, 0,H,0, - . . . 107,1 Amylformiat, n 149,8 
Asthylacetst, „ .. . . 107,6 Aethylvalerat, C,H, 05 - - - 173,6 
Valeriansäure, C,H, 0, - - . 130,7 Anıylacetat, nn. 1744 


Die vorstehende Zusammenstellung giebt ferner für die einzelnen 
Gruppen der Verbindungen C, H3n 0, die Mittelwerthe 


Molekularvolumen: . . . 85,2 107,3 127,7 149,5 174,0 
Diferens . . .... 221 204 218 24,5 


In Durchsohnitt ist hiernach die Differenz für ein CH, gleich 22,2. 
Nash Kopp soll überhaupt bei analogen Verbindungen derselben 


1 Ostwald, 1. 0. 8. 356 ff. 
‚ein, Thermodynamik. II. 12 
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Differenz in der Zusammensetzung auch die gleiche Differenz im Mole- 
kularvolumen entsprechen. Das trifft annähernd zu in der Reihe der 
Ester, der Alkohole, der Säuren, Aldehyde u. s. f£ Die Differenz für 
ein CH, ist sogar in allen diesen Reihen fast die nämliche, gegen 22. 

Wie schon bemerkt, sind auch erhebliche Abweichungen von 
diesen Regeln vorhanden; bei isomeren Verbindungen wächst im All- 
gemeinen das Molekularvolumen mit der Siedetemperatur, in manchen 
Fällen nimmt es jedoch ab. Ferner entspricht auch nicht immer einem 
CH, in allen Verbindungen das nämliche Molekularvolumen von 22. 

Kopp ging von der Annahme aus, dass jedes Element in allen 
Verbindungen stets das nämliche Molekularvolumen besitzt. Bei Sauer- 
stoff jedoch musste er eine Ausnahme machen; dem vollständig an ein 
Kohlenstoffatom gebundenen Sauerstoff musste er ein anderes Volumen 
zuschreiben als dem mit zwei verschiedenen Atomen vereinigten. 
Nennt man mit Ostwald den ersteren Sauerstoff Carbonyl - Sauerstoff, 
den anderen Hydroxyl-Sauerstoff und bezeichnet den einen mit O, den 
anderen mit 0’, so wäre nach Kopp das Molekularvolumen einer Ver- 
bindung Cm Hn 0, 0, gleich 

v=110m + 55nr + 12,2p +4 7,89. 
Die Zahlen geben die Atomvolumina der Elemente C, H, O, 0. 

Später war man genöthigt, auch für Schwefel und Stickstoff 
mehrere Molekularvolumina anzunehmen. Die ferneren Untersuchungen 
von Schiff und Lossen zwangen zuletzt, die Anschauung, dass die 
Elemente in allen Verbindungen ihr Volumen beibehalten, ganz aufzu- 
geben, und diese Anschauung als nur angenähert zutreffend anzusehen. 
Nach Schröder sollen alle Elemente so aus Atomen zusammengesetzt 
sein, dass in jeder Verbindung alle Atome (gleichviel welchem Element 
angehörig) das nämliche Volumen aufweisen, oder ein Volumen, welches 
ein ganzes Vielfaches eines bestimmten Volumens ist. Dieses charak- 
teristische „Elementaratomvolumen“, eine Stere, ist jedoch für ver- 
schiedene Verbindungen verschieden und variirt zwischen 6,7 und 7,5. 
So beträgt es nach Ostwald’s Berechnung in der Reihe der 


Kohlenwasserstoffe: 6,89; 6,99; 6,82; 7,11; 7,23 
Alkohole: . . .7,12; 6,91; 6,77; 6,88; 6,78; 6,78; 6,81; 6,74; 7,09 


Ester: 0.686,97; 7,06; 7,11; 7,19; 7,24; — ; 6,85 
Säuren: . . . .7,04; 7,08; 7,05; 7,14; 7,26; 7,43; 7,45; 7,47 
Aldehyde: . . „7,11; 7,05; 7,18; 7,01; 7,18; 6,93; 7,27 


Als allgemeine Regel dient: die Zahl der Steren in einer 
Verbindung von (C, H und O ist gleich der Zahl der Atome 
vermehrt um eine Stere für jedes Atom Carbonylsauerstoff 
und um eine Stere für jede Doppelbindung des Kohlen- 
stoffs. Die Regel ist sehr bequem, aber wegen Verschiedenheit der 
Einheit, der Stere, für verschiedene Verbindungen doch nur von be- 
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schränktem praktischen Werth. Ihre Bedeutung liegt mehr auf theo- 
retischem Gebiete. 

Ramsay und Young!) haben gefunden, dass für alle von ihnen 
untersuchten Stoffe die Grösse + ® fast den nämlichen Werth hatte. 
In diesem Falle wäre also nach der Verdampfungsformel auch 

r 
d%, — 
wo c eine für alle Stoffe gleiche Zahl bedeuten würde, und bei Flüssig- 
keiten, welche gleiches Molekulargewicht haben wie die Dämpfe 


40) 


= c, 


41) — me 


Gehören aber die Stoffe zu denjenigen, für welche das Gesetz von 


Trouton gilt (Bd. 1, S. 455 f.), so ist = 


eine bestimmte Zahl ist (gegen 22 etwa), und in diesem Falle wird 


42) u —u=aß. 


== c,, woselbst abermals c, 


Die Dampfdichte wäre hiernach fast genau proportional der Siede- 
temperatur und der Factor für alle Stoffe gleich. Das erinnert an das 
vorhin für isomere Stoffe aufgestellte Gesetz, bei denen ja auch die 
Siedetemperaturen fast gleichen Werth haben. Die Tbatsache jedoch, 
dass es isomere Stoffe giebt, deren Molekularvolumen bei grösserer 
Siedetemperatur gleichwohl kleiner ist, als dem Durchschnitt entspricht, 
deutet darauf hin, dass Ramsay-Young’s Regel doch nur angenähert 
zutrifft. Uebrigens hätten wir nach dieser Regel auch 


43) U, — U=(Je—p m — da): 


d. h. für verschiedene Stoffe wäre das Verhältniss der Energieänderung 
zu der Volumenänderung beim Uebergange vom flüssigen Zustande 
zum dampfförmigen eine lineare Function der Spannung. Das ent- 
sprechende Verhältniss für die Aenderung der Entropie müsste umgekehrt 
proportional der Siedetemperatur sein. Bei Stoffen, welche dem 
Trouton’schen Gesetz entsprechen, wäre sogar die Entropieänderung 
gleich gross. 

Letztere Behauptung fliesst aus der Gleichung 27) auf Seite 429 
des ersten Bandes, nach welcher ist 


44) 4S=8-,=- 1m -)E=]} 


es 8 
Die Grösse links bezeichnet die Aenderung der Entropie bei dem Ueber- 


gange einer Masseneinheit Flüssigkeit von der Temperatur ® in ge- 


I) Zeitschr. f. physik. Chemie Bd. 1, S. 249, 
12* 
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sättigten Dampf gleicher Temperatur. (seht nicht eine Masseneinbeit, 
sondern eine Masse M in Dampf über, so ist die Aenderung 

Mr 
45) MAS= ',- 
Nun ist die ganze Entropie 5 von Flüssigkeit und Dampf bezogen auf 
Masseneinheit 


1) S-SU-MHMS=-SHUS- Ss +t. 
Demnach wäre in den vorbezeichneten Fällen die ganze Entropie allein 
abhängig von der Natur der Flüssigkeit, nicht von der des daraus 
entstehenden Dampfes, oder: gesättigte Dämpfe isomerer Verbindungen 
hätten bei gleicher Spannung gleiche Eigenschaften. Uebrigens spielt 
die letzte Gleichung eine grosse Rolle namentlich in der technischen 
Wärmelehre, sie dient zur Ermittelung condensirter Flüssigkeitsmengen. 
Gewöhnlich setzt man dabei 
woselbst C die Wärmecapacität der Flüssigkeit bezeichnet, was sich 
bis zu einem gewissen Grade als ausreichend erwiesen hat. Ver- 
gleicht man dieses mit der entsprechenden Beziehung 43) auf Seite 193 
des ersten Bandes für ıdeale Gase, so setzt also die obige Annahme 
voraus, dass hinsichtlich der Entropie Flüssigkeiten sich annähernd 
wie Gase verhalten, und ausserdem, dass v bei Flüssigkeiten mit der 
Temperatur nur sehr wenig variabel ist; letzteres trifft allerdings zu. 
Gilt übrigens die Trouton’sche Beziehung, so entspricht (Seite 456 
des ersten Bandes) die Entropie einer Flüssigkeit überhaupt derjenigen 
eines Dampfes und das mag zur Stütze jener einfachen Annahme dienen. 
Lewis!) hat noch andere Beziehungen abgeleitet, die trotz unzu- 
reichender Begründung wegen ihrer, anscheinend allgemeinen, Be- 
deutung erwähnt sein mögen. Er geht von der freien Energie aus. 
Nach 95) auf Seite 101 des ersten Bandes haben wir 


oF 
48) F ( 5), rt! 
Bei Gasen und — wie wir später sehen werden — auch bei verdünnten 


Lösungen ist nun, Bd. 1, S. 194, Gleichung 4) 


49) Fr=J)tle,—S _— 1y (8° vB], 

also für zwei Zustände in einem isothermischen Vorgang 
. . | 1, v 

50,) F, — F, ni J® |» — (cu); — T Ig | 


!) Proceedings of tbe American Academy of Arts and Sciences Bd. 35 
(1900), 8. 3 fi. 
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oder 

50,) FR, = (F) — RP log v,, 
wo (F) eine neue Grösse ist. "Daraus folgt dann 
51,) =) = (4, F\ _ R logo, 


Erweitern wir jetzt die allgemeine Gleichung 48) für F' dadurch, 
dass wir rechts eine zunächst willkürliche Grösse f hinzufügen, so 
können wir darin unter F auch das F3 verstehen, und indem wir jetzt 
die Indices weglassen, wird zunächst für constantes ® gemäss 51,) 
or o(F) 

8), - (45), — Rloge, 
somit nach der allgemeinen Gleichung 48) für F, indem wir diesen Werth 
als ersten Näherungswerth einführen, 


SE), — Rdlgv+ f+ U 


513) 


52) a; 


und nach nochmaliger Differentiation 


tt ee), 


Dieses soll mit der ersten Gleichung 51,) für 2 übereinstimmen, 
also ist 
(5 =-2(,) — of 
od), 09 (55). 
Die Grösse links vom Gleichheitszeichen giebt J c,, es wird demnach 
(Fe _ _I/a_ (5 1 
eo) % 09), % 
und 


(FE), = | a» — (&5),F arh 


wo h eine Function allein von v ist. Jetzt haben wir nach Gleichung 52) 


__ "cu es , 
r=-J0|5a0—2|(55): T+on+ U+f— RS logo 


ne EEE JEEZ. 
gesetzt wird, 


53) F=— RO ge — J0|ga0 + U+ me. 


oder wenn 
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Ich ersetze R durch my R und nehme an, dass es sich um 2. Gramm- 
Molekeln handelt, die freie Energie gehöre einem Aggregate von ver- 
schiedenen Substanzen an, alsdann haben wir 


54) F= — RIEnm 190 — 10 | Zmm d® 


+ 9 Zn. mı Hr + Enmr U, 


und für zwei durch einen isothermischen Vorgang verbundene Zu- 
stände, die durch Indicesaccente unterschieden sind, wenn man noch 
setzt j 


Zn Mm. Cu, = Co; Zn, m, HH = 9, Zr m. U = U 


55) F'=F'—- RI -— — n' 
1, 2 
+ IH" —_ H') + w __ W. 

Dieser Ausdruck nun soll für die freie Energie ganz allgemein be- 
stehen. Wenn man den Rechnungsgang genauer betrachtet, so beruht 
alles offenbar auf einem sehr unsicheren Näherungskalkul; allgemein 
gilt also die Formel kaum. Nach 33,) S. 97 von Bd. 1 ist in jedem 
isothermischen Process 


56) aW=—dF, 
also falls es sich um Ausdehnung unter constantem Druck handelt, 
mn  P-r=-Inm=--ram=-—r% 


Somit wird in diesem Falle 


88) pB—=R9 U 


worın nach 
kb 
59) d= DD, mu — D, mo 
k=ı k=1 


ist. Die 5 sind nur Function der v, nicht von ®. 
Wir gehen nochmals zurück auf die Beziehung für eine einzelne 
Substanz. Es ist nach 53) 
oF dr 0c,d® oU oH 
Tl 2 aa 7 2 Eu 
oF 


somit wegen p = zur 
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R»Y 0c, d® oU oH 
60) PH mE 
Bei idealen Gasen ist CC =(, ou = (0), somit auch oH =(. 
oV Ov 0V 


Allgemein nimmt nun Lewis an, dass zwar c, von v, nicht jedoch 
von ® abhängt; da nun H auch nur Function von ® ist, so setzt er der 


obigen Formel entsprechend 
Rd oU 
61 — 
PT, - fo) % 


was eine Art Zustandsgleichung ist, und erhält nun im Falle einer 
Flüssigkeit und ihres Dampfes 
v 


62) Fi — F, -| 
Ve 


RYdv , 
ya + u m. 


Die weiteren Folgerungen, die Lewis aus dieser Gleichung unter 
Einführung vieler Vernachlässigungen zieht, kann ich übergehen, er 
bezeichnet sie selbst als mit der Erfahrung nicht in Einklang. Erinnern 
wir uns aber der Gleichung 26) auf Seite 429 des ersten Bandes, so 
würde folgen 


vı 8 
0=r(Wm — u) 0 + (% — U)) 
2) 


oder zufolge der Gleichung 25) an gleicher Stelle 


? dv R j, dv 
u 


eine Gleichung für die latente Wärme. Für alle Stoffe, für welche das 


Trouton’sche Gesetz gilt, müsste aa | einen und den- 


et 
Je /W) 
ı 
selben Werth bei der Sıedetemperatur unter gleichem Druck haben. 
Lewis nimmt an, dass /(v) so klein gegen v ist, dass man von seiner 
Veränderlichkeit absehen darf. Dann wäre 


vb, 
log 67 Const, 


also u, — b= A(v, — b), die Dampfdichte also eine lineare Function 
der Flüssigkeitsdichte, was aber der Erfahrung nicht entspricht. Also 
nützen diese letzteren Betrachtungen in unserem Falle wenig, man 
kann über die allgemeine Gleichung 58) nicht hinaus, welche für eine 
Flüssigkeit und ihren Dampf ergiebt 
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63) pP (mm — mad) = RE (m m, logo, — ng ms logv,) 
ad 
— 18 [mmtd, — m] +0 mm Eh — nam) 


+ m U — nm Do). 


Die Grösse nı m (&), — N Mg (cu), —= 0 zu setzen, wie es Lewis thut, 
ist kaum zulässig, und gewonnen wird damit auch nur wenig, da die 
Funotionen H doch nicht bekannt sind. Also haben die vorstehenden 
Entwickelungen zunächst nur theoretisches Interesse, wenigstens für 
Flüssigkeiten und Dämpfe. Im kritischen Zustande ist &, — v,, ebenw 
U, = U;,(%), = (%),, somit auch H, — H,; mehr lässt sich über 
diese Function nicht aussagen, höchstens noch, dass sie nur von # 
abhängt. 

Zuletzt hube ich noch einige Beziehungen zu erwähnen, welche 
zuerst Herr Wiebe!) entdeckt hat. Multiplieirt man die Siede- 
temperatur mit der wahren Ausdehnung einer Molekel der Flüssigkeit 
bei dieser Temperatur, so erhält man Zahlen, welche ganze Vielfache 
einer Zehl sind, die etwa 0,0036 beträgt. So ist: 


Bubstanz 


Behwefel. 2... 0,008015 122 2.176883 600 x 0,003628 


Selen » 1 0,001872 975 1,82520 500 X 0,003650 
Tellur . | 0,001020 1421 1,48221 400 x 0,003655 
Zink “| 0.000795 1315 1,0543 800 x 0,003485 
Cadmium .... | 0,001188 1135 1,34838 400 X 0,003371 
F ı 
Hiernach wäre 
dv 
64 + ——nß. 
) Im [2 . 


n ist eine ganze Zahl, und nimmt Herr Wiebe als dem Ausdehnung 
ooefficienten 0,00366 der idealen Gase gleich an, was annähernd zutrift. 
Eine entsprechende Beziehung soll für die Schmelztemperstur bestehen, 
darauf werden wir später zu sprechen kommen. 

de Heen?) hat ein Gesetz aufgestellt, welches dem Wiebe ’schen 
gleichkommt, sich aber auf den gewöhnlichen wahren Aus 
dehnungscoöfficienten der Flüssigkeit bei der Siedetemperatur bezieht, 


Für homelage, cheminche Verbindungen zoll.& 2 einen und denselben 


‘) Berichte d. deutsch. chem. Gesellsch., 1878, B. 788 
*) Physique comparde, 1888, 8. 189, 
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Werth haben. Zur Bestätigung dieses Gesetzes bringt er zahlreiche 
Beispiele bei. So liegt jenes Product 


bei den Alkoholen . . . . . zwischen 0,354 und 0,387 


%  „ Chloriden der Alkohole . y 0,420 „ 0,437 
n„ » Bromiden „ n n 0,413 „ 0,422 
„ n Jodiden n n n 0,394 „ 0,399 
„ » Formisten „ n n 0,427 „ 0,441 
» n Acetaten „ n n 0,432 „ 0,448 
» „» Propionaten y n 0,440 „ 0,456 
» n Butyraten „ n n 0,451 „ 0,465 
„ n Valeraten „ n n 0,443 „ 0.463 
„ n Benzosaten „ n n 0,424 „ 0,447 
n n Oxalaten „ n n 0,481 „ 0,490 
» » Kohlenwasserstoffen . n 0,484 „ 0,460 
n„ „ Fettsäuren !) n 0,412 „ 0,479 
„ PbCl,, SbCl,, AsQl, . . n 0,394 „ 0,398 
„ TiCl, CCl, SnCl,, SICH, n 0,402 „ 0,440 


Angenähert stimmt also die de Heen’sche, Regel. Gleichwohl wird 
man geneigt sein, das Wiebe’sche Gesetz als das rationellere zu be- 
zeichnen. Ausnahmen von beiden Gesetzen scheinen sicher festgestellt 
zu sein. 

Der Vorgang der Verdampfung wird in der kinetischen 
Theorie der Substanzen nach Clausius in folgender Weise aufgefasst. 
Da die Molekeln alle möglichen Geschwindigkeiten haben, werden 
unter den über die Oberfläche der Flüssigkeit hinaus sich bewegenden 
auch solche sein, welche die Wirkungssphäre dieser Oberfläche ver- 
lassen. Diese werden dann in dem Raume über der Flüssigkeit als 
Dampfmolekel sich weiter bewegen. Im Laufe der Zeit wird die 
Flüssigkeit auf diese Weise mehr und mehr Molekeln verlieren. Ist 
der Raum über der Flüssigkeit frei, so können sich die Dampfmolekeln 
verlieren, und die Flüssigkeit verdunstet allmählich ganz. Ist dieser 
Raum geschlossen, so füllt er sich mit Molekeln mehr und mehr. So- 
bald jedoch die Zahl der Molekeln darin wächst, werden darunter 
einige sein, welche, von den anderen gestossen, in die Wirkungssphäre 
der Flüssigkeit und zuletzt in diese selbst zurückkehren. Wenn 
schliesslich in der Zeiteinheit ebenso viele Molekeln in den Dampfraum 
hinein gelangen, als aus diesem Raume in die Flüssigkeit zurückkehren, 
ist nach aussen Gleichgewicht erreicht, der Dampf ist gesättigt, hat 
einen bestimmten Druck und die Temperatur der Flüssigkeit. 

Stefan) hat nun darauf hingewiesen, dass unter der Annahme, 
dass die Ansiehung der Dampfmolekeln auf einander gegen die der 


!) Jedoch Ameisensäure 0,870. 
7) "Wieden. Ann. Bd. 89, 8. 658. 
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Flüssigkeitsmolekeln zu vernachlässigen ist, bei einer Flüssigkeit, die 
eben begrenzt ist, ebenso viel Arbeit erforderlich ist, ein Theilchen 
aus dem Innern der Flüssigkeit an die Oberfläche zu schaffen, als es 
weiterhin von dieser Oberfläche ausser der Wirkungssphäre der Flüssig- 
keit zu bringen. Bei concaver Oberfläche findet diese Gleichheit nicht 
statt, vielmehr ist die zweite Arbeit grösser als die erstere, weshalb 
auch die Dampfdichte über einer concaven Fläche kleiner ausfällt als 
über einer ebenen (S. 71). Das Umgekehrte findet statt bei convexer 
Oberfläche. Ist nun S die von der Flüssigkeit auf ein Theilchen von 
der Masseneinheit ausgeübte Molekularkraft, ds der Weg des Theil- 
chens, @ die Dichte der Flüssigkeit, so haben wir für jene Arbeit 


65) A= |e8Sas. 


Nach den Gesetzen der Hydrodynamik ist aber ge Sds die Druck- 
änderung dp beim Uebergange von Ss nach s + ds, also bekommen 
wir, wenn die Dichte innerhalb der Flüssigkeit nicht variirt: 


66) AB —m=e|Sdas=gB. 

Der Weg s ende in der Oberfläche und beginne in einer Entfernung 
gleich dem Wirkungsradius unterhalb derselben, dann ist B äquivalent 
der Verdampfungswärme, und die obige Stefan’sche Gleichung lehrt 
den molekularen Druck innerhalb der Flüssigkeit kennen, wenn der 
in der Oberfläche gegeben ist. Stefan wendet die Formel auf Aether 
an, setzt 0 — 0,73, B = 3526 (wobei der Druck einer Atmosphäre auf 
ein Quadratcentimeter als Einheit genommen ist) und berechnet so 
Ps — 2574 Atmosphären, wofür früher (S. 71) nach van der Waals 
ein anderer Werth namhaft gemacht ist. Eine noch grössere Zahl für 
9, ergiebt sich, wenn man die Dichte als variabel ansieht. 

Stefan hat sodann den Vorgang der Verdampfung wie einen 
solchen der Diffusion der Dampfmolekeln durch Dampfmolekeln selbst, 
oder falls die Verdampfung in einem besonderen Gase vor sich geht, 
durch dieses Gas (Luft) behandelte Demnach finden hier die in Ab- 
schnitt 43 des ersten Bandes entwickelten Gleichungen Anwendung. 

Stefan behandelt den besonderen Fall, dass die Verdampfung in 
einer oben offenen Röhre stattfindet, an deren Mündung der Dampf 
stets (etwa durch einen dagegen quer geblasenen Luftstrom) entfernt 
wird, so dass schon unmittelbar über dieser Mündung Dampf nicht 
mehr vorhanden ist. Die Dichte des Dampfes nimmt dann von der 
Flüssigkeitsoberfläche nach der Röhrenmündung hin ab. Unmittelbar 
an der Flüssigkeitsoberfläche wird sie den ihr bei der betreffenden 
Temperatur zukommenden Betrag haben, an der Röhrenmündung wird 
sie Null sein. Die Grössen sollen dieselbe Bedeutung haben wie die 
in Abschnitt 43 gleichbezeichneten. 

N,, %, sollen sich auf den Dampf, ng, u, auf das Gas beziehen, in 
welches der Dampf sich verbreitet. Die x-Axe (Axe der Röhre) beginne 
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in der Röhrenmündung, von dort bis zur Flüssigkeitsoberfläche sei die 
Strecke h, die Zahl der Dampfmolekeln in der Röhre bei 2 = h, an der 
Flüssigkeitsoberfläche, bezogen auf Streckeneinheit, sei N,. Verdunstet 
innerhalb der Zeit dt von der Flüssigkeit eine Strecke dh, so nimmt 


die Zahl der Dampfmolekeln daselbst zu um Nah dt, zugleich diffun- 


dt 
diren jedoch Dampfmolekeln in das Gas hin und Gasmolekeln in den 
Dampf. Es bleiben aber von den Dampfmolekeln N, Molekeln zurück, 


also diffundiren (N — N)) Zi dt Dampfinolekeln aus dh heraus, und 
es wird bei 2 = h 


dh 

67,) nu = — (N — N) 
dt 

Von dem Gase werden entgegengerichtet so viele Molekeln diffundiren, 

dass die Zahl » aller Molekeln an der Flüssigkeitsoberfläche erhalten 


bleibt, da sich sonst nichts geändert hat, somit muss sein: 


67,) N, —= (n — nn, nn 

und wir bekommen 

68,) nu +nWw=(n— N) a 
somit: 

68;) NgUg — (n — N) 5 — 4. 


Nun ist aber (Bd. 1, S. 346, leichung 18,): 
p® nn 
69) treu m)=0, 


also nach Einsetzung des Werthes von n,%,, wegen n, + 2, = n: 


70) p + n,u, + nn =0 
Differenziren wir diese Gleichung nach x und beachten, dass nach 


Gleichung 20) auf Seite 347 des ersten Bandes 


on, u) _ © on 
71) pr Tr 
gein muss, so folgt 
on _,„ On N— non, dh 
ie m» ea? Rn Gr dt 
Das Integral dieser Gleichung muss für 2 =0,n, =(0; frr =h 
dh 
rn, = N, geben. Ferner ebenfalls für x —=h; nu =— (N — N) — 


188 Zehntes Capitel. 


also muss 


72) on _n— N „ah 


0a 
sein. Stefan, der alle diese Gleichungen abgeleitet hat, findet als 
Integral, welches der Differentialgleichung 71,) und allen drei Be- 
dingungen genügen kann, 


N— 

73) = 4{” eis ga, h=20YDt,ß = - N 

ö 
Für x = 0 ist offenbar n, = 0, für x = h bekommt man wegen des 
Wertbes von h 
74) — 4 " e-#-2u08 da 

0 

als Beziehung zwischen A und &. Herner ist zu Folge der Glei- 
chung 72) fire =h 
75) Ae-e-taf _guaN- — Ni, 


Diese in Verbindung mit der vorletzten Gleichung giebt eine Gleichung 
für & allein, nämlich 


[ N 
. 2+gu28 | „2 2oBs —_ _ "Nı 

76) ae” E de INm— N) 

0 
Stefan nimmt nun an, dass die Diffusion des Dampfes durch das Ab- 
blasen an der Röhrenmündung so unterstützt wird, dass, was an Dampf 
in der Zeiteinheit gebildet wird, sehr gross ist gegen Dampf und Luft 
zusammen, die auf der Flüssigkeitsoberfläche lagern; alsdann wird n 


gegen N sehr gross sein, also auch ß = —* gine bedeutende Zahl 


angeben, so dass man 2? gegen 2@&ßz fortlassen kann und ebenso 
a3 gegen 20? ß. Alsdann geht die Gleichung für & über in 


[ eau®? — 1 % N, 
u? —2ußz — — — ___ oo. 
ae? E de FT; INm— N) 
0 
und zufolge des Werthes von ß in 
2 — n n (N — N)) 
ey, Um N) 


womit sich dann ergiebt. 
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Seien m, @ Molekulargewicht und Dichte der Flüssigkeit, m, @, die 
gleichen Grössen für den Dampf, dann wird = Nm, 0, = nm und 
indem wir den Dampf wie ein Gas behandeln, können wir setzen 
Pd 

nm Pi © 2% 
Da ferner N, in derselben Weise proportional dem Druck P des ge- 
sättigten Dampfes ist wie n dem beobachteten Druck, so geht die 
Formel über in 


775) m— MP, 


Die Gleichung stellt fest, in welcher Weise der Flüssigkeitsspiegel 
sich in Folge der fortschreitenden Verdampfung unter den angegebenen 
Bedingungen senkt. Sie ist einer Prüfung durch den unmittelbaren 
Versuch vom Urheber selbst und von anderen Forschern unterzogen 
worden !). Früher hatte Dalton angenommen, dass die Verdampfungs- 
geschwindigkeit der Dampfspannung direct, dem Luftdruck umgekehrt 
proportional sein sollte. Dieses weicht von der obigen Formel ganz 
und gar ab und ist auch durch die vorbezeichneten Versuche dem 
Stefan’schen Gesetz gegenüber als unzureichend erwiesen worden. 
Doch hängt freilich vieles von den Bedingungen ab, unter denen die 
Verdampfung vor sich geht und die von den zur Ableitung der Formel 
angenommenen selbstverständlich beliebig abweichen können. Ins- 
besondere soll nach Blasius?) der Einfluss der Schwere des Dampfes, 
dem in Stefan’s Theorie keine Rechnung getragen ist, während doch 
die Röhren vertical stehen müssen, keineswegs zu vernachlässigen sein. 


Ueber die zweite Grenztemperatur der Flüssigkeiten, die Er- 
starrungstemperatur, wird im nächsten Capitel gehandelt werden. Hier 
ist nur Folgendes zu bemerken. Wie Flüssigkeiten Siedeverzögerungen 
erfahren können, so auch Erstarrungsverzögerungen, sie vermögen 
unter Umständen noch weit unterhalb ihrer normalen Erstarrungs- 
temperatur noch als Flüssigkeiten bestehen zu bleiben. Sie sind dann 
unterkühlt. 

Die normale Erstarrungstemperatur fällt, wie alle Er- 
fahrungen lehren, durchgängig mit der normalen Schmelz- 
temperatur des festen Körpers, zu dem die Flüssigkeit 
erstarrt, zusammen. Wird nun unterkühlte Flüssigkeit zum Er- 
starren gebracht, so entwickelt sie bei dem Uebergang in den festen 
Zustand so viel Wärme, dass ihre Temperatur zur normalen Erstarrungs- 
temperatur ansteigt. Es muss also innere Energie dabei frei werden, 


) Winkelmann, Wiedem. Ann. Bd. 33, S. 445 ff. 
2) Wiedem. Ann. Bd. 40, 8. 691 fl. 
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und hieraus folgt, dass Flüssigkeiten selbst unterkühlt immer noch 
mehr innere Energie besitzen als die entsprechenden festen Substanzen. 
Die theoretische Grenze der Unterkühlung ist offenbar gegeben, wenn 
die Flüssigkeit noch gerade einen solchen Energieüberschuss hat, dass 
dieser hinreicht, beim Erstarren ihre Temperatur bis zur normalen Er- 
starrungstemperatur zu heben. Nennen wir U, die innere Energie 
des festen Körpers, ® wäre bei der Erstarrungstemperatur 


78) Gg — U >60, 


und es bedeutet überhaupt U, — UT, die innere Schmelzwärme, 
genau so wie U, — U, die innere Verdampfungswärme war. Nennen 
wir diese innere Schmelzwärme _’, so wäre hiernach _’ positiv und 


79) u —- = Je. 


Die tiefstmögliche Unterkühlungstemperatur ist dann gegeben durch 


die Gleichung 
I 


” 
80) | cd — ge), 

% 
woselbst 9, die normale Erstarrungstemperatur, ®, die tiefstwögliche 
Unterkühlungstemperatur und c die specifische Wärme der Flüssigkeit 
bedeutet. Ist letztere constant, so hat man 


' 


9. —_l _9_l, 
81) =, h=m— 


oe’ ist, soviel bekannt, immer positiv, also auch 9, — 9,; über- 
schmolzen kann also eine Substanz nicht werden. Doch soll das 
Hydrat NaCl + 2H,0, welches bei — 12°C. schmilzt, unter Um- 
ständen noch bei + 15° fest sein. Das wäre das Gegenstück zur 
Unterkühlung und ganz anormal, wenn nicht etwa chemische Umwand- 
lung stattfindet. Die Gleichung 80) lehrt noch, dass, je geringer die 
innere Schmelzwärme, desto geringer auch die mögliche Unterkühlung 
ist. Gäbe es Flüssigkeiten, welche gar keine Wärme entwickeln, wenn 
sie erstarren, so wäre für sie U, = U, und #, —= 9,, diese liessen 
sich also überhaupt nicht unterkühlen. Unterhalb der tiefstmöglichen 
Unterkühlungstemperatur kann eine Flüssigkeit nicht bestehen, ohne 
zu erstarren, das ist also eine Art kritischer Temperatur, aber selbst- 
verständlich nur eine Art kritischer Temperatur; die wirkliche 
kritische Temperatur zwischen dem flüssigen und festen Zustande 
(und zwischen dem gasförmigen und festen) ist in ganz anderer Weise 
zu definiren, nämlich so wie die zwischen dem flüssigen und gasförmigen 
Zustande. Sie wird im nächsten Capitel behandelt werden. Uebrigens 
ist diese tiefste Unterkühlungstemperatur kaum für eine Substanz be- 
kannt, für Wasser ist sie von Grätz zu etwa — 27°C. geschätzt 
worden, was aber wohl nur die praktisch tiefst erreichbare Grenze ist, 
theoretisch wird sie viel tiefer heruntergehen. Welche Bedeutung sie in 


Gesetze von Wiebe. 191 


der Theorie der Reibung der Flüssigkeiten gewonnen hat, ist Seite 80 
aus einander gesetzt. 

Die Unterkühlung einer Flüssigkeit ist, wie die Siedeverzögerung, 
nur möglich, sie tritt nur unter besonderen Umständen ein, nament- 
lich wenn die Flüssigkeit frei von Erschütterungen und katalytischen 
Wirkungen gehalten wird. Wasser ist bis zu — 20° unterkühlt worden. 
Phosphor bis + 24° bei einer normalen Erstarrungstemperatur von 
+ 44°, Schwefel gar bis + 20%, obwohl die normale Erstarrungs- 
temperatur 110° beträgt. Das Verhalten des Schwefels ist auffallend, 
und nach der Grösse seiner Schmelzwärme nicht zu erwarten. Aber 
Schwefel ist ja eine sehr capriciöse Substanz, die in allen möglichen 
Modificationen existirt. 

Den normalen Siedepunkt 9, mit dem normalen Erstarrungs- 
punkt 9, hat Herr Wiebe!) durch eine sehr einfache Beziehung ver- 
bunden. Ist nämlich € die mittlere specifische Wärme zwischen 9, und 
D,, so soll sein 


% bedeutet die mittlere Ausdehnung zwischen 9, und 9, bezogen auf 
Volumeneinheit. Folgende Zusammenstellung dient zur Stütze: 


ol 
> 
© 


Element 


| I 
| ) 
ron | 31,98 00020 | oo | 7 : 1186 


1,02 
Be... 2.0. 78,00 | 0,000 1898 | 0,0801 700 : 217 1,01 
P..... | 30,96 : 0,000 3556 | 0,1900 278 45° 1,02 
Hg ... | 199,8  0,0001882 | 0,0333 358 | — 40 10 


Die Zahlen der letzten Columne sind sich fast gleich. Ist v, das 
Volumen der Flüssigkeit bei 9,, v„ das bei 9,, so können wir auch 
schreiben d%, — v„, —= v„a (8, — 9,). Nach Wiebe wäre also auch 


83,) mM — Const. 

oder 

83,) 2 — Pr 5 — Oonst., 
Un 


woselbst 9 die mittlere molekulare Wärme bedeutet. Die mittlere: 
molekulare specifische Wärıne der Flüssigkeiten zwischen der normalen 
Erstarrungstemperatur und Siedetemperatur verhielte sich also bei 
verschiedenen Substanzen umgekehrt proportional deren Ausdehnung 
(bezogen auf Volumeneinheit) zwischen den genannten Temperaturen. 


!) Ber. d. deutsch. chem. Ges., 1879, 8. 788. 
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Die festen Körper. 


63. Zustandsgleichung der festen Körper. 


Ueber die Zustandsgleichung der festen Körper ist nicht viel 
bekannt. Früher war man geneigt, die festen Körper als Aggregate 
von Molekeln anzusehen, welche sich zwar ebenfalls bewegen, aber nicht 
in herumschweifender Weise, sondern um bestimmte Gleichgewichts- 
lagen. Es sollte sich also um Schwingungen um feste Lagen handeln, 
die jedoch darin mit den Molekularbewegungen der flüssigen und gas- 
föormigen Molekeln Aehnlichkeit haben sollten, dass die Bahnen sich 
ständig verlegten und dass die Geschwindigkeiten ständig variirten. 
Dass solche geordnete Schwingungen in einer festen Substanz mög- 
lich sind, ist aus der Wellenlehre des Lichtes bekannt. Hier handelt 
es sich um ungeordnete Schwingungen, wo weder zwischen den 
Bahnen der einzelnen Molekeln räumlich, noch zwischen den Bahnen 
derselben Molekel zeitlich irgend eine Beziehung besteht. 

Nun tritt aber noch eine Schwierigkeit auf, deren man nicht so 
leicht Herr werden kann. Wenn ein Körper um eine Lage schwingen 
soll, so muss er entweder dazu äusserlich gezwungen sein, wie etwa 
eine Violinsaite, die an beiden Enden befestigt ist, oder es muss eine 
Kraft da sein, die ihn immer in die Gleichgewichtslage zurückszieht, 
also ihren Sitz in der Gleichgewichtslage hat. Der Unterschied ist 
augenscheinlich; im ersten Falle ist keine solche Kraft vorhanden, die 
Theilchen einer Violinsaite werden nicht in die Gleichgewichtslage ge- 
zogen, es sind vielmehr sämmtliche Kräfte innerhalb der Saite, welche 
der Dehnung der Saite widerstreben und deren Wirkung in steter Zu- 
sammenziehung der Saite sich äussert, wodurch diese nach einer 
Dehnung wieder stetig kürzer wird und, indem die seitlichen Kräfte 
an jeder Stelle in Folge der Krümmung der Saite auch quer zur Saite 
gerichtete Kräfte geben, demnach der früheren Lage zustrebt; von 
dieser Lage aus gehen keine Kräfte, die sie dahin zurückziehen. 
Schwingt dagegen eine Magnetnadel auf einer Spitze, so wird sie durch 
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eine bestimmte Kraft, den Erdmagnetismus, in die Gleichgewichtslage 
zurückgeführt. Freie Körper können offenbar nur in Folge einer 
Kraft um eine Gleichgewichtslage schwingen. Was soll das nun für 
eine Kraft sein bei einer Molekel, die im Inneren einer Substanz 
schwingt? Wir nehmen gewöhnlich an, dass alle auf eine Molekel 
wirkenden Kräfte von den umgebenden Molekeln herrühren. Es kann 
also wohl eine Molekel zu einer anderen Molekel hinschwingen, wenn 
diese ihr näher ist als alle anderen Molekeln, aber das ist durchaus 
verschieden von dem Schwingen um eine Gleichgewichtslage. Hiernach 
werden sich die Molekularbewegungen in festen Substanzen von denen 
in Flüssigkeiten nur dadurch unterscheiden, dass die Molekeln bei 
jenen an ein Bewegungsgebiet gebannt sind, innerbalb eines be- 
stimmten Gebietes, wie man sich ausgedrückt hat, hin und her 
schwanken, bei diesen dagegen ihr Bewegungsgebiet beliebig ändern 
können und auch ändern. 


Nun neigt man aber neuerdings auf Grund gewisser elektrischer 
Erscheinungen der Ansicht zu, dass auch bei festen Substanzen die 
Molekeln nicht auf bestimmte Bewegungsgebiete beschränkt sind, 
sondern dass sie auch in Schwärmen durch die Substanzen ziehen. 
Bei dieser Ansicht müssen wir dann freilich weiter annehmen, dass diese 
Schwarmbewegung weit langsamer vor sich geht als die zitternde Be- 
wegung einer Molekel an Urt und Stelle, denn sonst wäre nicht zu 
erklären, warum man diese Schwarmbewegung durch äussere Einflüsse 
ordnen kann, ohne dass gleichwohl die Eigenschaften der Substanzen 
irgend eine Aenderung erfahren. 


Durch diese Erweiterung der Bewegung in festen Substanzen sind 
letztere aber qualitativ den Flüssigkeiten und Gasen näher gebracht 
und da das Virialprincip ein sehr allgemeines ist (Seite 44 des ersten 
Bandes), so sollten hiernach die aus diesem abgeleiteten Zustands- 
gleichungen auch für feste Substanzen gelten, wenn auch mit anderen 
Constanten und vielleicht auch in vereinfachter Form. 


Erübrigt sich hiernach anscheinend ein besonderes Eingehen auf 
die Molekularbewegung fester Substanzen, so ist es gleichwohl nicht 
ohne Interesse, bestimmte Ansichten hierüber zu verfolgen. Früher 
nahm man also an, dass die Molekeln in festen Substanzen sich so 
bewegen, als wenn sie durch irgend eine Kraft in die Gleichgewichts- 
lage zurückgezogen werden; sie sollten also in der gewöhnlichen Be- 
deutung des Wortes um eine bestimmte Stelle schwingen. Es sei r 
der Abstand einer Molekel zur Zeit t von der Gleichgewichtslage, u die 
Dichte der Substanz, /(r) die Kraft, welche die Molekel scheinbar in 
die Gleichgewichtslage zurückführt, dann ist, wie man unter den üb- 
lichen Annahmen über die molekularen Kräfte und molekularen Be- 
wegungen leicht nachweisen kann, wenn von Stössen abgesehen wird, 
nach irgend einer Richtung u 

Weinstein, Thermodynamik. 1. 13 
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4, ist der mittlere Abstand zweier Molekeln, 4 bedeutet eine Grösse, 
über welche hinaus f(r) stets Null ist, statt / kann auch beliebig © 
gesetzt werden. Der Charakter der Bewegung ist bestimmt durch die 
Grösse 4). Ist 4, > 4, so ist die Bewegung einfach eine gleich- 
förmig translatorische, wie sie bei Gasen stattfinden soll. Ist 4, < 4A, 
so kann die Bewegung eine Schwingung sein oder eine Exponential- 
bewegung, je nachdem das Integral positive oder negative Wertbe 
ergiebt. Ersteres ist zu erwarten für f (r) > 0, wodurch eine an- 
ziehende Kraft festgesetzt ist, letzeres für f (r) < 0. Bekanntlich ist 
früher angenommen worden, dass die molekularen Kräfte nicht lediglich 
in Anziehung bestehen sollen, sondern zunächst in Anziehungen, dann 
jedoch bei allzu verringertem Abstande der Molekeln in Abstossungen. 
Bei zu starker Compression könnte hiernach die stabile Schwingungs- 
bewegung in eine labile Exponentielbewegung übergehen, welche die 
Molekeln aus einander treibt, sobald die comprimirende oder sonst 
wie zusammenhaltende Kraft aufhört zu wirken. 

Für die stabile Bewegung haben wir 


aru 


ı — 
) dt? 


4 
2x PEN BERN 
2) im Ft, (?) zeulrsnar. 
2 
Die zweite Gleichung bestimmt die Schwingungszeit. Die Kraft f{r) 
soll ein Potential 9 haben, dann wird 


‚ 

Srrwnar= 490 - apa) [war 
4 

und indem wir nach dem Taylor’schen Satz entwickeln, also 


nt Er RR, 


setzen, geht das Integral über in 


: 

A-Mip_(A— N ag... 

[onar @=49 2 da ur7 Ey) 
und es folgt 

Ale — Pia) + ses —n 


©, eu bleibt also 
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y k=o 
A — I% k—1 
35) Irroar = ya) + DB AZHTTE. 
4, k=8 


4, sollte der mittlere Abstand der Molekeln von einander sein, dem- 


1 
nach ist /f, proportional v3 anzusetzen, und es folgt hieraus 


4,) (= _ Flo) 


wo F' die durch die vorletzte Gleichung bestimmte Function ist. Die 
nächstliegende Annahme wäre, dass F als Potenzreihe dargestellt 
werden darf, wir hätten dann 


k 

T = jr =u P2 Gk us, 
wodurch die Schwingungszeit als Function der Dichte festgesetzt wäre. 
Innerhalb gewisser Grenzen wird eine solche Darstellung wohl zu- 
lässig sein. 

Ist nun die Bewegung einer Molekel nach keiner Richtung hin 
beschränkt, so giebt T auch die wirkliche Dauer der Schwingung. 
Wenn jedoch die Molekeln gegen einander stossen — thatsächlich oder 
indem sie sich gegenseitig nicht zu nahe kommen lassen —, muss die 
wirkliche Schwingungsdauer ® kleiner sein als T und ebenfalls die 
wirkliche Schwingungsweite kleiner als die Amplitude A. Alsdann 
ist aber diese Schwingungsweite gleich 2 /,, also haben wir die Be- 
ziehung 


2 %\2 ZarV 
45) ( — x 


. 220 
5) d, — A sin m 4' 
und die lebendige Kraft wäre 
6 
A R t 
— 27 1 2% 
6 a ___ 
ı) I=> u T er [0 Th 
4° 


Setzen wir diese lebendige Kraft proportional der absoluten Temperatur, 
so hätten wir 


sin 28 

m (27 A\? T 2 

64) = c*(7) Erz 
T 2 

Die Gleichungen 5) und 6,) dienen zur Ermittelung von A und nament- 

lich @, und es folgt aus ihnen, dass @ eine Function von Volumen 

und Temperatur sein wird, was von vornherein zu erwarten stand. 


Wenn die Molekeln ausschwingen, ist ® — T, die Gleichung 5) fällt 
13* 
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fort und die Gleichung 63) dient nur zur Ermittelung von A. T kann 
sich mit ® ebenfalls ändern, nothwendig ist dieses aber nicht, so lange 
wenigstens nicht, als nicht die Molekeln gegen einander stossen. Ist A 
8o gross geworden, dass Zusammenstösse vorfallen (z. B.bei Erwärmung 
unter Constanthaltung des Volumens), dann tritt die Bedeutung von ® 
ein, und diese Grösse kann und wird mit der Temperatur sich ändern. 
Man sieht, wie genau die verschiedenen Fälle aus einander gehalten 
werden müssen. 

Wir wenden nun den Ausdruck VIIIa) auf 8. 32, Bd. I für die 
Entropie an, indem wir zugleich die mittlere lebendige Kraft durch die 
Temperatur ersetzen. Dann ist 


7) S—=S + Blog (# 9): 


Wir nehmen an, dass die Molekeln ausschwingen können, es geht 
dann © über in 7, und demnach wird 


8) = +31 (e a) 
F(w) 


Bilden wir jetzt die Grösse c9, so ist nach 12) auf S. 77 von Bd. I: 


Fir 
0) nt 
ov/s v - 76) 


Andererseits ist nach 58) auf S. 86 von Bd. I: 


op 
-=7835. 


c$ 


also bekommen wir allgemein 
10) p= F; (v) + FF, (v). 


F,, Fa sind Functionen von v. Ramsay und Young haben bereits 
vermuthet, dass Gleichungen dieser Form für Flüssigkeiten und Dämpfe 
zutreffen, sie finden sich also auch für feste Körper. Jedoch dürfen 
freilich die so vagen Annahmen, unter denen sie abgeleitet sind, nicht 
ausser Acht gelassen werden. Ist die Bewegungsfreiheit der Molekeln 
durch Zusammenstösse beschränkt, so muss © beibehalten werden, und 
da diese Grösse von 9 mit abhängt, kann » nicht mehr lineare Func- 
tion der Temperatur sein, es kommt vielmehr eine recht verwickelte 
Function heraus. Also an die Annahme einer Ausschwingungs- 
möglichkeit für die Molekeln ist jene Gleichung gebunden. 
Die Grösse F\, ist 


oder wenn man 
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11) —— =s (0) 
F(vs 
setzt: . 
ı 1a(fvs 1 € 1 1 oe) 
FR, =JBZz- =JB--\-- - 
' swf dv vs ar 3 ale 


1. . . 1. 
Der Factor von Pr ist eine Function von v3, ieh setze dementsprechend 


1 

2 7 — N) (4 
13) 7ER, vi) = (#7 en) 
und erbalte 
14,) pe=oR@)+ Re [14% (@)] 
oder, wenn für — F, (v) geschrieben wird K, 

j 1 

14,) @+Kov=Relı 49 (@)] 


In dieser Form hat die Gleichung grosse Aehnlichkeit mit der Zustands- 
gleichung nach van der Waals, jedoch in der aus dem Virialprincip 
unmittelbar folgenden Fassung, nach Gleichung 1,) auf S.367 von Bd.I. 
Bemerkenswerth ist jedoch, dass % nicht sowohl von vu als vielmehr 


von os, d. h. dem mittleren Abstand der Molekeln abhängt, eine solche 
Function haben wir auch in der in diesem Werke abgeleiteten all- 
gemeinen Zustandsgleichung. 

Wenn Zusammenstösse erfolgen, ist nach 6,;) und 5) 


1 sin en 9 
15,) s—c” 1 F (v8) ır —ı2 
2 sin? 27 © vs 2% 8 
T 4 T 2 
Setzen wir 
7 
so wird 
4 1 sin @ 
1 ty) 
Für den Augenblick sei auch noch 
17) PB _ 


pi 
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also 


18) EL —csQ)=1+ m. 


Diese Gleichung kann durch eine Reihe nach £ mit negativen ganz- 
zahligen Exponenten Di werden. Pa man hiernach 


19 
) p3 -2 + A +4 & +% & + 
so wird 
20) A, m — 4, As = 0, A; = + 0,09, 4A, = + 0,016. 
Die Coöfficienten fallen also sehr rasch. Man hat aber 


21,) — 
1 — Er m - pr 9% 


k=o ko 
215) 92 — 4v3 f Fer rip 
k=ı k=ı 
Nunmehr bekommen wir 
Ay Ak 
22) S—=S + Blog (9: 4v5 Sr ) 
und 
k=o® 
21 (k — 1) AA 1 df 1 
23 >) = - -— ae I og" 
ı) 00V c & fr 9* vs dw — De 
k=1i1 FA dk 
oder 
(k — 1) Ark 
os 2B vs k—1 SF 9* af 
23,) 92V = 1 = — —ua _t_. 
v v 25 — Aka d v3 
\ k=1 FF 
und demzufolge 
ı (k — 1) Ay 4% 
2JB ;_ du I FR 
24)p = Fo + 58 ı— LI 48 
29 195 5 Ada 
fr 9% 


Da A, = 0 ist, so beginnt unter dem Integralzeichen die Summe im 


2 A, 43 
Zähler mit Pr Beschränken wir uns auf Glieder erster Ordnung, 
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so bekommen wir hiernach 


1 
3 A 
3) r=hW+ ol Hay u) 


Von dem früheren Ausdruck für ausschwingende Molekeln unterscheidet 


sich dieser durch den Factor das Wesentliche ist also die 


A343 
A, f?9?’ 
erweiterte Abhängigkeit von 9. Wir können aber wiederum schreiben 


X (v3) 


26) p+ Kv=R9 + 
woselbst 

2 
27) x (vn) = 272 5 Ay as 


3 SAf fa R 
sein Muss. 

Diese Gleichung erinnert namentlich hinsichtlich der Abhängigkeit 
von der Temperatur an die Clausius’sche Zustandsgleichung. Dass 
man von der zweiten Form zur ersten nicht zurückgelangen kann, hat 
seinen Grund darin, dass, wenn die Molekeln frei auszuschwingen 
vermögen, die Grösse A völlig willkürlich ist und die Gleichung 5) 
entfällt. 

Der Gedanke liegt nahe, die letzte Gleichung durch Hinzufügung 
weiterer Glieder zu verallgemeinern, und so hätte man 


r<exX, 


28) B+Mo=R Yy 


Die X wären Functionen von v oder von v3 oder noch allgemeiner von 
v/k, wo A irgend welche Zahlengrösse bedeutet, 1 oder = oder eine 


andere. Ich habe gefunden, dass man bei festen Körpern zu ganz 
guten Resultaten kommt, wenn man 


29) X, = ir 
setzt, wo & und A Constanten sind. Alsdann wird 
| =» (vAjk 
30) P+Mo—=R® m oz 
=o0 


Bilden wir die Grösse (2) ‚ so Ist, wenn wir zunächst das KA fort- 


lassen und 


k 
yv— RP Zu 2 =o(p,v9)=0 
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00 
dp\ __ FE 10o 
(8), = 0 vd 
op 


Aber aus Gleichung 30) folgt 


00 vi)k vr)* 
Ferner haben wir auch 
ca _omadv _ R® (w)F\ dv 
58 dv 45 (pr - az k ar) 70 
somit 
(vr _ (00 dB v 
| Ren )F3 
und E 
00 (e*) v (00 dP 
Rem a tz loon +?) 
—_ _ pr, rv (0049 ) 
=- rm tr?) 
also 
Be (ji 
oo #8 ji 
0 1 v. ds 
Di dv 
und 
(1-3) 
a1, a 1 
ı d 9, _1 v 
A. dv 
dd 


Behalten wir die Grösse K bei und beachten, dass diese auch von 
v abhängen kann, so kommt der complicirtere Ausdruck heraus 


1 oK oK 
in ‚-Z)(@+&+5)-,% 
31,) [N a a) or, 


Ist wie bei den Gasen und Flüssigkeiten auch bei festen Körpern K 


umgekehrt proportional v2, so wird v nn = — 2K, somit 
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31, ap _ Pr (e — K&K) 
3 -d$T9 1v 1 
1775% 
0% 
Wir haben nun auch 
dp _ v1dv 
dd  dvvasd 
dp 


Setzen wir den relativen Compressionscoöfficienten gleich ß, so wird 


also, noch ohne das K, 
1 


ı 
ß ov 1 
v0» A 


32,) 


und mit dem K 


vo» A 

Sei E der Elasticitätscoöfficient der festen Substanz, dann haben wir 
dv dp 
33) v —/) E'’ 


woselbst n nach Poisson gleich 5 nach Wertheim gleich 1 und nach 


Kirchhoff eine von der Natur der Substanz abhängige Zahl ist. EZ sei 
der sogenannte isothermische Elasticitätscoöfficient, demnach 


v® n 
34) Tee} 
op 
also 
»(1-3) 
u urn _ı 


ohne das K, und 


85,) kE=n 


mit dem K. 
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Diese merkwürdige Gleichung für den Elasticitätscoefficienten 
werden wir bald zu prüfen Gelegenheit haben. Wir brauchen sie nur 
ein wenig zu verändern, um sie einer noch weit allgemeineren Form 
der Zustandsgleichung anzupassen. Es ist nämlich nur zu setzen: 


»+K+y(e—K 


36) B= ku X) + 
v08 r 
so gilt sie für eine Zustandsgleichung 
37) (p +K)v=RPF (Wie), 
’ „ 
wo F irgend eine Function des Productes v 9 und y = Fr ist. Im 
obigen Falle selbst wäre y = — ; zu setzen. 


Für die Entropie hätten wir 
" av 
-29+[5 Zr —=O@+R|(F+«» ve de en) 


Setzen wir v9" — £, so geht das Integral über in 


Kr+e Fr ara 


Hr ma 


In diesem Falle ist also in der That 
383) S—=GB(d) + Fud”) = S, + B log [Be v7 2" (u 9°”)], 


was übrigens der Form nach mit der Darstellung der Entropie für 
Gase übereinstimmt (Bd. I, S. 193). 

Wir bleiben bei der einfachen Form 26) der Zustandsgleichung 
stehen. Indem wir uns in der Function X auf die beiden ersten 
Glieder beschränken, haben wir zunächst 


und dieses giebt 


1 


+ 
+ K)v—=R®H HZ. 

Setzen wir 

und beachten, dass & bei festen Körpern eine kleine Grösse darstellt, 

so wird u, vX eine lineare Function von &t sein und wir bekommen 


39) @+ Kata) re(ı + 5“ 


oder 
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rt 


d a T, b to 
1 + 5: 
Wie die Grösse K sich bei festen Körpern verhält, ist nicht be- 
kannt; möglicher Weise ist sie auch bei diesen umgekehrt propor- 
tional 0%. Ich sehe diese Grösse zunächst als unveränderlich an, dann 


wird für 4, = 0°C. 


po+K l+eti _ 
+ Kl+mob 


1 1 
9m tel5-5) 
a b 
%+ 5 
Diese Formel scheint gute Dienste zu leisten. Nach Fizeau ist 


für Platin 


at = 


a&t = 0,000 261 6 bei 10°C. 
= 0,000 5255 bei 20°C. 
Damit ergiebt sich 
a —= 554883, b = 890 208 24. 


Berechnet man jetzt &t für die von 20° recht weit entfernten Tem- 
peraturen 60° und 100°, so findet sich 


(&t)eo = 0,001 605, nach Fizeau = 0,001 604, 
(%t)ıo = 0,002722, „ „ = 0,002721. 
Die Uebereinstimmung lässt nichts zu wünschen übrig. 
Als zweites Beispiel diene ein Körper mit grosser und stark ver- 


änderlicher Ausdehnung, Magnesium. Aus den Fizeau’schen Werthen 
at für 10° und 20° findet man 


a = — 122839, b = 10000246 


und damit 
(&t)oo = 0,004 726, nach Fizeau = 0,004 727, 
(&t)ıoo = 0,008 284, n „ — 0,008 289, 
also auch in diesem Falle gute Uebereinstimmung. 


(? + K)o 
R 
Gleichung 39) zur Ermittelung von A’ die Beziehung 


Rdmt Hab RA + mt) Hl + 9 
Rd; —- 98 RL + SI) — 9 + 


Diese Gleichung ist identisch erfüllt für RM’ = %,, R’ hat also den- 
selben Werth wie bei den Gasen, was übrigens allgemein gilt. 

Wie sich der Ausdehnungscoöfficient der festen Körper unter Druck 
verbält, ist nicht mit Sicherheit bekannt. 


—1 
Bezeichnet man mit R’ die Grösse ( ) ‚80 giebt die 


—=h(, 
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mit wachsendem 9 im Allgemeinen zunimmt, wird E’ ab- 


cv 
) 
Dad 5 


nehmen. Das wird durch die Erfahrung bestätigt; die Elasticität der 
Substanzen nimmt mit wachsender Temperatur ab. Die Grösse n wird 
als unveränderliche Zahl angesehen, es ist also auch 


1ı fov 
tr 


41) — u m. 
E, 1 /Ov 
ltr 
Als Beispiel diene Kupfer. Nach Kohlrausch und Loomis ist 


E= E, (l — 0,000 5721 — 0,000 000 28 12), 
also 


Ferner haben wir nach Fizeau 


at = 0,000 047 88t + 0,000 000 030 75 12, 
somit 


1 0v 
100 (; 75) „9020049 0 


1 Oo 
-—) — 2 


woraus sich ergiebt 
y == 0,096 28. 


E _ 
Berechnet man jetzt nach unserer Formel BE so erh Ua m 


0,9700, während nach der Formel von Kohlrausch und _ 


sein sollte Zu — 0,9707, also in sehr guter Uebereinstimmu- 
0 . 


Mit diesem Werth von Y erhält map 


p+K+0096283(— E)= rk 


Bei 0° ist nach Kohlrausch ur 
E = 1190934 x 10°. Ferner ist ir 
Untersuchungen n fast gleich 1 anz 
peratur 0°, so wird hiernach 


»2+K + 0,09628 (p — 

Für p setzen wir Atmosphärendruck 
ohne Weiteres, dass K von der Ord 
wie es sein soll, sehr gross ist, etwa 
K= 14 x 10% 
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wiederum nicht sehr verschieden von dem Werth für Kupfer. Die Zahln 
soll für Blei etwa 1 betragen, demnach wäre K für Blei, wie zu er- 
warten steht, nur etwa ein Achtel vom Werthe für Kupfer. 


Die Rechnung lässt sich auch noch für Messing ausführen, man 
kommt für Y9 zu fast demselben Werth wie für Kupfer. 


Sehr unsicher ist die Berechnung von K, wegen der Ungewissheit, 
in der wir uns hinsichtlich der Grösse n befinden. Ist u der Poisson’- 
sche Quercontractionscoäfficient, so soll n —= 3 (1—2 u) sein. Für u 
aber werden zum Beispiel bei Kupfer Werthe gegeben, die zwischen 
0,25 und 0,55 liegen. Die letztere Zahl ist zwar ganz unmög- 
lich, aber es erhellt, dass für n Werthe folgen, welche zwischen 


0 und 5 liegen. Würden wir für # den Poisson’schen Werth an- 


nehmen 0,25, so betrüge K bei Kupfer etwa 0,93 x 10% Atmosphären. 
Später werden wir Berechnungen für K auf Grund anderer Ermittelungen 
ausführen. 


Endlich habe ich mich auch bemüht, die Grösse 4 aus der Zu- 
standsgleichung selbst zu errechnen. Nach weitgetriebener Näherungs- 
rechnung habe ich % = 0,0552 erhalten, was mit der aus dem 
Elasticitätscoöfficienten erhaltenen wenigstens in der Grössenordnung 
übereinstimmt, wenn die Zahl auch nur etwa sechs Zehntel von der 
aus diesem Coöfficienten ermittelten beträgt. Ein bequemes Verfahren 
zur Ableitung von Näherungsformeln ist folgendes. Wir haben 


2 8 


vr vr 
(+K)v=Rb ( + hg + Mr +) + 


v 


I+r 
Fl 


c„ 


| 1) " 
K —K r r 
p+K+YyW sanlı-a nt) 


Somit durch Addition 


(je tktro KK 1 
Y p+ K v 
1 +Y9 
g C® 
0% 

8 4 


v7r 


oo R 9 v7Y 
= ,+K — 5, 2 


Da K sehr gross gegen p ist, kann man auch schreiben 
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4 


v 1 — Y _ R vr vr 
42) 5 1 + Sy >» + ;(® Ua 8 2 u, sn) 
ur‘ 
I — 
0% 


Die erste Näherung unter Fortlassung der mit &,, Hz... multiplicirten 
Glieder giebt für Y einen zu kleinen Werth. Aber die Ermittelung 
des Y ist überhaupt sehr unbefriedigend, da K jedenfalls auch variabel 
ist, ohne dass bekannt ist, in welchem Betrage. 

Ich beschliesse diesen Abschnitt mit einigen Worten über das 

Molekularvolumen der festen Körper. Die Molekularvolumina (Atom- 
volumina) der festen Elemente sind, wie diejenigen der Elemente über- 
haupt, periodische Functionen der Molekulargewichte (Atomgewichte). 
Wegen der Zahlen ist auf die Lehrbücher über allgemeine Chemie und 
die Tabellenwerke zu verweisen !), In den Verbindungen sollen 
nach einer Ansicht die Atomvolumina der festen Elemente 
zwar Condensationen erfahren, jedoch in der Weise, dass 
sie in rationalem Verhältniss zum Volamen des freien Ele- 
ments bleiben. Sind hiernach dv,, da, dg... die Atomvolumina ver- 
schiedener Elemente 1, 2, 3... und x, %, 2... rationale Zahlen, so soll 
das Molekularvolumen einer aus diesen Elementen bestehenden Ver- 
bindung sein 
48) vo +y% +29 +--- 
Beispielsweise würde Kupfer in den beiden Verbindungen CuO und Cu,O 
immer dasselbe Atomvolumen haben können, dagegen Sauerstoff in CuO 
ein nur halb so grosses Atomvolumen wie in Cu,O, denn es finden 
sich die Molekularvolumina von Cu, OÖ und 2(CuO) gleich. Diese An- 
sicht ist in verschiedenen Stufen von Ammermüller, Kopp und 
Schröder ausgebildet worden. 

Eine andere Ansicht entspricht der Sterenhypothese über das 
Molekulargewicht flüssiger organischer Verbindungen und stammt von 
Schröder her. 

Alle Elemente in einer Verbindung sollen gleiches Atom- 
volumen haben, aber dieses Volumen, die Stere, soll von 
- Verbindung zu Verbindung andere und andere Werthe haben 
können, wie bei den flüssigen Verbindungen. Die Steren in den 
festen Verbindungen sind kleiner als die in den flüssigen Verbindungen, 
sie liegen zwischen 5 und 6. In manchen Verbindungen hat die Stere 
einen gleichen Werth, so in den Silberhalogenen einen solchen von 5,14, 
denn es sind die Molekularvolumen von Chlorsilber, Bromsilber, Jodsilber 


25,7=5x514; 308 =6x5,14; 418 = 8x 5,22. 
!) Insbesondere auf das Werk von Ostwald, Allgemeine Chemie, 


Bd. 1, 8. 1113. 
Weinstein, Thermodynamik. II. 14 
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Parallelosterismus. kann bei festen Verbindungen in derselben 
Weise vorkommen wie bei den flüssigen (S. 178), so haben wir nach 
Ostwald: 


Verbindung Verbindung ! 


NaCl ... 


KBr ...|443 |NaBr...| 
KJI....)540 |NaI ... | 43,5 | Ag} 42,0 
Ba8O, . . | 521 |spso, ı 48,0 | 8r80, 46,8 


Ba00, .. | 45,7 


PbC0, ...|410 |8rCO, .. | 40,0 
BaN,O, .o Ä 40,8 6 


PbNa,0, . | 36,8 | SrNa,O 


Die Volumendifferenzen sind in jeder Horizontalreihe annähernd gleich, 
von Horizontalreihe zu Horizontalreihe verschieden; ebeuso sind sie 
für jede Gruppe in jeder Verticalreihe gleich, wenn auch von Vertical- 
reihe zu Verticalreihe verschieden. Verbindungen, die diesem Gesetze 
entsprechen, heissen aber paralleloster. 


64. Die specifischen Wärmen der festen Körper. 


Wir sahen im voraufgehenden Abschnitt, dass man für die Entropie 
der festen Körper eine Formel 


1) S=%&8 + Blog[9 v P(v'd")], 
die noch sehr allgemein ist, ansetzen kann. Hieraus folgt 


9 (2) — gen IP 1 


C, ist also eine Function von vu 9°’. Andererseits haben wir 


os Bo»Y , ap 1 
31) = (3), war) ) dr 9”) 
somit folgt 
e' ) 9 

23) „=Be+H- PETE 
woselbst noch ıst 

cd’ R 

ce =Y;, Bo = I . 


Nun ist nach der im voraufgehenden Abschnitt angenommenen Zu- 
standsgleichung 


2 8 
. _»9/0p R® vo’ vr 
) Hz 55), = Jv (i Mg = 2M ) 
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. . 1 
somit bei =, !’=—1 


8 
R R vr er’ 


Bei den idealen Gasen ist (Bd. I, S. 193) 


1 
4) B=7; o=(, o=R, 
somit 
5) Be=$=%, 


wenn wir c, ım Gaszustande mit C, bezeichnen. Wir haben also 
_:’ _5 
_ R vr v7 
2,) el tnire) 


_ 0) R® 
=%+ v5 (es BR ; -)" 
Bei Gasen sind die & gleich Null. c, erhalten wir nach Gleichung 61) 
auf Seite 87 des ersten Bandes aus der Beziehung 


? 
6) G=% +55: 


demnach wäre nach 2,) 


R® oV _ R 
7)) = +7, (0 — 7% r59=%7-977 


1— tr 0oK 1 
oK oK Ov 1 
p+K+vz. p+K+V>— ’ 
8) oo = T (+9) —ı 
1 775% 
(7) 
also, indem 
gesetzt wird 


14* 
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p+Krv ar 


v oK 1 
ee +l + — [1m — 
J | DtKHtD ‚get, 
oder 
Der er are ler te) a0 


Bei idealen Gasen isst 7—=0,K=0,p 25 — R, wodurch man auf 
die Formel 18) auf Seite 189 des ersten Bandes zurückgeführt wird. 
Darf man für feste Körper die Variabilität der Grösse K mit v ver- 
nachlässigen, da ja ® selbst nur wenig variirt, so kommt viel einfacher 


ı K öv 
9.) Be + +n?—— 
0° 
Wenn jedoch K auch für feste Körper efem htKk = - was 
en: . oK a 
ja an sich sehr wahrscheinlich ist, so ist ® 7 2 Fr 2K, 


und dann wird nach der allgemeinen Formel 
—e,?+&t+tr@—K 0 
met J 0° 


Das ist also die wahrscheinlichste Form, welche für c, anzunehmen 
sein würde. Zugleich wird unter diesen Umständen 


9) 


10) 9 Prerre N 
ir 5% 
0° 
und 
11) a=cd+y2 e+K+tyo— X), 


— 
1495 % 
55 


Es handle sich nun um Elemente, multiplicirt man mit dem 
Molekulargewicht m und setzt 


"9 =0G, md=(, mı=v, 
so wird 
K — K) O0 


Dulong und Petit haben nun bekanntlich entdeckt, dass mit 
Ausnahme der Elemente Beryllium, Bor, Kohlenstoff, Phosphor, 
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Schwefel und Silicium, für alle anderen die Molekularwärme C, durch- 
schnittlich den gleichen Betrag hat, nämlich 6,30, wobei von dem Ein- 
fluss der Temperatur abgesehen ist. Die kleinste Zahl, mit 5,88, findet 
sich bei Kupfer, die grösste, mit 6,85, bei Thallium oder Calcium. Es 
wird angenommen, dass dieses Gesetz in der That zutrifft und dass 
die Abweichungen dadurch veranlasst sind, dass eben dem Einfluss der 
Temperatur nicht Rechnung getragen werden kann. Für die flüssigen 
und gasförmigen Elemente findet eine solche Beziehung nicht mit hin- 
reichender Schärfe statt. 

Bei den nicht festen Elementen, die, abgesehen von Quecksilber, 
alle zweiatomig sind, haben wir 


für . . 0, N, H, Cl, Jg Br; Hg 
=. 6,96 6,83 6,82 820 8,53 8,84 6,60 


Hiernach fallen von diesen Elementen heraus eigentlich nur die Halo- 
gene. Bei allen aber ist Ü, grösser als durchschnittlich bei den festen 
Elementen. Nun ist es klar, dass eine solche Regel, wie die Dulong- 
Petit’sche, gar nicht allgemein bestehen kann, denn da die Mole- 
kulargewichte der Elemente in allen Aggregatzuständen als gleich 
angesehen werden, würde jene Regel verlangen, dass jeder Substanz 
ın allen Zuständen stets die nämliche specifische Wärme zukommen 
soll, wofür irgend ein Grund absolut nicht einzusehen ist. 

In der 'Ihat findet solche Unveränderlichkeit auch nicht statt, wie 
schon allein daraus hervorgeht, dass die specifische Wärme nach allen 
Beobachtungen von der Temperatur abhängt. So haben wir für 
Quecksilber 


fest flüssig dampfförmig 
C, = 0,0319 0,0333 0,0245 
für Wasser 
C, = 0,502 1,000 0,475 


und überbaupt findet sich die specifische Wärme im flüssigen Zustande 
immer grösser als im festen. Es muss also auch (‘, für die flüssigen 
Elemente grösser als für die festen sein, was für Quecksilber und 
Brom zutrifft. Im gasförmigen Zustande freilich scheint die specifische 
Wärme geringer zu sein als im festen, (‘, sollte also kleiner als 6,30 
gefunden werden, gleichwohl ist es selbst bei den Nicht -Halogenen 
erheblich grösser und bei den Halogenen sogar sehr gross. 

Von den Elementen, welche überhaupt eine Sonderstellung ein- 
nehmen, hat Kohlenstoff (als Diamant) unter normaler Temperatur für 
C, den allerkleinsten Werth, nämlich nur etwa 1,8. Da jedoch die 
specifische Wärme dieses Stoffes sehr rasch mit wachsender Temperatur 
ansteigt, so findet sich bei 1000° das C, — 6,1, die Molekularwärme 
wächst also bis zu mehr als dem dreifachen Betrage an. Phosphor 
hat je nach dem Zustande und der Modification C, = 5,26 bis 6,26; 
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Schwefel 5,22 bis 6,02; Silicium 3,9 bis 5,1; Brom 2,5 bis 2,8; Beryl- 
lıum 3,95. 

Alle Elemente in allen Zuständen zusammengefasst ergeben also 
Zahlen für C,, die zwischen 1,8 und 8,6 liegen, wobei Kohlenstoff unten 
steht, die Halogene die obere Grenze bilden. Wahrscheinlich kommt 
das Dulong-Petit’sche Gesetz darauf hinaus, dass man für alle 
Elemente Temperaturen angeben kann, in denen sie sämmt- 
lich gleiche molekulare Wärme haben. Aber diese Tem- 
peraturen sind nicht hinreichend bekannt; bei den meisten 
festen Elementen weichen sie für eine molekulare Wärme in 
der Nähe von 6 anscheinend wenig von der durchschnitt- 
lichen gewöhnlichen Zimmertemperatur ab. 

Wir hätten also Temperaturen der „übereinstimmenden mole- 
kularen Wärme“, die aber, wie das Beispiel des Diamants und das des 
gelben Phosphors zeigt, absolut sehr verschieden von einander sein 
können (um mehr als 1000°). Die Wärme, welche den Substanzen 
zugeführt wird, dient zur Vergrösserung der Energie der Molekular- 
bewegung, zur Ueberwindung der Anziehung der Molekeln und zur 
Leistung der äusseren Arbeit bei der Ausdehnung. Letztere kommt 
bei festen Körpern kaum in Betracht. Soll also die Molekularwärme 
für mehrere Substanzen gleichen Werth haben, so muss auch die 
innere Energie der molekularen Kräfte für diese Substanzen von 
gleichem Werth sein. Und soll das Dulong-Petit’sche Gesetz all- 
gemein für alle Temperaturen gelten, so müsste ferner die ganze innere 
Energie für alle betreffenden Substanzen in gleicher Weise der abso- 
luten Temperatur proportional sein. Herr Richarz!) hat diese Be- 
dingung weiter untersucht. Er kommt zu dem Ergebniss, dass, wenn 
man die potentielle Energie aller molekularen Kraftwirkungen auf eine 
Molekel darstellen kann durch eine Summe homogener Functionen des 
Abstandes der Molekel von ihrer Gleichgewichtslage, das Dulong- 
Petit’sche Gesetz möglich ist, falls eine dieser Functionen alle anderen 
sehr erheblich an Werth überragt. Ich habe im ersten Bande dieses 
Werkes nachgewiesen, dass, bei den üblichen Annahmen über die 
molekularen Kräfte und die molekularen Bewegungen, falls von den 
Stosswirkungen abgesehen wird, die potentielle Energie überhaupt 
proportional ist der absoluten Temperatur, also dass die obige Be- 
dingung überhaupt erfüllt ist. Indessen habe ich auch scharf betont, 
dass der Proportionalitätsfactor nicht einmal bei ein und derselben 
Substanz in allen Zuständen immer gleichen Werth haben kann, ge- 
schweige für verschiedene Substanzen. Die Bedingung hilft also nicht 
viel. Es hat auch keine grosse Bedeutung, sie weiter zu verfolgen. 

Aus der hier abgeleiteten Gleichung würde, wenn C, unter allen 
Umständen für gewisse Stoffe gleichen Werth haben soll, folgen, dass 


') Wiedem. Ann., Bd. 48, S. 711. 
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für diese C’ + — 7 [e +K+yrp— Ky]2» > für alle Temperaturen 


gleichen Werther sein muss. Es ist aber 


_ R _ R 
e=G- 1m 7=G— Y 7° 


woselbst R die Gasconstante und CO, die Molekularwärme bei con- 


stantem Volumen im Gaszustande ist. — beträgt (Bd. 1, S.127) gegen 


1,964, somit wird 
c Gi C, — 1,964 y- 


Die Grösse C, hat für die untersuchten verschiedenen gasförmigen 
Elemente zum Theil stark abweichende Werthe; es ist 


für 2.2.0. O0, N, H, Ch, Ja 
GG = ....49 486 485 620 6,52 


die Halogene fallen also wie bei der Grösse C, heraus, während für 
Sauerstoff, Stickstoff und Wasserstoff die Zahlen sich ziemlich nahe 
kommen. Jedenfalls kann man hiernach nicht annehmen, dass C, für 
alle Elemente im gasförmigen Zustande gleichen Werth haben wird. 


Demnach hätte die Grösse 1 7 |? +K+y(p—K&) ze den Mangel 


an Gleichheit zu ersetzen, und es hängt alles von KA: ab. Hiernach 


0% 
wäre die Ausdehnung des Molekularvolumens verschieden für die ver- 
schiedenen festen Elemente (abweichend von dem Verhalten bei den 
Gasen) und in dem Maasse verschieden, wie ihre molekularen speci- 
fischen Wärmen bei constantem Volumen im Gaszustande. 

Das Gesetz von Dulong und Petit ist von F.E.Neumann!) auf 
zusammengesetzte feste Körper ähnlicher chemischer Constitution aus- 
gedehnt worden. So haben z. B. Quecksilberoxyd und Bleioxyd, deren 
Molekulargewichte 216 bezw. 223 betragen, also fast gleich sind, auch 
fast gleiche specifische Wärme 0,0518 und 0,0512; ferner ist das 
Molekulargewicht des Zinkoxyds fast genau doppelt so gross wie das- 
jenige des Magnesiumoxyds und dem entsprechend die specifische 
Wärme nur etwa halb so gross wie die des letztgenannten Oxyds. 
Indessen finden sich doch auch stärkere Abweichungen; für Kupferoxyd 
ist C, = 11,3, für Magnesiumoxyd dagegen nur 9,8, Manganoxydul 
hat ein kleineres Molekulargewicht wie Nickeloxydul und gleichwohl 
eine kleinere specifische Wärme wie dieses. 

Die Grösse C,, welche bei den Elementen gegen 6 betrug, geht 
bei den Verbindungen von 11 bis 38. Für Oxyde RO beträgt sie 11, 


1) Pogg. Ann., Bd. 13, 8. 32. 
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für solche RO, schon 14, dann gegen 19 für RO; u. s. f., zuletzt 38 
für die salpetersauren Salze RN,0,. Einfluss auf die Grösse hat nicht 
nur der Sauerstoff, sondern auch das Radical, denn für Oxyde RO, ist 
C, = 18,8, für solche R,O, ist Ü, = 26,9. Die Zunahme um ein 
Radical giebt als Vergrösserung der Molekularwärme bei den Oxyden 
8,1, bei den schwefelsauren Salzen 6,5, bei den kohlensauren Salzen 7,7; 
die Zahlen weichen von einem durchschnittlichen Betrage nicht viel ab. 

Aus diesen Angaben erhellt zugleich, dass allen Elementen 
gleiche Molekularwärme nicht zukommen kann, denn aus den Ver- 
bindungen würde dann stets eine Molekularwärme zu berechnen sein, 
die kleiner ist als die für dıe festen Elemente ermittelte, z. B. aus 
denen RO eine solche zu 5,5, aus denen RSO, eine solche zu 4,4 u.s.f. 

Man ist darum auch auf die Idee gekommen, anzunehmen, dass 
die dem Dulong-Petit’schen Gesetze folgenden Elemente ihre Mole- 
kularwärme in den Verbindungen behalten und nun eine Molekular- 
wärme für die anderen, dem Dulong-Petit’schen Gesetze nicht ent- 
sprechenden Elemente aus der Molekularwärme der Verbindungen zu 
berechnen. Auf diese Weise findet man 


für die Elemente: ... OH FB CS S P 
als Molekularwärme: . . 80 46 5,0 2,7 18 3,8 54 5,4 


Indessen liefern verschiedene Verbindungen ziemlich verschiedene 
Werthe, so bei Sauerstoff, je nachdem die Berechnung aus RO, RO,, 
RO,, Ra O, geschieht, die Werthe 9,2; 7,6; 8,2; 9,4. Ferner weichen 
die Zahlen für Sauerstoff und Wasserstoff doch sehr erheblich von den 
durch unmittelbare Ermittelung festgestellten ab, die 6,96 bezw. 6,82 
betragen. Das von Joule aufgestellte Gesetz, wonach die Molekular- 
wärme einer festen Verbindung gleich der Summe der Atomwärmen 
der in ihr enthaltenen Klemente sein soll, bewahrheitet sich also nicht 
hinreichend !. Und auch hier muss natürlich die Temperatur von 
Einfluss sein. 

Die specifische Wärme der festen Körper wächst mit steigender 
Temperatur. Das ist auch nach unserer Formel 6,) der Fall, so lange 


[r+K+y(p— K) > positiv ist und anwächst, oder negativ ist 


und abnimmt mit wachsender Temperatur. Abgesehen von einigen 
wenigen Körpern haben alle sonst untersuchten festen Körper nur 

..: v . . . 
positives a erwiesen; auch scheint der Grad der Ausdehnung mit 
wachsender Temperatur ständig zuzunehmen. Ich will die Verhältnisse 
wegen ihrer Wichtigkeit für die Beurtheilung der hier dargelegten 


Theorie etwas genauer discutiren. 


!) Kopp Winkelmann u.a. vergl. Winkelmann, Encyklopädie der 
Physik, Bd. 2, II, 8. 350. 
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Zunächst handelt es sich darum, eine Interpolationsformel aus 
unserer Gleichung abzuleiten. Also es ist erst >: zu ermitteln. Wir 


haben aber 


0% vr ® 
(+ K+v% 357 - rin - 2) 


2 
1 RP vY vr 0vV 
-: (2m » rd 8 
also 
_2 _3 
vr v7Yr 
20 yR(1—a 9: 24) 
13) _—-.._ ._\.2 1.2.7 2. nn nn 


0% _ 
oK RI, vr v7 
y\ptKrov et (2m Det Ihr sr +) 


0v die Grösse 


In der Gleichung 73;) für Cp ist der Factor von 35 


y\ptKt v)+p+K Addiren wir also im Nenner +(p+ K) 
— (p + K), so wäre 

oK\] 6 

+8 +» pP +K+vz | 


—_ı 8 
Y v 7 ) 


v 
yR(1-m 5 2 = 
14,) = v v 
R® v v 
_r+8-T (lem + 3m gr +) 
Pp+K+rle + K+o-ı) 
oder zufolge des Werthes vonp + K 
. cK\] oe 
++ 7(P+%+4:&)] 
8 
Y 


u Pp+K4+Y(p+K+vS) 
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Demnach wird nach Gleichung 7,), indem 
2 3 


vr vr 
15) lı-u gr 0 th mem 


Ir+&+ (+ 849%) =} 


gesetzt wird, 


eryt r) 
pp — m 714er — o 
16) "ı—®Rrre 


Bei dem Rückgang auf ideale Gase muss man, da diese Formel wegen 

y —=0 unbestimmt wird, auf die Gleichung 13) zurückgreifen. Aus 

der Formel aber erhellt, dass die Abhängigkeit von der Temperatur, 

abgesehen von 9, durch die im Zähler und Nenner gleicherweise ver- 

tretene Function ® bestimmt ist, denn P hängt nur von p und v ab. 
Nach 2,) auf Seite 211 haben wir 


17) a=e+7%0, 
also 
‚ are? ©? 
18 PP wer, nn 
7 ı I RP 


Da nun bei festen Körpern c, und c, einander sehr nahe gleich sind 
und ® jedenfalls endlich ist, muss P eine kleine Grösse sein. Das ist 
auch, wie wir bereits wissen, der Fall, da K gross ist (S. 206). 

Hieraus und aus der Form der Function ® ergiebt sich zunächst, 
dass man in Reihen entwickelt schreiben kann 


19) = + BR+B9 +4 +5 er. 


also eine Reihe nach positiven und negativen Potenzen von ®, woselbst 
noch die B, A Functionen von v sind, die sich leicht angeben lassen. 
Weil v bei festen Körpern nur wenig variirt, wird man die A auch 
als Constanten behandeln dürfen. Sie bekommen dann, da v gleich- 
wohl variirt, nicht die Beträge, die ihnen zukommen. Aber darauf ist 
bei einer Interpolationsformel nicht viel Werth zu legen. 

Für manche Substanzen reicht schon die Form B,® + A, aus, 
wie anscheinend für Platin, selbst bis zu hohen Temperaturen. Für 
einige soll sogar das mittlere Glied A, allein genügen, indem diese 
Substanzen in weiten Temperaturgrenzen keine Veränderlichkeit der 
specifischen Wärme zeigen. Es unterliegt aber keinem Zweifel, dass 
auch Substanzen vorhanden sind, für welche vier Glieder eben noch 
ausreichen. In der That ergeben die Versuche H. F. Weber’s, dass 
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z. B. für Kohlenstoffarten, ebenso für Silicium, Bor und andere 
Substanzen nur solche Formeln bestehen können, welche einen zweiten 
Differentialquotienten für c, nach 9 ergeben, der für endliche Werthe 
von # Null werden kann, und das erfordert in unserem Falle, ebenso, 
wenn man Reihen nur nach positiven Potenzen von 9 wählt, mindestens 
vier Glieder, falls nicht bloss Glieder mit negativen Potenzen gewählt 
werden. Ich nehme die Darstellung 


f A 
9=Bd+A+ SS tm 


und bilde den Differentialquotienten von c, nach 9. Wir haben 


Ba, — 4 _ 924 


06 
0% 9 9 


0% 
Die magnetisirbaren Substanzen Eisen, Nickel und Kobalt sollen Maxima 
der specifischen Wärme aufweisen; Eisen etwa bei 700°C. Das wird 
auf molekulare Umlagerungen, die bei solohen Temperaturen vor sich 
gehen, geschoben, wobei auch die Magnetisirbarkeit aufhört. Für die 
Kohlearten ist ein Maximum möglicher Weise dadurch angezeigt, dass 
die Zunahme von c, mit wachsender Temperatur von gewissen Tem- 
peraturen ab bedeutend abfällt. Nachgewiesen ist ein solches Maxi- 
_ mum jedoch noch nicht. Die Gleichung = = 0 it vom dritten 
Grade nach ®, sie hat also jedenfalls eine reelle Wurzel, so dass ein 
Maximum stets möglich ist, falls diese Wurzel sich positiv ergiebt. 
Wie sich die ... By, Bı; Aı, Aa... verhalten, hängt von den u ab und 
lässt sich nicht im Voraus sagen. Wir haben ferner 


0206, __ 24, 
I mtr 


Somit, wenn diese Grösse Null sein soll, ohne dass 9 = © ist, 
%I— — 3.4, . 
A; 


Also müssen für diesen Fall A, und A, stets entgegengesetzte Zeichen 
haben. Wir nehmen an, dass B, positiv ist. Ist A, positiv, so wäre 
06, 
0% 
durch nur einen positiven reellen Werth von ®, und es fände dann in 
der That ein Grenzwerth von c,, und nur einer, statt. Ist dagegen A, 
negativ, so müsste A, positiv sein, in diesem Falle könnte es zwei 
positive Werthe für # geben, wofür c, einen Grenzwerth hätte Nun 


A, negativ, alsdann könnte die Gleichung — 0 erfüllt werden 


ist aber, wenn = = () wird, wegen 
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EHE ..: 02c 
B, sollte positiv sein, für ein positives A, wäre also — > 0, für ein 


09 


negatives A, könnte ”? < 0 sein. Ein Maximum von c, kann also 


RR 
nur im zweiten Falle stattfinden, für ein negatives A,, und dann gäbe 
es zwei Maxima oder gar keines. Dagegen würde c, ein Minimum, 
und nur eines haben, ohne zugleich ein Maximum zu besitzen, wenn A, 
positiv ist. 

Bilden wir aber den dritten Differentialquotienten von c,, 50 
giebt dieser 


03c 6 
mm AtrtiA), 
834g — 64; 0% 
also fir = — Fr den Werth Ex Somit muss, wenn 58 ein 


Maximum haben soll, A, positiv sein. Mit der obigen Darstellung ist 


0 
’® Maxima zu erzielen, sondern 


08 


es also nicht möglich, für c, und für 


nur für c, ein Minimum, für —* ein Maximum, wenigstens bei end- 


7; 
lichen Werthen von ®, und falls eben B, positiv ist. 
Das Umgekehrte tritt ein, wenn B, negativ sein sollte. Ob dieses 
alles der Erfahrung entspricht, kann ich nicht sagen; für Substanzen, 


bei denen für 4 ein Maximum festgestellt ist, ist jedenfalls ein Maxi- 
mum von c, nicht ermittelt. 

Wenn ® sehr gross ist, wird c, durch eine lineare Function der 
Temperatur dargestellt. Das entspricht der Erfahrung, denn man hat 
gefunden, dass, zu je höheren Temperaturen man gelangt, um so gleich- 
mässiger c, sich ändert. Als Beispiel nehme ich die specifische Wärme 
des Diamants, welcher von allen bisher untersuchten festen Körpern 
die stärkste Veränderlichkeit dieser specifischen Wärme mit der Tem- 


peratur aufweist. Nach H. F. Weber haben wir: 


En 


Tem- | Specifische Tem-  Specifische 

peratur Wärme peraturr | Wärme 
t | Cy t | Co 

— 50,5 0,0635 + 140,0 0,2218 

— 10,6 0,0955 206,1 0,2733 

+ 10,7 0,1128 247,0 - 0,3026 
33,4 0,1318 608,7 0,4408 
58,3 0,1532 806,5 0,4488 


85,5 0,1785 985,0 0,4589 
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Aus den Zahlenangaben für — 50,5%, + 85,5; 247,0; + 806,5 
findet man die Formel 
= 0,9559 — 0,00018898 — 4 ee 
Zunächst fällt auf, dass B, negativ ist. Das hat jedoch nichts zu be- 
sagen, denn B, ist zugleich so klein, dass durch geringe Aenderung 
der Zahlenwerthe ein positiver Betrag resultiren könnte. Auch ist es 
durchaus nicht nöthig, dass B, positiv ist. Ferner haben wir A, 
negativ und entsprechend A, positiv. Nach der Formel ist also ein 


Maximum von 0% möglich und es findet statt bei 47°. Nach den 


0% 

obigen Zahlen sollte man es bei etwas höherer Temperatur, vielleicht 
bei 70° bis 75°, vermuthen. Das stimmt also leidlich. Berechnet man 
ferner c, für die Temperatur 606,7° und 985,0°, so erhält man die 
Werthe 0,4271 bezw. 0,4541, beide sind zu klein den beobachteten 
gegenüber. Doch sind die Beobachtungen an sich ungemein unsicher, 
schon mit Rücksicht auf die Schwierigkeit bei der Messung hoher 
Temperaturen und die Annahmen, welche den Berechnungen haben zu 
Grunde gelegt werden müssen !). Bei Bor, Silicium und Graphit stimmt 
die Formel viel besser. Jedenfalls ist sie geeignet, die thatsächlichen 
Verhältnisse darzustellen. 

Sieht man von Reihenentwickelungen ab, so wären Näherungs- 
formeln auch die folgenden: 


b 
eat, ıLns 
b 
at ng 
C 
+ 5; 
= a4 ——— 


u. 8. f,, unter denen je nach dem Verhalten der betreffenden Substanz 
beliebig Auswahl getroffen werden kann. 

Wir kehren nunmehr zu der allgemeinen Formel für c, zurück. 
Da, wie wir wissen, Ä ausserordentlich gross ist im Verhältniss zu 9, 
wenn der Körper sich lediglich unter Atmosphärendruck befindet, so 
haben wir nach 9) 


20,) Cy u — d + 


!) Winkelmann, Encyklopädie der Physik, Bd. 2, II, 8. 343. 
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. qa . 
also weil K= angenommen ist und angenommen werden kann, 
v 


1 
„ 2 
0) er ante _„_ea—n 2° 


’ 


J 209 J 0° 
oder, indem die Dichte mit # bezeichnet wird, 

_ u __6a1— yY) ou 
20,;) p=c T 8 


Da a und 1 — y positiv sind, muss hiernach, so lange die Dichte 
mit wachsender Temperatur abnimmt, c,» > c’ sein. Im Dichtemazxi- 
mum ist c2»—c’ und unterhalb desselben c„<c’”. Neben Kupferoxydul 
ist Diamant eine Substanz, für die anscheinend ein Dichtemaximum 
festgestellt ist. Für diese Substanz haben wir nach Fizeau 


v—=v (1 + 0,000001812t + 0,000 000021612). 


Das Minimum von v, das Maximum von i, liegt bei etwa — 43°. Bei 
dieser Temperatur wäre also c, — c’, somit nach der obigen Zusammen- 
stellung c’ = 0,0703 und weil das Molekulargewicht des Kohlen- 
stoffs 12 beträgt, die Molekularwärme mc’ = (’ = 0,844. 

(#9) 
0% 
Temperatur abnehmende specifische Wärme ergeben, falls für sie «# 
selbst anwächst. Das scheint bei Jodsilber der Fall zu sein. Diese 
Substanz zieht sich bekanntlich innerhalb der Temperaturen — 60° 
bis + 142° mit wachsender Temperatur zusammen, für diese könnte 
also im gleichen Temperaturintervall c, mit wachsender Temperatur 
abnehmen. In dem Tabellenwerke von Landolt und Börnstein 

finde ich nun für Jodsilber folgende Angaben: 


Cp zwischen 15° und 98° gleich 0,061 59 
Cp „ 14° „ 142° „ 0,05729 
Cp „ 136° „ 264° „0,0577 


Das entspricht dem obigen. 
Sei 


Substanzen, für welche negativ ist, würden mit wachsender 


ri, v=w(l +09), 


so wird 
‚ 0(&®) 1 
0 — MI _ ILL. 
20,) get aradi 
Nehmen ‚wir bei Diamant für c’ den früher angegebenen 
Werth 0,0703 an und setzen gemäss der obigen Zusammenstellung c, 
0(&#) 
0% 


für 0° gleich 0,1040, so wäre, weil füri=0 das = 0,000 001 812 
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\= 18598. Für 33° und 86° haben wir nach Fizeau 
0(&®9) 
0% 


ergiebt sich bei 33° das c„— 0,1305, bei 86° das c,— 1730, während 
sollte c, — 0,1314 bezw. c, —= 0,1769. Die Uebereinstimmung lässt 
sichts der so weit abstehenden Temperaturen (— 43° und 0°), für 
he die Constanten c’ und A bestimmt sind, kaum etwas zu wünschen 
3, zumal wenn man beachtet, dass bei der Weiterrechnung eine so 
‚. fremde Formel wie die Ausdehnungsformel concurrirt. Wie weit 
» Ausdehnungsformel angewendet werden darf, weiss ich nicht. 
eg ist sehr bemerkenswerth, dass die Uebereinstimmung selbst 


= 0,000 003 238, bezw. 0,000 005 527, 


bis über 200° vorhanden ist. Für 200° ist 0 ) — 0,00001045 
demnach c, — 0,2644 statt 0,2685, also selbst bei dieser Tem- 
tur noch sehr gut mit der Beobachtung übereinstimmend. Und 
i sind die Werthe von c’ und A nicht einmal den Beobachtungen 
uer angepasst. Die berechneten Zahlen sind sämmtlich kleiner 
lie beobachteten; man braucht nur die Constante A ein wenig zu 
rn, um die Uebereinstimmung noch viel auffälliger zu machen. 
genaue Ermittelung der Constanten kommt es mir jedoch nicht 
sondern nur auf den Nachweis der Richtigkeit der Formel, und 
:r dürfte hinreichend geführt sein, mindestens für Temperaturen 
chen — 50° und + 300°. Wie sich die Theorie ausserhalb dieser 
zen verhält, weiss ich nicht, da die Formeln für die Ausdehnung 
bt reichen. 

Die specifische Wärme der festen Körper bei constantem Volumen 
ast genau so gross, wie die bei constantem Druck, dem entspricht 
. die Formel 11) der hier dargelegten Theorie. Sie giebt zusammen 
der unter 9) 


C»—c _P+&K+trYP—K) ev N 
? u J 0% we v1 
5% 
08 
ei IL, In. 
u 0% 4 yı 1 +08 (1+ a9) 
I (u) 
08 
9) . 
y; ist zwar von der Ordnung von c, selbst, aber 
1 1-+09 
u Ber?) 
EZ; 


rose, bis zu 10 und mehr. 


ne nn 


224 Elftes Capitel. 


Für Kupfer soll sein 
% = 0,0910 + 0,000046 t, 
&® = 0,000 047881 + 0,000. 000.030 75 12. 
Mit unserer Formel für c,, angewendet auf t = 0° und t = 100%, be- 
rechnet sich hiernach A — 747,9. Für y haben wir bei Kupfer er- 
mittelt 0,096 28 (8. 206), somit wird 
Cp — cu = 0,0048, bei 0°, 
&@— % = 0,0070, bei 100%. 
Die specifische Wärme bei constantem Druck würde hiernach bei festen 
Körpern rascher wachsen als die bei constantem Volumen. 
Auf Grund der Formel 
0v __80p öv 9 0p [Ov\® 
TREE 7 30 \08 
kenn man die Differenz der specifischen Wärmen ebenfalls berechnen, 


wenn 28, also der Compressionsooöfficient, bekannt ist. Man findet auf 


diese Weise für Kupfer bei mittleren Temperaturen als Differenz 0,0024, 
also von gleicher Grössenordnung wie die aus unserer Theorie sich 
ergebende Zahl. Mehr wird man bei Anwendung so heterogener Be- 
stimmungsmethoden nicht erreichen können. 

Noch auf Folgendes ist aufmerksam zu machen. c, kann Null 
werden für solche Temperaturen, für welche 


__,W) ı 
2 76 (Gradi 
a9) 


ist. Substanzen, bei denen FE} unter allen Umständen positiv ist, 


würden dann ein negatives c’ erfordern, sonst könnte cd’ auch positiv 
sein. Für Diamant hatten wir c’ = 0,0703, für Kupfer finden wir 
aus den obigen Angaben ce’ — 0,0546, also ebenfalls positiv und von 
dem Werth für Diamant nicht sehr verschieden. Für Diamant müsste 
hiernach sein 

CD) 

0 

das gäbe mit den obigen Formeln für &t als Temperatur — 129° C. 
für Diamant. Für Kupfer fände man — 2000°C. Letztere ist un- 
möglich, also könnte c, zwar für Diamant Null sein, nicht aber für 
Kupfer. Indessen ist kaum zu sagen, welche Bedeutung ersteres haben 
soll. Die Ausdehnungsformeln werden auch kaum wendet 
werden dürfen. 
Nach der Definition it 


= — 0,000.003 78, 
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Wäre (, bekannt, so vermöchte man hieraus % zu berechnen, was aber 
nicht der Fall ist. Umgekehrt ist 
= (' + 1,964 Y. 

Für Kupfer ist C' = 0,0546 x 63,2 — 3,451 und 9 = 0,0963, das 
gäbe ©, — 3,63 etwa, und ist etwas grösser als die Atomwärme, wie 
sie den gasförmigen Elementen zukommt. Indessen darf man wohl 
den Schluss hieraus ziehen, weil Kupfer einatomig ist, dass die Formel 
den Thatsachen entspricht. Ist Kohlenstoff ebenfalls einatomig, wofür 
die Molekularwärme der Kohlensäure spricht, so hätten wir aus dem 
Werthe von c’ für Diamant C’ — 0,0703 x 12 = 0,844. Die Mole- 
kularwärme der Kohlensäure bei constantem Volumen beträgt 7,48 
bei 100°, also in der Temperatur, in der dieses Gas dem idealen Zu- 
stande jedenfalls nahe steht. Da die Molekularwärme von O, etwa 4,95 
ist, so wäre hiernach die Molekularwärme (Atomwärme) der Kohle 
zu 2,53 zu schätzen, was ungefähr der Atomwärme bei constantem 
Volumen von Quecksilberdampf, Sauerstoff, Stickstoff, Wasserstoff und 
einiger anderer Gase entspricht. Hiernach hätten wir für Diamant 
y = 0,85 etwa, was freilich fast zehn Mal so gross ist wie der Werth 
für Kupfer. Aber diese Berechnung ist ganz unsicher. 

Aus der Gleichung 

_ 1=nam 
= I’ 

folgt ferner K= au = Jike. 
0 = 8,9 ist, so ergiebt sich etwa K — 3,1 x 10° Atmosphären. Das 
ist freilich nur etwa ein Fünftel oder ein Drittel des früher (S. 206) er- 
mittelten Werthes. Gleichwohl darf die Uebereinstimmung nicht als 
schlecht bezeichnet werden angesichts der so verschiedenen und so 
unsicheren Daten für die Berechnung. 

Für Eisen wird als Formel zur Berechnung von c, innerhalb 
der Temperatur von 0° bis 660°C. gegeben: 


€& = 0,1101 + 0,000101251 + 0,000000492 12, 


Für Kupfer war A = 747,9, da 


&% = 0,1101 bei 0° und c, = 0,1251 bei 100°C. 
für Eisen 


1 —= 0,000 034084 + 0,000 000 027 812 
sich 
ed + 0,0129; 2 2853,4. 
is unserer Gleichung hiermit folgen c, = 0,1398, 
ergiebt c» — 0,1400, fast genau damit 
er, A ist grösser wie bei Kupfer. Da 
15 
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C’ = 0,0129 x 55,9 — 0,72, ferner 7 = 0,095 ist, so betrüge für 
Eisendampf C, = 0,9. Das ist freilich wenig gegenüber den ent- 
sprechenden Werthen für die Atomwärme mancher Gase. Aber dass es 
Gase und Dämpfe giebt, die eine ebenfalls geringe Atomwärme haben, 
ist bekannt. Für X ergiebt sich auch für Eisen ein kleinerer Werth 
als nach der Berechnung auf Seite 207, jedoch beträgt er bei der An- 
nahme 2 = 1 bereits mehr als sechs Zehntel von dieser Berechnung; 


3 . 
und ist diesem Werthe fast gleich, wenn n — 5 angesetzt wird. 


Immerhin ist vielleicht die Annahme, dass K auch bei festen 

Körpern nur proportional dem Quadrate der Dichte variirt, nicht ganz 
. . . . 3 a _ 

stichhaltig. Die Clausius sche Annahme K = 0 + 3) würde 
besser, wenn auch noch nicht ganz ausreichend, passen. Die Formeln 
danach zu corrigiren ist so einfach, dass es übergangen werden darf. 
Auf die hier dargelegte Theorie ist dieses aber von geringem Einfluss. 
Ausserdem ist zu beachten, dass das Zahlenmaterial äusserst unsicher 
ist, denn wenn auch vielleicht die besondere Beschaffenheit der Substanz 
auf die Ausdehnung und die specifische Wärme keinen erheblichen 
Einfluss besitzt — wiewohl auch hier ein solcher Einfluss zweifellos 
vorhanden ist —, zeigt sie sich doch von sehr grosser Bedeutung für 
die Elasticität. Gusseisen hat einen nur halb so grossen Elasticitäts- 
coöfficienten E wie gezogenes Eisen, für Kupfer sind die Unterschiede 
nach der Beschaffenheit nicht so gross, aber immerhin noch gross 
genug. Ebenso ist n je nach der Beschaffenheit der Substanz sehr 
verschieden gross. Es ist aber sehr unwahrscheinlich, dass die Metall- 
sorten, an denen von so verschiedenen Beobachtern so verschiedene 


' ® . . . 
Grössen wie Cp, a E, n bestimmt sind, gleiche Beschaffenheit ge- 


habt haben. 


656. Schmelzen, Verflüchtigen und Umwandeln der 
festen Körper. 


Wir sprechen zunächst vom Schmelzen der festen Körper. Wenn 
man einem festen Körper ständig Wärme zuführt, so erhöht sich seine 
Temperatur und zuletzt geht er in eine Flüssigkeit über. Bei vielen 
Körpern, insbesondere den nicht krystallinischen, geschieht dieser 
Uebergang stetig, indem sie allmählich erweichen und zuletzt ganz 
flüssig werden, wie Pech, Paraffin u. s. f Bei anderen dagegen, 
wozu die krystallinischen Körper gehören, wie Eis, die meisten Me- 
talle u. s. f., ist dieser Vebergang anscheinend ein plötzlicher, Erweichen 
tritt nicht ein, sondern sofort Verflüssigen. Sollten die Zwischen- 
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zustände zwischen fest und flüssig auch hier vorhanden sein, so sind 
sie jedenfalls so zusammengedrängt, dass man sie gar nicht oder nur 
schwer von einander zu trennen vermag. 


Im ersten Falle ist es nicht möglich, eine Grenze zwischen fest 
und flüssig anzugeben; die beiden Enden der Reihe zwar sind physi- 
kalisch leicht zu unterscheiden und zu definiren, die Zwischenzustände 
aber können, je nachdem sie näher dem einen oder dem anderen End- 
zustande liegen, dem festen oder dem flüssigen Aggregatzustande bei- 
gezählt werden. Indessen ist es zweckmässig, diese Zwischenzustände 
von den Endzuständen zu trennen und als besondere Zustände zu be- 
handeln, die Theorie der Elasticität einerseits und die Hydrodynamik 
andererseits beziehen sich auf die Endzustände. Die plastischen 
Zwischenzustände zu behandeln, scheint ungemein complicirt und ist 
nur in wenigen Fällen gelungen. Da bei Substanzen dieser Art die 
Zustandsfläche für den festen Zustand mit der für den flüssigen durch 
einen stetigen Zug verbunden ist, ohne Kanten und Risse an der 
Uebergangsstelle von dem einen Zustand in den anderen, so haben wir 
für beide Zustände nur eine solche Zustandsfläche. Deshalb hat man 
auch solche Substanzen überhaupt als Flüssigkeiten betrachtet, zumal 
sie die Haupteigenschaft der Flüssigkeiten besitzen, nach allen Rich- 
tungen gleiche Eigenschaften aufzuweisen. 


Im zweiten Falle dagegen ist die Grenze zwischen fest und 
flüssig hinreichend scharf gezogen; die Zustandsfläche besitzt an der 
Uebergangsstelle eine scharfe Kante, abgesehen von der Erscheinung 
der Unterkühlung, über die schon gesprochen ist. Die festen Körper 
haben von denen der Flüssigkeit, in die sie übergehen, ganz verschiedene 
Eigenschaften, insbesondere Eigenschaften, welche nach verschiedenen 
Richtungen verschieden sind. In der That ist es kaum vorstellbar, 
wie Eigenschaften, die von der Richtung abhängen, sich allmählich 
ausbilden sollen. Gemenge beider Arten von Substanzen, wie z. B. 
Wachs, schliessen sich naturgemäss mehr den Substanzen dieser Art 
an. Die Erscheinungen sind jedoch sehr verwickelt, und solche Ge- 
menge zeigen oft überhaupt keinen einheitlichen Uebergang aus dem 
einen Zustand in den anderen. 

Hiernach ist es bei einer grossen Zahl von Substanzen schwierig, 
zwischen den beiden Zuständen, fest und flüssig, zu unterscheiden und 
diese Zustände von einander durch Zuweisung bestimmter Eigenschaften 
zu trennen. Giebt es doch sogar nach O. Lehmann!) und Anderen 
Substanzen, welche, anscheinend flüssig, gleichwohl die Haupteigen- 
schaft der krystallinischen Stoffe zeigen, nach verschiedenen Richtungen 
sich verschieden zu verhalten. Man zeichnet darum gegenwärtig die 
festen Stoffe vor den flüssigen durch die Reibung aus, welche bei den 


!) Wiedem. Ann., Bd. 40, 8. 401 ff. 
15* 
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ersteren ausserordentlich vie! grösser sein scll als bei diesen. Das 
reicht für die Grenzzustände, nicht aler für die Zwischenzustände. 

Für die thermodynamis. Behandlung kommt dieses alles zu- 
nächst nicht in Frage, denn die Gleichungen, zu denen diese führt. 
best: hen nicht blo: är den unmittelbaren Tebergang aus dem festen 
Zustand in den flüssigen und umgekehrt. sondern überhaupt für zwei 
benachbarte Zustände — ob diese sich von einander grundsätzlich 
unterscheiden oder nicht. Die Grössen sind nur richtig zu definiren. 
Sprechen wir daher im Folgenden auch von „fest“ und „flüssig“ in 
dem üblichen Sinne der Worte, so sind doch die Ableitungen auch für 
alle Zwischenzustände gültig. und es ist nicht nöthig. die Vieltheilung. 
so rothwendig s ysikalisch ist, auch in den mathematischen 
wickelungen beizubehalten. Das Physikalische wird aber selbst- 
verständlich im Einzelnen hervorzuheben sein. 

Tas Schmelzen der festen Körper geschieht nun unter ganz denselben 
Dedingungen. wie das Verdampfen der flüssigen. Insbesondere existirt 
eine Schmelztemperatur in dem gleichen Sinne wie eine Ver- 
dampfungstemperatur und erhält sich wie diese so lange auf gleicher 
Höke. als das Schmelzen andauert und die äusseren Umstände sich 
nicht ändern. Erst wenn die Suhstanz zur Flüssigkeit vollständig 
geschmolzen ist, beginnt bei weiterer Wärmezufuhr die Temperatur zu 
steizen. vorher nicht. Dementsprechend finden die Gleichungen des 
Abschnittes 50 im ersten Bande dieses Werkes und die in Abschnitt 62 
dieres Bandes auch hier Anwendung. Beziehen wir den Index 2 auf 
der flässigen. den Index 3 auf den festen Zustand (Index 1 bleibt dem 
dampfförmigen vorbehalten), so haben wir also für den Uebergang aus 
dem festen 


Unterkühlung und Unterschmelzung. 
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für die Schmelzwärme, 
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für die äussere Arbeit beim Uebergang aus dem festen in den flüssigen 
Zustand unter dem Druck p. 

Wir haben zunächst für einige dieser Grössen das aus der Er- 
fahrung ermittelte zusammen zu stellen und zu erläutern. 

Vor allen die Schmelztemperatur: 

Bei Substanzen, welche überhaupt eine bestimmte Schmelz- 
temperatur haben, wie die meisten krystallinischen, scheint diese für 
den Uebergang in den flüssigen Zustand entscheidend zu sein. Gleich- 
wohl ist es denkbar, dass, wie eine Flüssigkeit über ihre Verdampfungs- 
temperatur „überhitzt“ werden kann, ohne iu den dampfförmigen Zu- 
stand überzugehen, so auch ein fester Körper „überschmolzen“ zu 
werden vermöchte und dabei fest bliebe. Für Eis ist dieses einmal be- 
hauptet worden, hat sich jedoch nicht bestätigt. Für das Hydrat des 
Kochsalzes NaCl + 2H,O scheint eine Ueberschmelzung mit Sicher- 
heit durch Frankenheim’s Beobachtungen festgestellt zu sein. Die 
normale Schmelztemperatur dieses Stoffes ist — 12°, unter dem Mikro- 
skop fand er sich jedoch noch bei + 15° fest!). Nimmt man dazu, 
dass Flüssigkeiten überkaltet werden können, ohne dass sie fest zu 
werden brauchen und bezieht sich auf die entsprechenden Verhültnisse 
bei dem Ueberganug zwischen den beiden Zuständen „flüssig“ und 
„dampfförmig“, so kann man die im ersten Bande dieses Werkes 
Seite 411 f. angestellten Betrachtungen auf unseren jetzigen Fall 
übertragen. Die in Fig. 5 daselbst gezeichneten ('urven würden dann 
die  Isothermen für den flüssigen und festen Zustand darstellen, und es 

2 e das Curvenstück =B dem überkalteten Zustande der Flüssig- 
chmolzenen des festen Körpers; das Curven- 
labile Zustände geben und nicht realisir- 


'enstück ö & nur in einem, vielleicht in 
z also im Allgemeinen sehr un- 
it Temperaturintervalle (für eine 

Li e ierheit vorlianden. Ostwald?) 
ben, Salol (Salicylsäure-Phenol- 

tand so sehr stabil ist, dass er 


werden kann, sonst an- 


"is, Bi. 1, 8. 994. 
2, 8. 239 m. 


230 Elftes Capitel. 


scheinend in keiner anderen Weise. Gleichwohl muss es Temperaturen 
geben, unterhalb denen der flüssige Zustand nicht mehr erhalten 
bleiben kann, wegen deren auf die S. 228 enthaltenen Entwickelungen zu 
verweisen ist. Ostwald selbst bemerkt, dass, wenn es solche Tempe- 
raturen nicht gäbe, es ganz unverständlich wäre, wie jemals ein Salol- 
krystall überhaupt habe entstehen können, da sonst das flüssige Salol 
nur krystallisiren soll, wenn es mit einem festen Salolkrystall in Be- 
rührung gebracht wird. So stabil also der Zustand der Ueberkaltung 
hier scheint, ist er doch von wirklich stabilen Zuständen zu unter- 
scheiden und Ostwald nennt ihn, wie überhaupt jeden Zustand, der 
schliesslich doch nicht haltbar ist und plötzlich in einen anderen über- 
geht, metastabil. Die Curvenstücke & ß und ÖE der angezogenen 
Figur würden also metastabile Zustände bei dem Uebergange aus dem 
flüssigen in den festen und aus dem festen in den flüssigen Zustand 
darstellen. Zu beiden Seiten, rechts bezw. links, sind die im All- 
gemeinen stabilen Zustände der Flüssigkeit und des festen Körpers, 
zwischen ihnen die labilen, physikalisch nicht realisirbaren. 

Es kann sein, dass das ganze Curvenstück «ßyd& weder meta- 
stabile noch labile Zustände darstellt, sondern neutrale Hätten alle 
Isothermen solche neutrale Theile zwischen dem sicher festen und dem 
sicher flüssigen Zustande, so wäre die Substanz auf diesen Theilen 
nicht fest noch flüssig. Das ist der Fall bei den erweichenden, 
amorphen, Substanzen; für diese existirt eine eigentliche Schmelz- 
temperatur nicht; besser gesagt, zwischen gewissen Temperaturen, jen- 
seits welchen diese Substanzen sicher fest oder sicher flüssig sind, 
liegen eine Reihe anderer Temperaturen, bei denen man sie ebenso- 
wohl als flüssig wie als fest beanspruchen kann. Es sind Temperaturen 
des plastischen, weichen Zustandes. 

Schmelzpunktsregelmässigkeiten sind nicht entfernt in dem Maasse 
bekannt, oder erkannt, wie Siedepunktsregelmässigkeiten. Bei den 
Elementen ist die Schmelztemperatur abermals eine periodische Eigen- 
schaft der Atomgewichte!),. Trägt man die Atomgewichte als Ab- 
scissen, die Schmelzpunkte als Ordinaten graphisch auf, so erhält 
man eine wellenförmige Curve, die einen ähnlichen Verlauf wie die ent- 
sprechende Curve der Atomvolumina aufweist und ergiebt, „dass alle 
gasförmigen oder leicht schmelzbaren, unter Rothgluth flüssigen Ele- 
mente auf den aufsteigenden Aesten und in den Maximalpunkten der 
Volumencurve sich befinden; alle strengflüssigen oder für unsere Mittel 
umschmelzbaren Elemente liegen auf den absteigenden Aesten und in 
den Minimalpunkten derselben“. In den eine natürliche Familie 
bildenden Elementen wächst die Schmelztemperatur mit wachsenden 
Atomgewicht; doch giebt es Ausnahmen von dieser Regel, „wie über- 


‘) Nernst und Hesse, Siede- und Schmelzpunkt. Braunschweig, 
Vieweg u. Solın, 1893. 
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haupt alle auf dem periodischen System fussende Gesetzmässigkeiten 
nur immer im Grossen und Ganzen Gültigkeit besitzen“. 

Andere Regelmässigkeiten sind folgende: 

In binären normalen Verbindungen, die ein Element gemeinsam 
haben, sind die Schmelzpunkte periodische Functionen des Molekular- 
gewichts des übrigen Theiles der Verbindungen. 

In homologen Reihen haben die Verbindungen mit paarigem 
Kohlenstoff höheren Schmelzpunkt als die mit unpaarigem (Regel von 
Baeyer). Folgende Zusammenstellung ist dem citirten Werke von 
Nernst und Hesse entnommen. 


1. Normale Fettsäuren. 2. Bernsteinsäuren. 

Formel ‘Schmelzpunkt | Formel | Schmelzpunkt 
GHO,::... + 18,7° "mo... + 180° 
C‚H,0, : : : .. tiefer ala — 21° | 6440, ne. 97° 
CGH,0,:..:.. 0° .GHn% : | 148° 
C,‚H,0, tieferals — 16° ‚,C;H,O, - .. . 103° 
C,4H,20;, ey | C‚„H,0, :--. 140° 
C;H,, — 10,5° ‚4,0, ::.. 106° 
‚1.0; + 16° | CoHn0,: - - - 127° 
C,H„0, + 12° CuHay: + 108° 
Ca Hgo O, + 30° j 
CisHs. 0, + 
CH,0, +59 | 
Cal 0, + 69,2° 

) il 


Die beiden Reihen zeigen diese merkwürdige Regel ganz deutlich. 
Ausserdem bemerkt man, dass bei den Verbindungen mit unpaarem C 
in beiden Reihen der Schmelzpunkt mit wachsendem Molekulargewicht 
ansteigt. Bei den Verbindungen mit paarem © fällt er in der ersten 
Reihe zuerst, um dann anzusteigen, in der zweiten Reihe fällt er über- 
haupt mit wachsendem Molekulargewicht. 

In isomeren Reihen haben die Paraverbindungen vielfach höheren 
Schmelzpunkt als die Meta- und Orthoverbindungen, zum Beispiel: 

(Siehe Tabelle auf folgender Seite.) 

Andere sogenannte „Regelmässigkeiten“ verlieren sich gar zu sehr 
ins Einzelne. Nernst hat noch auf Folgendes hingewiesen, was mit 
dem Vorstehenden in gewisser Verbindung steht und mit einem sehr 
bedeutenden Satz, den Ostwald angegeben hat. Feste Substanzen 
können bekanntlich in verschiedenen Modificationen bestehen, so 
Schwefel, Phosphor, Selen und besonders sehr viele organische Stoffe. 
Beim Aufsuchen von solchen Regelmässigkeiten wird es also nament- 
lich darauf ankommen, welche Modificationen mit einander zu ver- 
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| Schmelzpunkt 
F 1 TI | — 
Prm® Para- | Meta- | Ortho- 

| verbindung verbindung | verbindung 
GHÄINO, ...... | 1710 340 490 
GH,BrNO,...... 950 58° 41° 
C‚H,N0,CH, .... . 54° 16° tiefer als — 20° 
C,H,BrNH,. ..... | 63° 18° 31° 
C.H,NO,COOH.... \ 238° 141° 147° 


C.H,CICOOH..... | 236° 1590 137° 


gleichen sind. Unterhalb der Schmelztemperatur einer Substanz kann 
ihre Flüssigkeit nur höchstens metastabil sein, im Sinne Ostwald’s. 
Während sie bei der Schmelztemperatur selbst mit der festen Substanz 
gleiche Stabilität besitzt, ist sie bei tieferer Temperatur weniger stabil, 
der feste Zustand nimmt also nach der Seite der fallenden Temperatur 
dem flüssigen gegenüber an Stabilität zu. Besteht nun eine Substanz 
in zwei Modificationen, von denen eine stabiler ist als die andere, und 
zwar beide in ihrem Schmelzzustande genommen, so befindet sich die 
erstere auch mit Bezug auf die Flüssigkeit dieser anderen Modification 
in einem stabileren Zustande, also so, als ob die Flüssigkeit dieser 
letzteren ihr gegenüber unterkühlt wäre und hieraus folgt, dass 

die stabilere Modification einen höheren Schmelzpunkt 

haben muss. 

Das ist in der That der Fall. So schmilzt die krystallinische in 
Schwefelkohlenstoff nicht lösliche Modification des Selens bei 217°, da- 
gegen die weniger stabile amorphe, in Schwefelkohlenstoff lösliche, 
schon bei 125 bis 130%. Ebenso hat der rothe Phosphor eine höhere 
Schmelztemperatur, 255°, als der weniger stabile, sich in ihn von selbst 
verwandelnde, gewöhnliche Phosphor mit 44°. Die Differenzen sind, 
wie man sieht, unter Umständen sehr bedeutend, und man wird zu zu- 
treffenden Ergebnissen nur gelangen, wenn man bei Stoffen, die in ver- 
schiedenen Modificationen auftreten, diejenigen beiderseitigen Modi- 
ficationen mit einander vergleicht, welche gleiche relative Stabilität 
besitzen. 

Indessen ist es selbstverständlich schwer zu entscheiden, welche 
relativen Stabilitäten hiernach zusammen zu halten sind, zumal 

Stoffe beim Verlassen einer Modification nicht sofort 
in die stabilste Modification übergehen, sondern in die 
nächst stabilere. 

Diese Regel hat Ostwald erkannt!). Man kann die Stabilität 
eines Systems durch seine freie Energie F messen, je grösser diese 


lc. 
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freie Energie ist, um so weniger stabil ist das System. Beim iso- 
thermischen Uebergang aus einem Zustande in einen anderen wird 
hiernach der stabilere Zustand die geringere freie Energie besitzen. 
Ostwald’s Regel besagt also, 


dass ein Körper beim Verlassen einer Modification 
nicht sofort in diejenige Modification übergeht, 
welcher die kleinste freie Energie zukommt, sondernin 
diejenige, welche die nächst kleinere freie Energie hat. 


Es wird die ganze Stufenleiter der freien Energieen, welche die 
Substanz in den verschiedenen Modificationen bei im Uebrigen gleichen 
Verhältnissen haben kann, durchlaufen, bis zu der geringsten freien 
Energie. Als Beispiel führt Ostwald Quecksilberjodid an; die rothe 
Modification ist stabiler als die gelbe. Vermischt man aber Queck- 
silberchlorid mit Jodkaliumlösung zur Fällung des Quecksilberjodids, 
so erscheint zunächst die gelbe Modification des Jodids, die dann erst 
in die stabilere rothe Modification übergeht. Der Uebergang kann 
jedoch für lange Zeit aufgehalten werden, wenn die Fällung des Jodids 
aus einer alkoholischen Lösung dieser Substanz mit Wasser geschieht. 
„Ebenso sublimirt Quecksilberjodid auch unterhalb der Umwand- 
lungstemperatur immer in der gelben Form, und diese wandelt sich 
erst langsam in die rothe, beständigere, um.“ 

Verdichtet man Phosphordampf durch Abkühlung bis unter die 
Schmelztemperatur, so entsteht zunächst die metastabile Flüssigkeit, 
dann der ebenfalls metastabile feste gelbe Phosphor, zuletzt der stabile 
rothe. „Cyangas giebt beim Abkühlen nicht das beständige Paracyan, 
sondern das unbeständige flüssige Cyan.“ Der Uebergang kann sogar 
durch Modificationen geschehen, die so labil sind, dass sie bei geringstem 
Anlass explosionsartig sich verwandeln. „So geben die Dämpfe der 
Cyanursäure, die mit denen der Cyansäure identisch sind, beim Ver- 
dichten die der letzteren, obwohl diese so unbeständig ist, dass sie sich 
bei geringer Erwärmung unter Explosion in Cyamelid verwandelt.“ 
Gerade bei isomeren Stoffen, die identische Dämpfe geben, soll naclı 
Ostwald ausnahmslos bei Verdichtung von allen möglichen Formen 
zuerst die unbeständigste Form erscheinen. 

Die vorstehenden Beispiele dürften genügen, den Sinn des merk- 
würdigen Ostwald’schen Satzes, der offenbar von ausserordentlicher 
Tragweite ist, darzuthun. Für unseren jetzigen Fall aber erhellt 
hieraus, dass durch diese Complication die Ermittelung entsprechender 
Modificationen noch weiter erschwert ist, da nun auch nicht einmal 
mehr feststeht, ob eine zuletzt erreichte Modification auch unter allen 
Umständen die für den betrefienden Körper stabile, letzte, ist. 

Ehe wir die Schmelztemperaturen weiter betrachten, haben wir 
noch vorläufig von der Dichteänderung bei dem Schmelzen und von 
der Schmelzwärme zu sprechen. 
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Hinsichtlich der Dichteänderung verhalten sich die Stoffe sehr 
verschieden. Manche, wieEis, Wismuth, Eisen, Kaliumnitrat und viel- 
leicht noch andere ziehen sich beim Schmelzen zusammen; die feste 
Phase schwimmt dann auf der flüssigen. 

Eine Volumeinheit Eis bei 0° giebt nach Kopp 0,908 Volumen- 
einheiten Wasser gleicher Temperatur, eine Vulumeneinheit festes 
Wismuth bei seiner Schmelztemperatur 0,97 Volumen flüssiges Wismuth. 
Für Eisen sind entsprechende Verhältnisszahlen nicht. bekannt. Hin- 
sichtlich anderer Substanzen schwanken die Angaben. Nach Nies und 
Winkelmann!) sollen Zinn, Zink, Antimon und Kupfer sich wie die 
genannten Körper verhalten, die feste Phase also bei ihnen auf der 
flüssigen schwimmen. Nach Anderen soll das mindestens für Zinn 
nicht der Fall sein. Andererseits ist es sicher, dass sehr viele Stoffe 
beim Schmelzen eine Volumenvermehrung erfahren. So Schwefel, 
Phosphor, Stearin, Chlorcaleium und eine Anzahl anderer. 

Folgende Zusammenstellung von Vicentini und Omodei ent- 
nehme ich aus der Winkelmann’schen Encyklopädie der Physik, die 
Zahlen für Wasser sind nach Bunsen, die für Ameisensäure und 
Essigsäure nach Pettersson gegeben. 


| Das | Thermische Ausdehnung 
Substanz | u | x 10*6 


flüssig 


a aan | 10,645 
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Ausdehnung im Allgemeinen mit wachsender Temperatur ansteigt, be- 
deutet dieses eine erhebliche Unstetigkeit im Verhalten dieser Sub- 
stanzen beim Schmelzen. Am stärksten ist diese Unstetigkeit beim 
Wismuth, woselbst der Ausdehnungscoöfficient beim Schmelzen der Sub- 
stanz auf den dritten Theil herabsinkt. Sonst nimmt er um durch- 
schnittlich die Hälfte ab bezw. zu. 

Die Volumenänderung geht bei den Substanzen, die wie die 
krystellinischen plötzlich schmelzen, auch plötzlich vor sich. Bei den 
anderen Substanzen geschieht sie allmählich, doch zeigt die Curve der 
Volumenänderung mit wachsender Temperatur auch bei diesen an 
einer gewissen Stelle einen scharfen Knick, so bei Wachs an der Tem- 
peraturstelle 64°C., sie steigt von 0° bis 64° weit steiler an, als später- 
hin und besteht aus zwei bei 64° scharf auf einander treffenden 
Theilen. Auch hier ist der Ausdehnungscoöffcient im wirklich flüssigen 
Zustande zunächst kleiner als im voraufgehenden noch plastischen. 
Eigenthümlich verhält sich das Rose’sche Metall und das Stearin; es 
tritt bei der Verflässigung erst eine Volumenabnahme und dann eine 
Volumenzunahme ein, was auf Umlagerungen in neue Modificationen 
hindeutet. 

Je nach der Art des Stoffes ist also 


n-u20 


Das Gleichheitszeichen gilt für die amorphen Stoffe, welche plastische 
Zustände haben, und zwar für den letzten plastischen und den ersten 
Aüssigen Zustand. 

Aus Gleichung 5) folgt, dass hiernach die freie Energie der Sub- 
stanzen im festen Zustande kleiner, gleich oder grösser sein kann, als 
die im flüssigen. Dem zufolge, was vorhin von dieser Energie gesagt 
ist, werden hiernach Substanzen, welche beim Schmelzen an Volumen 
zunehmen, im flüssigen Zustande stabiler sein als im festen, solche, 
welche an Volumen abnehmen, wie Wasser, iın festen Zustande stabiler 
Kein als im flüssigen. Substanzen, welche in beiden Zuständen gleiches 
"Volumen haben, sind auch in beiden Zuständen gleich stabil oder labil. 


verringerung eintritt. Da im letzteren Falle äussere Ar- 
en wird, so ergiebt sich, dass die Wärme zur Leistung 
rerbraucht wird. Worin diese innere Arbeit besteht, 
i nn Volumenverringerung eintritt — nicht leicht 
trots dieser Volumenverringerung Molekular- 
Indessen ergiebt sich aus Gleichung 4), dass 
im Falle einer Volumenverringerung die 

’w sein muss als sonst. 
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Von der Schmelzwärme selbst werden wir bald zu sprechen haben. 
Zunächst richten wir unsere Aufmerksamkeit auf die sie bestimmende 
Gleichung 6). Aus dieser Gleichung folgt nämlich 

cp _JI 1 0% d 
d 


ee un —vm I nm 


Y 1: 
Da ! und 9 positiv sind, so folgt, dass 2 und also auch = positiv 
oder negativ ist, je nachdem sich tg — v, grösser oder kleiner als 
Null erweist. 


Hiernach wächst mit wachsendem Druck die Schmelz- 
temperatur an, wenn das Volumen im flüssigen Zu- 
stande grösser ist als im festen und sie nimmt mit 
wachsendem Druck ab, wenn umgekehrt das Volumen 
im flüssigen Zustande kleiner ist als im festen. 


Dieser Satz und die zugehörige Gleichung ist bereits 1849 von 
James Thomson entdeckt worden. Für Eis, Wismuth, Eisen und 
andere Stoffe, die sich wie diese genannten verhalten, haben wir also 
Sinken der Schmelztemperatur mit wachsendem Druck zu erwarten, für 
die anderen Stoffe muss die Schmelztemperatur steigen. So beträgt die 
Schmelzwärme ! des Eises auf Gramm bezogen etwa 79,25 Gramm- 
Calorien, da 9% — v3; = — 0,092 ist, so haben wir hiernach, wenn 
wir Op in Atmosphären messen, 


273 x 1013 217 x 0,092 


0= —- —_ 2 
79,25 x 42 200 000 


cp = — 0,007 609° Op. 
Die Druckzunahme um eine Atmosphäre bewirkt also eine Schmelz- 
punkterniedrigung des Eises um 0,007 609°C. Für 8,1 und 16,8 Atmo- 
sphären ergeben sich hiermit als Schmelzpunkterniedrigungen — 0,062 
bezw. — 0,128°, während William Thomson durch unmittelbare Be- 
obachtung erhielt — 0,059 bezw. — 0,129, Zahlen, die mit den be- 
rechneten fast genau übereinstimmen. Ferner geben Battelli’s 
Beobachtungen folgende Zusammenstellung: 


| | Ä | vs in °C. 
| 4 - ll 
Substanz ; 1 %—tr,| in für 8 Atm. für 12 Atm. 
; oc, . 
| | ‚ber. | beob. ber. | beob. 
Naphtalin. . . . 35,50 + 0,146 352,2 + 0,286 | + 0,282 + 0,405 |) + 0,423 


Nitronaphtalin | 25,82 ! + 0,078 | 329,0 + 0,196 ' + 0,180 | + 0,294 | + 0,300 


Paratoluidin | 39,00 + 9008 311,9 + 0,102] + 0,100 | + 0,153 | + 0,140 
Diphenylamin . || 21,30 | + 9,062 324,0 +- 0,185 + 0,180 | + 0,277 + 0,260 
Naphtylamin . || 19,70 Irma 316,4 -1- 0,130 + 0,105 40195 | +0180 


Nizerempemisoe In mim. Dr= 

Auch hier immen die Erzein’ss= 5er Serhschtone und Turmes 
nung gut überein. 

Wir geben cur gerauer ı-f den Zzunmmerkarr rwischer Sümeir- 
temperatur ur] Druck eic- Fir Termsruiemwechsr st Aursca: 
die Schmelzpunktsänderung tis zz 114. Aumasıhärer versaum . Te 
gesammte Aenderung beträgt fat .Y. zimwır e wer To Dame 
Substanz 
bi... 1 20 WM AN II60 Aumasnkliner 
Schmelzpunkt — 30 — 195 —'" — 1! — BE 

Bei Benz>l ergab eine Drurkerwixızr v:r 1] Armmrbäre ar 
+00 Atmosphären eine Schmelsrinztertizır van — At. ar 
+ 22°C. Die theoretische Forma 3x zit: arwenider. we 5 
anderen Daten nicht bekannt sini iss Ze Srimesrankierhätung 
nicht einfach der Druckerhöhunz prrwrizı is. zer aumeich üas 
erste Beispiel, da sie von 1 bis 620 A:=<srtirer "U. in dem zzr wenig 
geringeren Intervall von 620 bis 116 ater zer 1°.5! beurrin. Darazs 
folgt — was an sich schon wahrschein 2 m — uses un — 
nicht unabhängig von einander :izi Tkzsı man sich für ® und 
U — 

I 


tische Mittel der Grenztemperaturen ar u-3 teereichner das Mitzel von 


4 Mittelwerthe eingesetzt. nimmt &: ste für # das arııhre- 


Us — Us durch (* - =), so wird icrertsb der chieen Interra.e 
für Tetrachlormethan 


Pa + Pi — 105. 415. 760. 1030 Atmasph. 


v—ı\ _ +9 _ —_ 202, 18 129 
TI u 9r,+ 9 
(Pr —Pı) 9a 


- Die Zahlen nehmen mit wachsendem Druck stän 
nicht in gleichmässiger Weise. Jedenfalis ist also die G. 


nicht unabhängig vom Druck bezw. der Temperatur. sei es, du 
mit wachsendem Druck, wachsender Temperatur. abnimmt, ode, 
entsprechend zunimmt. In manchen Fällen ıst eine Abnahme , 
mit sinkender Temperatur festgestellt. Selbstrerständlich kann aue, 
beides stattfinden. EL 

Indessen steht nicht fost, ob nicht die Substanz schon in F 
der Versuche selbst verschiedene Modificationen durchgemacht hat 2), 


Bd. 105, 8. 185. 


u . rend., u 
) Kompt. ver Bd. 08 (1808), 8. 474 u. 4 


*) Wiedem. Ant. 
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was G. Tammann vermuthet, dessen Untersuchungen bald eingehend 
dargelegt werden sollen. 

Für Naphtalin liegen Beobachtungen von Barus!) vor, welche 
sowohl die Schmelztemperatur, als die Volumendifferenz 9, — v, be- 
treffen. Die letztere Grösse erwies sich, soweit die Drucke reichen, 
als positiv. Bei 83°, entsprechend einem Druck von 80 Atmosphären, 
betrug die Volumenänderung v3 — v; gegen 23 Proc., bei 100°, ent- 
sprechend einem Druck von 567 Atmosphären, war sie noch 19,8 Proc., 
also nahm sie zwar mit wachsendem Druck ab, jedoch ziemlich lang- 
sam, und eg würde sich um enorme Drucke handeln, ehe 98 — v, ganz 
gleich Null ist, bei der Verflüssigung also keine Volumenänderung ein- 
tritt (S. 234). 9, nahm selbstverständlich mit wachsendem Drucke 
für sich ab, ebenso v;; die isopiestische Curve der Flüssigkeit setzte 
sich stetig für den unterkühlten Zustand fort. Trat nach der Unter- 
kühlung Gefrieren ein und wurde der Druck erniedrigt, so stieg v, an, 
bis bei normalem Druck die Substanz wieder schmolz und sich zum 
normalen Volumen plötzlich dehnte. Wie weit die Unferkühlung mit 
ansteigendem Druck gehen konnte, hing von vielen Umständen ab, 
selbst von der Menge der untersuchten Substanz. Die weitere Unter- 
suchung ergab nun für die normalen Schmelztemperaturen unter ver- 
schiedenen Drucken 


bei =... 1 80 277 967 1435 Atmosphären 
i= .. 792 83 90 100 130 °C, 
0P _ 
97:07 26,0 27,7 28,3 28,7 


Die Zahlen wachsen mit wachsendem Druck, um so mehr wächst 


Us — Us abnimmt, 


Y or und somit auch » so dass umgekehrt 


J1 
0% U — d; 
Das stimmt mit dem von Amagat für Tetrachlormethan erhaltenen 
Ergebniss und die Grössenordnung entspricht ebenfalls der für die 
genannte Substanz geltenden. Dav; —v,;, wie wir sahen, sich nur sehr 


va — 93 wesentlich der Grösse / 


wenig ändert, muss die Aenderung von 


zur Last fallen, diese Grösse muss also bei Naphtalin mit wachsender 
Temperatur steigen, was auch der Theorie genügen würde. 


Entsprechende Versuche von Hodgkiıns haben Folgendes er- 
geben: 


!) Bei G. Tammann, Wied. Ann., Bd. 66 (1898), 8. 475 ff. 
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| Druck in Atmosphären 
Substanz | 1 | 519 | 70 


| Schmelztemperatur £ °C. 


Walrat . . 2 2.2.. 51,0 | 60,0 80,2 


Wachs . .....%. 64,5 74,5 80,2 
Stearin . . 22... 107,0 135,2 140,5 
Schwefel . . .... ) 72,5 73,6 79,2 


Die Zablen verlaufen, wie man sieht, sehr ungleichmässig. Man erhält: 


| Mittlerer Druck in Atmosphären 


260 | 655,5 
Substanz | — --- BE 
| vY — Vz -7 
— 10 
| ( 7 ) x 
Walrat . . . 2 2.2. Ä 529 2157 
Wachs. . . 2. 2 2.2. 564 596 
Stearin . . 2. 2 2.2. | 1381 473 
Schwefel. . . . 2... | 61 587 


Nur Stearin verhält sich wie das vorher behandelte Tetrachlormethan 
und Naphtalin, die anderen Substanzen verhalten sich entgegengesetzt. 


u —®s doch nichts 


Also lässt sich über die Aenderung der Grösse 


allgemein voraussagen. 

Zu einem bemerkenswerthen Ergebniss ist Damien gelangt. Nach 
seinen Versuchen an Walrat, Paraffın, Wachs, Naphtalin und Naphtyl- 
amin, Nitronaphtalin, Paratoluidin, Diphenylamin soll sich die Schmelz- 
temperatur als Function des Druckes darstellen lassen durch die Formel 


=, +ap— 1) +b(p — N. 


Die Grösse b hat sich in allen Fällen als negativ erwiesen. Demnach 
würde 9 mit wachsendem Druck bis zu einem Maximum ansteigen und 
dann wieder abnehmen. Das ist für Naphtylamin auch durch unmittel- 
bare Beobachtung festgestellt. Folgende aus der Winkelmann’schen 
Encyklopädie entnommene Zusammenstellung zeigt dieses Verhalten. 


(Biehe Tabelle auf folgender Seite.) 


Das Maximum tritt ein bei etwa 80 Atmosphären Druck. Nach 
Damien’s Formel wäre 


d® —= [a + 2b (p — 1)]dp, 


240 Eiftes Capitel. 


Atmosphären  yeobachtet berechnet 


1 49,75 49,75 
62 50,49 5040 
a 50,54 50,45 
93 50,33 50,44 

143 50,01 50.03 
186 vo 49,83 49,75 


178 49,65 49,63 
j . 

und da d negativ ist, würden sich die genannten Stoffe oberhalb des 
Druckes von 1 — 57; wie solche Substanzen verhalten, welche sich 
beim Schmelzen zusammenziehen. Der Grenzdruck für die genannten 
Stoffe wäre bei Walrat etwa 650, bei Paraffin etwa 300, bei Wachs 
etwa 760, bei Naphtylamin etwa 82 Atmosphären. Substanzen wie 
Wasser, Wismuth u.s.f. befänden sich hiernach bereits bei Atmosphären- 
druck oberhalb dieses Grenzdruckes. Und ferner ergäbe sich, dass 
% — 0, mit wachsendem Druck variiren muss und sogar sein Zeichen 
ändern kann. Das ist alles von sehr grossem Interesse und wird 
später noch weiter verfolgt werden. Barus!) hat die Richtigkeit 
der Beobachtungen von Damien sehr stark in Zweifel gezogen, min- 
destens die Anwendbarkeit seiner Formeln zur Extrapolation.. Für 
keine der Substanzen, für welche diese Formeln Grenzdrucke fest- 
setzen, hat er durch unmittelbare Versuche solche Grenzdrucke nach- 
weisen können, wiewohl er in seinen Beobachtungen über diese Grenz- 
drucke nach Damien’s Formeln weit hinausgegangen ist. 

Indessen ist das wichtigste Ergebniss von Damien’s Unter- 
suchungen, dass nämlich bei einer solchen Darstellung der Schmelz- 
temperatur als Function des Druckes das quadratische Glied negativ 
ist, doch bestätigt und damit das Vorhandensein eines Grenzdruckes 
als solchen gesichert worden. Tammann?) nämlich hat zunächst 
entsprechende Untersuchungen für Benzol, Dimethyläthylcarbinol, 
Trimethylcarbinol, Tetrachlorkohlenstoff, Nitrobenzol, Benzophenon und 
Phosphor ausgeführt. In allen Fällen hat er die Constante d negativ 


gefunden. So giebt er für Dimethyläthylearbin folgende Formel und 


Zusammenstellung, woselbst p den Druck in Kilogramm auf Quadrat- 
centimeter bedeutet: 


0,8 -F 0,01911 p — 0,00000214 pt. 


Tammann, Wieden. Ann, Bd. 62, S. 295. 
# 
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p u un en Differenz 
| beobachtet | berechnet | 

0 — 10,3 — 10,3 0,0 
500 — 13 1 — 13 0,0 
1000 + 70 | + 67 — 0,3 
1500 , +142 + 13,6 — 0,6 
200 || +197 119,4 | — 0,8 
2500 + 24,8 | + 24,1 | 7 0,7 
3000 +2834 : +288 + 0,4 
3500 #303 : -+-30,4 | + 0,1 


Der Grenzdruck läge bei 4500kg Druck auf lqcm und die höchste 
Schmelztemperatur betrüge + 35°. 

Tetrachlorkohlenstoff ist die auch von Amagat untersuchte Sub- 
stanz Tetrachlormethan, in der That hat auch Tammann gefunden, 
dass diese bei den Versuchen spontan in verschiedenen Modificationen 
auftrat. Für Phosphor lautet Tammann’s Formel 


t — 43,9 + 0,0238 p — 0,000 001 2. 


Die Beobachtungen gehen von Drucken Okg bis 2000kg auf lgcm 
die Schmelzpunkte variiren von 43,99 bis 97,4°, also sehr erheblich. 
Später!) hat Tammann seine Untersuchungen auf Naphtalin, 
Wasser, Kohlensäure, Aethylenbromid, Blausäure, Chlorcalciumhydrat 
mit 6 H,O, Methylsenföl, Paraxylol, Diäthylamin, Dimethyläthylcarbinol 
ausgedehnt, immer mit dem nämlichen Ergebniss der Darstellbarkeit 
der Schmelztemperatur durch eine Formel der obigen Art. 
Hiernach, schliesst Tammann, kann kein Zweifel mehr bestehen, 
dass in dem der Untersuchung unterworfenen Theile der Schmelz- 
2 
druckcurve n negativ ist, was ja Damien’s Versuche schon ergeben 
hatten. 

“ Einzelheiten theile ich nur für zwei Fälle, die der Kohlensäure 
und des Wassers, mit, weil dabei einiges zur Sprache kommt, was für 
die Beurtheilung der ganzen Erscheinung von Wichtigkeit ist. 

Der Schmelzpunkt der krystallisirtten Kohlensäure liegt bei 
t —= — 56,7°C., wobei der Druck 5,1 Atmosphären beträgt. Bei 
höheren Drucken liegt der Schmelzpunkt höher, so haben wir, wenn 
der Druck in Kilogramm pro 1 qem ausgedrückt wird: 


!) Wiedem. Ann., Bd. 68, 8. 562 ff. 


Weinstein, Thermodynamik. 11. 16 
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| 
a er a a 
I 
926 —_ 40,0 Ä 2792 — 7,43 
965 — 37,5 3156 | + 3,20 
1592 —1271 | 387 | +109 
2158 — 17,64 | Ä 


Bis zum Druck 2792 und der Schmelztenıperatur — 7,43 steigt 
die Curve, welche die obigen Zahlen zusammenfasst, die Schmelzdruck- 
curve, ganz gleichmässig an, von da an knickt die Curve zu weit 
steilerem Gang gegen die p-Axe um. Der erste Theil der Curve inter- 
polirt und fortgesetzt giebt folgende zusammengehörige Werthe: 


0 —568 | 
500 — 474 | 3000 — 40 
.1000 — 38,0 | 8500 + 85 
1500 — 28,8 | 4000 + 105 
2000 — 20,5 | 
| 
Die Gleichung ist 
t = — 56,8 + 0,019 99 p — 0,000 000 75 92. 
Man sieht, wie diese Curve von etwa p — 2800 ganz anders 


weitergeht, als nach den oben mitgetheilten Zahlen der Fall ist. Sie 
erreicht 10,92 erst bei Drucken weit über 4000. Der zweite Theil der 
wirklichen Schmelzdruckcurve würde nach p = 0 hin extrapolirt 
it = — 86° etwa ergeben statt — 56,8%, und genauer interpolirt, 
sicher noch viel tiefere Temperatur. Tammann betrachtet die 
Kohlensäure auf diesem zweiten Theil der Curve als in neuer Modi- 
fication befindlich, die er Modification II nennt, sie würde sich vor der 
gewöhnlichen Kohlensäure durch tieferen normalen Schmelzpunkt und 
dadurch auszeichnen, dass dieser Schmelzpunkt viel rascher mit wach- 
sendem Druck ansteigt als bei dieser. Die Schmelzdruckcurve dieser 
Kohlensäure II würde die der Kohlensäure I bei p = 2800 und 
i = — 7,5° schneiden. Durch einen Kunstgriff gelang es Tammann, 
über » = 2800 die Kohlensäure sowohl in der Modification I als in 
der II zu verfolgen. Denkt man sich beide Modificationen bei gleichem 
Druck hinreichend unterkühlt, so gelangt man zu Temperaturen, in 
denen nur die Modification I besteht; steigert man die Temperatur, so 
tritt ein Zustand ein, in welchem die Modification I in die II überzu- 
gehen beginnt, bis zuletzt I ganz verschwunden ist. Doch findet das 
nicht statt unterhalb des Druckes p = 2800. Jedem Druck p > 2800 
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entspricht eine Temperatur, bei der die Umwandlung beginnt. Tam- 
mann spricht darum von einer Umwandlungscurve. Es ist die- 
jenige, unterhalb deren (mit Bezug auf die Temperatur) nur Kohlensäure I 
auftritt, oberhalb derselben bestehen zunächst beide Modificationen 
neben einander, zuletzt ist nur die Modification II vorhanden. Für 
die Umwandlungscurve der Kohlensäure gilt die Gleichung 


t = — 75 + 0,0114 (p — 2800), 
für die Schmelzdruckceurve der Modification II oberhalb p = 2800 die 
t = — 7,5 + 0,0275(p — 2800). 
Die beiden Schmelzdruckcurven und die Umwandlungscurve stossen 
im Punkte p = 2800, t = — 7,5 zusammen. Der maximale Schmelz- 


punkt für Kohlensäure I mit gegen = + 60° läge bei 9 = 13000 —E. 


Bei der kritischen Temperatur der Kohlensäure wäre für I das p = 6100, 
für 1I das p = 4200 und der Umwandlungsdruck betrüge 6500 kg auf 
den Quadratcentimeter. Experimentell gelangt man von einer dieser 
Curven zu den anderen am bequematen durch rasche Druckerniedrigung. 

Eis und Wasser hat Tammann mehrmals und sehr eingebend 
untersucht. Er findet, dass der Verlauf der Schmelzdruckcurven auf drei 
Modificationen des Eises hinweist. In der ersten Arbeit!) scheint er 
Ei® nur in einer Modification anzunehmen, die Schmelztemperatur des 


Eises soll bis in die Nähe von p = 2000 —E und ti = — 20°C. 


ziemlich gleichmässig, wenn auch nicht genau linear verlaufen, dann 
aber soll sie mit ferner wachsendem Druck sehr rasch abnehmen, der- 


artig, dass bei p —= 2200 8 schon it = — 39° ist. Folgende Zu- 


sammenstellung der Beobachtungen ist sehr lehrreich. 


p t p | t 
1 0,00 2000 — 21,1 
473 — 344 2069 — 123,8 
737 — 5,71 2172 — 26,0 
1116 — 940 2165 | — 28,0 
1107 , — 9,54 2195 | = 30,0 
1643 — 15,45 2211 — 35,4 
1650 — 15,45 2217 — 39,0 
2003 — 21,09 2177 — 40,5 


Bis — 20° kann man als Interpolationsformel benutzen 
p = — 140,01 + 2,1112. 


!) Wiedem. Ann., Bd. 68, 8. 564 ff. 
16 * 
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Die Vergleichung mit den früher (S. 236) mitgetheilten Ergebnisser 


anderer Forscher giebt ganz gute Uebereinstimmung. Zwischen — 38 
und — 40°C. beginnt für noch weiter fallende Temperaturen der Druck 
abzunehmen, dazwischen wäre also = = 0, worüber später. 


Wohl wegen der scharfen Wendung der Schmelzdruckcurve be 
t—= — 20° ıst Tammann in seinen weiteren Arbeiten über das Ver- 
halten des Eises dazu gekommen, aus gleichem Grunde wie be; 
der Kohlensäure auch das Eis auf mehrere Modificationen zu unter. 
suchen !. Er dehnte seine Beobachtungen auf Temperaturen vor 


0 bis — 80° und Drucke von 1 bis 3200 8 aus, besondere Beob- 

achtungen erstreckten sich auf Temperaturen von — 22 bis — 15% 
. k 

bei Drucken von 3200 bis 4000 Som und auf Temperaturen von — 8C 


bis — 180° und den Druck 1 ER. 
gem 
Von 0° bis gegen — 22° haben wir es mit dem gewöhnlichen Eise 
zu thun, Modification I. Das Ergebniss der Beobachtungen entspricht 
dem früher gewonnenen, die Zahlen weichen ein wenig ab. Es ist, aus 
den Beobachtungen interpolirt: 


ke | 0 dp 
ı | m 135 
>. 112 
615 | 9,0 110 
890 1,8 106 
1155 | 10,0 100 
1410 12,5 88 
1625 | 15,0 24 
1835 17.5 81 
2042 | 20.0 | 75 
220°: —221 


Die Zahlen für op nehmen mit wachsendem Druck ab, doch verlaufen 


ot 
sie nicht sehr regelmässig. Die Schmelzdruckcurve krümmt sich zur 
Druckaxe hin und hat etwas oberhalb — 2,50 einen Wendepunkt. 
Die beiden anderen Modificationen des Eises verbalten sich anders. 
Um auf deren Schmelzdruckcurven zu gelangen, „bedarf es eines kleinen 
Kunstgriffs. Steigert man zwischen — 16° und — 22° den Druck über 


') Ann. d. Physik. Vierte Folge. Bd. 2 (1900), 8. 1 ff. 
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den Schmelzdruck einer der neuen Eisarten, so tritt ıhre spontane 
Bildung, was ja so häufig stattfindet, nicht sobald ein. Iım Laufe einer 


kg . 
halben Stunde bildet sich bei — 21° unter 3000 bis 3500 om in 40 ccm 


kein Stern jener Eisarten, das Wasser bleibt flüseig (was den früheren 
Beobachtungen entsprechen würde). Um auf die Schmelzcurven der 
Eisarten II und IIl zu gelangen, muss man die Temperatur des ge- 
wöhnlichen Eises unter — 22° erniedrigen und den Druck auf min- 
destens 2400 hen steigern. Erniedrigt man die Temperatur auf — 30 
bis — 60°, so erhält man das Eis III, bei — 80° das Eis II. Verkleinert 
man nun das Volumen bis zur vollständigen Umwandlung des Eises I, 
so gelangt man bei Erwärmung, wobei der Druck am besten auf 


2500 E oder höber zu halten ist, auf eine der Schmelzcurven, je 


nachdem, welche der Eisarten man hatte entstehen lassen“. 
Für die Schmelzdruckcurve des Eises lll giebt Tammann 
dıe Formel 


t = — 22° + 0,00438 (p — 2200) — 77 x 1073 (p — 2200). 
Der maximale Schmelzpunkt des Eises III wäre — 15,8%, der Grenz- 


druck 5040 8. Die Schmelzdruckcurve des Eises III schneidet die 
kg 


gem 
curve des Eises I in Eis III liegt ganz zwischen den Drucken 
» — 2200 und » = 2255, von — 22° (p = 2200) einerseits und 
— 80° (» = 2210) andererseits senkt sie sich nach p —= 2255 hin 
und erreicht den tiefsten Punkt etwa bei — 47°. In ihrem Trefipunkt 
mit der Schmelzdruckcurve des Eises I beginnt die Schmelzdruckcurve 
des Eises Ill. 

Was das Eis II anbetrifit, so beginnt die Umwandlungscurve dieser 
Modification aus Eis I fast an derselben Stelle wie die des Eises III 
aus Eis I, jedoch bei etwas niedrigerem Druck. Die Curve verläuft bis 
t = — 37° und p = 2240 etwa mit geringer Senkung — bis zu 
p = 2250 — unterhalb (nach Seite der höheren Drucke) der Um- 
wandlungscurve für III aus I. Dann schneidet sie diese Umwandlungs- 
eurve und steigt in einigen Wellen fast geradlinig an bis zum Punkte 
t= — 80%, p = 1885. Bei t = — 37° und p = 2240 etwa können 
hiernach alle drei Modificationen des Eises bestehen, bei t = — 22° 
und p = 2200 sogar diese drei Modificationen und ausserdem noch 
Wasser, also vier Phasen einer einzigen Substanz. 

Die Betrachtung der Umwandlungscurven und ihrer Treffpunkte 
mit den Schmelzdrucklinien giebt Herrn Tammann Veranlassung zu 


des Eises I im Punkte i = — 22°, p = 2200 - Die Umwandlungs- 
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folgender Auseinandersetzung, welche die latenten Wärmen und die 
Volumenänderungen beim Uebergange der verschiedenen Modificationen 
in einander betreffen. Es gehe Eis I in Eis III, dieses in Wasser und 
Wasser in Eis I über — was bei dem Treffpunkt der Umwandlungs- 
curve von Eis Ill aus I mit den Schmelzdruckcurven von Eis I und 
Eis Ill stattfinden kann —, su haben wir einen Kreisvorgang vor uns, 
bei dem nichts weiter geschieht. Die Summen aller Volumen- 
änderungen und die aller Umwandlungswärmen müssen also Null sein. 
Die Volumenänderung aus Eis I in Eis III sei Jv,,, die aus Eis III 
in Wasser vg), die aus Wasser in Eis I sei fv,,. Entsprechend 
seien die Umwandlungswärmen L, 3, La3.0, Lo, , 50 ist 


Aus + Sn + Inı = 0, 
La + Iso + Lou =D. 
Für die L gelten alle Gleichungen der nämlichen Art wie für die 


Schmelzwärmen, also 
(57) _ JPvıs 
0 Pp/ıs J Lıs 


ee) __ Jvso 
Op) Iso 


Sl lm Sl- 


 & —_ Ivı 
op) IL 

An dem betrefienden Punkte #9 —= 273 — 22 = 251 und p == 2200 
ist nun nach Tammann 


03 — 04, (52) — 0,004 24, (57) — — 00115 

op), 1 OP/so 0.9 
und St,s = — 0,19ccm. Damit ergiebt sich aus den obigen Glei- 
chungen 

Lıs =3, Ls, =70, Lo = — 73, 
Ns, = 0,05 ccm, Avoı — 0,14 ccm. 

JAvoı ist grösser, Lo, kleiner als bei normalen Verhältnissen (E = 0% 
p = 1), im Ganzen ist aber die Uebereinstimmung mit den sonstigen 


Ermittelungen für diese Grössen gut. Fast dieselben Zahlen erhält 
man für den Treffpunkt der Uebergangscurve von Eis II aus Eis I mit 
den Schmelzdruckcurven dieser beiden Eismodificationen, der, wie schon 
bemerkt, in unmittelbarer Nähe des erstgenannten Treffpunktes liegt. 

Die obigen Zahlen lehren noch Folgendes. Der Uebergang von 
Eis I in Eis III ist mit einer Volumenverringerung verbunden und mit 
einem Wärmeverbrauch; ebenfalls Wärmeverbrauch bedingt der Ueber- 
gang von Eis III in Wasser, es tritt aber Volumenvermehrung ein. 
Der Wärmeverbrauch zum Schmelzen von Eis III ist kleiner als der 
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zum Schmelzen von Eis I unter gleichen Verhältnissen. Die Zahlen 
können selbstverständlich nur approximativ sein. 

Die Grösse Ivo, die Volumenvergrösserung beim Uebergange von 
Wasser in gewöhnliches Eis, ist bei t = — 22° und p = 2200 an- 
scheinend grösser als unter normalen Verhältnissen. Das ist eigentlich 
gegen die Erwartung. 

Unter der Annahme, dass v,s = Jvısa = — 0,19 ccm ist, be- 
rechnet Herr Tammann folgende Tabellen für die Umwandlungs- 
curven von Eis I in Eis II bezw. in Eis III). 


Eislin Eis ID. 


| 29 
se a 
! in & pP 12 
in °C. gem | 
] 
—1 | 2230 
32 | 2252 + > 
ss | 22 | N RN og 
40 2223 I. 010 0 
50 | 2125 on _, 
60 2055 H 018 5 
r. . ’ 
0 Ä 2000 1.005 ° _17 
— 80 1800 
Eis I in Eis II 
an D | 29 
kg 2. La 
| in dp 
in °C. ! gem 
I | 
—ı I ! 
2 2200 los Ira 
30 2225 | 205 +92 
40 | 2245 Ba 0 
| H 08 
2 ! ’ u 
Fra ee era Ba 1 Bun 
| - + 0,6 — 1,6 


— 0 | 2220 


Die Tabellen zeigen, dass zu gewissen Drucken zwei Umwandlungs- 
temperaturen gehören, so für Eis I in Eis III unter p = 2230, die 
Temperaturen — 32° und — 63°, die um 31° von einander verschieden 
sind. Ferner erhellt, dass die Umwandlung der Eismodificationen 
in einander bis zu gewissen Drucken bezw. Temperaturen unter 


!) Die Zahlen sind schon richtig gestellt. Leider sind die schönen Ar- 
beiten, über die hier referirt wird, mit vielen Druckfehlern behaftet, die ein 
Fernstehender nicht immer corrigiren kann. 
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Wärmeverbrauch, darauf jedoch unter Wärmeentwickelung stattfindet, 
bei gewissen Drucken geschieht die Verwandlung ohne thermischen 
Effect, also adiabatisch, so bei Eis Il ın Eis II unter dem Druck 2252 
zwischen — 32° und — 34°, ähnlich bei Eis I ın Eis III unter dem 
Druck 2245 zwischen — 40° und — 46°. 

Die Volumenänderung bei dem Uebergange fest-flüssig unter ver- 
schiedenen Drucken hat Herr Tammann!) für Benzol, Naphtalin, 
Phosphor und Dimethylcarbinol ermittelt. Demnach nimmt die Grösse 
% — v; mit wachsendem Druck bei diesen Substanzen ständig ab. 
Zur Darstellung von vg — v; als Function der Schmelztemperatur 
genügt immer eine lineare Formel. So ist in Cubikcentimeter für 1g 
Substanz bei 


0,1307 — 0,001 080 (t — 5,43), 
Naphtalin . . % — v3 0,1458 — 0,000 688 (t — 80,1°), 
Phosphor . . %w —% 0,0191 — 0,000 077 (t — 43,9°). 


Doch soll die Formel für Benzol nicht über 60° hinaus gelten, die 
Volumenabnahme ist von dieser Temperatur ab viel geringer. Die ent- 
sprechenden Formeln für die Schmelzdruckcurven sind (etwas ab- 
weichend von den früheren Angaben) bei 


Benzol . . t= 5,43 + 0,0283 p — 0,00000198 p2, 
Naphtalin . t= 7980 + 0,0351 p — 0,000001 11 9°, 
Phosphor . t— 43,93 + 0,0275 p — 0,00000050 p3. 


Benzol ... m — 


Die Volumenänderungen können dem obigen zufolge Null werden. 
So für Benzol bei t = 126°, für Naphtalin bei t = 292°, für Phosphor 
ebenfalls bei * —= 292°, 

Schwefel ist vom gleichen Forscher auf die Verwandlung der 
asymmetrischen Modification in die monosymmetrische untersucht. Die 
Umwandlungscurve hat die Gleichung 


t = 95,4 + 0,03725 p + 0,00000213 p?. 


Die Volumenänderung soll vom Druck (also auch der Umwandlungs- 
temperatur) unabhängig immer 0,01395 ccm für 1g Substanz betragen. 
Mit diesen Angaben berechnet sich für p = 1 die Umwandlungs- 
wärme L = 2,678 Grammcalorien. Herr Th. Reicher ermittelte v, — v, 
— 0,0126 und L = 2,52 Grammcalorien. Auf die weiteren theore- 
tischen Auseinandersetzungen Tammann’s komme ich bald zu 
sprechen. 

Wenn man bei den Elementen die Ausdehnung der Atomvolumina 
bei der Schmelztemperatur mit dieser absoluten Schmelztemperatur 
ınultiplicirt, so sollen nach Herrn Wiebe2) die Producte zu den ent- 


!) Ann. d. Physik. Vierte Folge, Bd. 3, 8. 161. 
?) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 1879, 8. 1761. 
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sprechenden Producten im Gaszustande in ganzzahligen Verhältnissen 
stehen. Folgende Tabelle bringt das zur Darstellung. 


\ NR „DD 

Element 34 | 4 | N 
rn | 0,008015 , 389 | 1,17163 — 0,003905 x 300 
u ' 1 872 | 492 921 02 3 607 X 250 
1029 : 764 | 786 16 3931 x 200 
Zorn | 7 687 | 54616 3641 X 150 
(> | 1188 : 59 i 70092 3505 x 200 
AB een 223 775 172 05 3721 v 50 
Sb. 22220. ! 630 | 7065 44415 3701 ‘7 120 
Bi: 222220. | 834 . 539 | 465 70 3725 X 125 
| | 1911 , 451 861 86 3 834 x 230 
) V | 1557 | 565 | 97 3665 x 240 
Pb o....2.2.. | 1530 609 | 93177 3728 X 250 
Ye oo 2222... 255 1875 478 13 3825 X 125 
(u | 255 | 1775 452 63 3721 x 135 
No co 2222. ' 0,000 255 1725 0,439 88 — 0,003 520 X 125 


Herr Wiebe hat zum Verständniss dieser und einer früher auf- 
gestellten Regel für die entsprechenden Verhältnisse beim Sieden der 
Substanzen das Gesetz angenommen, 


dass beim Siedepunkt sowohl wie beim Schmelzpunkt 
alle Körper gleiche Cohäsion haben. 


Annähernd wird das ja wohl auch der Fall sein. 

Multiplicirt man ferner die Schmelztemperatur 9 mit der speci- 
fischen Wärme, so giebt c# den ganzen Wärmeinhalt der Substanz bei 
der Schmelztemperatur. Dieser Wärmeinhalt soll nach Wiebel) für 
Elemente derselben Gruppe in den meisten Fällen in nahezu einfachen 
7,ahlenverhältnissen stehen. So ist 


in der Gruppe: Li Na K Cu Ag Au 
co: 2... 8x 54 2 X55 1%56 9 X1Ü4 5 X1 3X 14. 


In den ersten drei Elementen stehen die Zahlen für c®# im Verhältniss 


.. . 5 
von 8:2:1, in den letzten drei in dem 9:5:3. Da übrigens 14 —= = 


ist, so stehen alle Zahlen zu einander in dem Verhältniss 32:8:4:9:5:3. 
Hier herrscht also in der That grosse Regelmässigkeit. Bei den anderen 
Gruppen tritt die Regelmässigkeit nicht so hervor. So ist: 


inder Gruppe: Fe Ru Os Co Rh Ir Ni Pd Pt 
car... 5X43 3xX42 2X43 5%x38 3xX44 2 X36 5XxX37 3X35 2X 33. 


Der zweite Factor ist durchschnittlich 43 oder 36. 


I) Ber. d. deutsch. cheın. Ges. 1880, 8. 1258. 
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Endlich soll nach Wiebe die Gesammtwärme der festen Elemente 
bei der Schmelztemperatur im umgekehrten Verhältniss zu der wahren 
Atomausdehnung stehen. Die folgende Tabelle enthält die betreffenden 
Angaben. 


u - . nn ee m I URm———m m U U ——  n 


| v, D. 
Element c9 zu dv, 206 
Pr) —. x, 
28 
> 
(> | 126 0,000 050 94 310 2,5 
Ag | 70 58 05 160 ! 2,3 
AU... 220. 43 4353 | 117 2,7 
1 2. 82 86 | 3 | 20 
A 66 ! 8715 177 | 2,7 
(er 33 93 06 98 | 2,9 
Al... .2 20.0. 241 70.08 525 2,2 
In 2:22. 26 137 82 64 2,5 
Tl ..2220.. 19 94 05 52 | 2,8 
Sn - 2 2 22.. 29 | 68 07 124 (4,3) 
Pb....2.. 19 | 88 44 55 2,9 
AB: 2:22 20. 63 18 06 739 (11,7) 
Ben Ze: su | 26 | 6) 
Bi ..2 22.0. 17 41 22 115 (6,8) 
VE 69 ' 202 44 154 2,3 
Se 2 22220. 37,5 113 76 113 3,0 
Pe 36 5196 150 (4,2) 
I 21 | 235 00 34 (1,6) 
| 214 36 24 494 2,3 
CO: 22220. 190 | 37 32 457 2.4 
Ni ...2.22.. 186 38 58 442 2,4 
Ru 127 | 29 73 324 2,6 
Rh | 132 25 74 373 2,8 
Pd....... 105 | 3567 | 283 2,5 
O8 : 222200 86 | 2037 ı 247 2,9 
| 25 21 24 239 (8,3) 
Pt ...... .; 665; 2721 186 2,8 
C.2222n. 1494 23 88 3490 2,3 
Bi 222. | 450 | 23 40 1526 | 2,8 
ı 


Abgesehen von den eingeklammerten Zahlen liegen alle anderen 
Zahlen innerhalb des Intervalls 2,0 und 3,0 und geben im Durch- 
schnitt 2,6, und es kommen vor 

Abweichungen von . . . . 0,85 0,5 04 0,3 0,2 0, 0,0 

1 0 2 6 6 5 ı Mal. 


Die Abweichungen vom Mittelwerthe betragen also wesentlich nur 
0,0 bis 0,3. 
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Dass es sich nur um Annäherungsgesetze handeln kann, folgt 
schon daraus, dass sowohl für die specifische Wärme, wie für die Aus- 
dehnung Zahlen angenommen sind, welche nur Mittelwerthe innerhalb 
gewisser vom absoluten Nullpunkt und oft auch von der Schmelz- 
temperatur weit entfernten Temperaturintervallen gelten, und dass ja 
die Schmelztemperatur ao stark variabel ist. 

Wir gehen nun zur Betrachtung der Schmelzwärme } über. Sie 
ist, wie bemerkt, unter allen Umständen positiv, kann jedoch mit Tem- 
peratur und Druck variiren. Für die Abhängigkeit von der Tem- 
peratur hat Pettersson eine wichtige Beziehung abgeleitet!). Eine 
Flüssigkeit erstarre bei der Temperatur ®, so wird die Schmelzwärme ? 
gewonnen. Der feste Körper werde dann bis zur Temperatur 9 — 4? 
abgekühlt, die weiter entstehende Wärme ist alsdann c,d®, falls c, die 
specifische Wärme des festen Körpers bedeutet. Die gleiche Substanz 
werde als Flüssigkeit von der Temperatur ® zur Temperatur ? — d® 
unterkühlt und bleibe Flüssigkeit, alsdann wird die Wärme c,d®# frei, 
woselbst c, die specifische Wärme im flüssigen Zustande der Substanz 
bedeutet. Nun gehe die Flüssigkeit bei der Temperatur 9 — d® in 
den festen Körper über, ohne dass dabei Erwärmung bis zur Tem- 
peratur © stattfindet. Dann wird die Schmelzwärme !’ frei, da wir 
aber in beiden Fällen zuletzt feste Substanz von der Temperatur 8 — d4# 
haben, so muss sein 

I+,.d#d=17+0d8, 


also 


8) zz. — —- (3. 


Das ist die Pettersson’sche Beziehung. Erfahrungsgemäss ist stets 
C4 > Cz, somit wächst die Schmelzwärme mit wachsender Temperatur 
und fällt mit fallende. Pettersson giebt folgende von ihm er- 
mittelte Zahlen für die Schmelzwärme von Wasser und Phosphor: 


| 
Wasser | Phosphor 
t ı | F 1 
— 18 77,85 | +27,8 : 4,74 
— 4,995 76,75 4283 , 4,89 
— 6,5 78,00 +301 ° 474 
. +354 | 4,97 
| + 35,9 | 4,86 
+ 38,0 5,08 
" +40,5 | 4,97 


I) Journ. f. p. Chem. (2), Bd. 24, 8. 151. 
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Für Phosphor kann ! auch aus den Daten Tammann’s für die 
Schmelzdruckcurve und die Volumenänderung auf dieser Curve be- 
rechnet werden (S. 252). Demnach erhält Tammann: 


t 
°c. ! 
50 4,94 
70 5,28 
90 5,26 
100° 5,19 


Die Zahlen schliessen sich an die obigen recht gut an. 

Da nach Regnault die Schmelzwärme des Wassers bei der Tem- 
peratur 0° gleich 79,01 beträgt, so nimmt sie von — 6,5°C. bis 0° um 
drei Calorien zu und es ist annähernd SE — 0,50, was übrigens dem 
erfahrungsmässigen Werthe von c;, — c; entspricht, da die specifische 
Wärme des Eises bei 0° etwa 0,5 beträgt und die des Wassers 1,0 ist. 
Bei Phosphor ist die Zunahme von } mit wachsender Temperatur nicht 
so ausgesprochen, immerhin aber mindestens angedeutet. 

So lange cz — c, positiv ist, nimmt ! mit abnehmender Temperatur 
stetigab. Bleibt dieses Verhältniss ständig erhalten, so würde hiernach } 
auch gleich Null werden können. Das würde dem Obigen zufolge für 
Wasser, wenn wir von den Verhältnissen bei 0° extrapolirend auf die 
bei tieferen Temperaturen schliessen dürfen, bei — 160° etwa eintreten. 
Damit stimmen freilich Tammann’s Beobachtungen nicht überein, 
olıne dass gegenwärtig Entscheidung getroffen werden kann. 

Sieht man c; — c; als von der Temperatur unabhängig an, so 
giebt die Integration der Formel 8) 


9) = —a)d+L 
und für Wasser dem Obigen zufolge 
9;) =(10 +4) (a — 0). 


Diese Formel hat Person geglaubt für alle festen Substanzen an- 
nehmen zu dürfen, wonach also alle festen Substanzen bei einer und 
derselben Temperatur, — 160° etwa, ohne Wärmegewinn oder Wärme- 
verlust, schmelzen würden. Sie stimmt ganz gut für Wasser, Phosphor, 
Schwefel, Kaliumnitrat und Natriumnitrat. Eine grössere Bedeutung 
kann ihr nicht wohl zukommen, weil ca — cz nicht von der Temperatur 
unabhängig ist. 

Für den Uebergang aus dem gasförmigen Zustande in den flüssigen 
war die durch die Gleichung r = 0 bestimmte Temperatur die Grenz- 
temperatur, bei welcher ein Unterschied zwischen Flüssigkeit und Gas 
nicht bestand, es war die kritische Temperatur für diese beiden Zu- 
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stände. Kann für feste Substanzen in der That ! = 0 werden, so 
giebt es auch für den festen und flüssigen Zustand in diesem Sinne 
eine kritische Temperatur, bei der Flüssigkeiten und feste Körper 
gleich sein könnten. Da bei Wasser einer Erniedrigung der Schmelz- 
temperatur um 0,0076° eine Druckerhöhung von einer Atmosphäre 
entspricht, so müsste der Druck für eine Schmelztemperatur von 
— 160° sein gleich etwa 20000 Atmosphären. Bei solchem Druck 
und der Temperatur — 160° wären flüssiges Wasser und Eis nicht 
mehr von einander verschieden. Ob aber bei dieser Temperatur 
Flüssigkeit und fester Körper wirklich gleich sind, steht noch dahin, 
da die Gleichung 6) auch dadurch erfüllt sein kann, dass > — — ( ist, 
für d = 0. Darauf komme ich bald zurück. 

Formel 8) ist nıcht vollständig, wie auch ihre Ableitung erkennen 
lässt, da von den äusseren Arbeiten abgesehen ist. Eine strenge 
Formel erbält man nach Planck in folgender Weise }). 

Man differenzirt die Gleichung 3) nach 9, indem man auch v als 
mit 9 variabel ansieht. Alsdann ist 


4 >) — 08, (2) 20 _ (8) dos 
Y505 9 \08 08), \m),ad \ou/sd®' 


also nach den Gleichungen unter E) auf Seite 77 des ersten Bandes, 
indem alle Grössen für die Flüssigkeit mit dem Index 2, alle für den 
festen Körper mit dem 3 bezeichnet werden, | 
al 
dv 


Hierin ist noch zu setzen 


m — (0) 4 (m), dm — (ee) 4 (2e) da 
0% \0%), cp)d#' dy 0%), ep) d#' 


also wird unter Benutzung der Gleichung 32) auf Seite 82 des ersten 
Bandes 


ı 
5 = (ea — (ea + (001 52 — (eos 5 


dl I cv] dp 

15 0 as + |: & - 2] 55 
und wegen der Gleichung 6) für ! selbst 

dI J1 Or, 0% 
10) = : + (Ep) — (pls + no) & Fr (c3)a = |. 


endlich wegen Gleichung 58) auf Seite 86 und Gleichung 27) auf 
Seite 80 des ersten Bandes 
2), 
0%), 


di I ! () 
105) 193 + (Cp)a — (Cp)s — („ — v) (63), - 


a — d;) 


1) Thermodynamik, S. 180. 
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Diese vollständige Gleichung ist nicht unwesentlich von der Petters- 
son’schen verschieden. Setzt man (Cp)s — 1, (cp); = 0,505, ! == 80. 


Oty Ct; 
— 97 = = ——iı—=-—( —.1— 00 
8 273, —1,1,—1,09, (2 3), 0,000086, (7 = +000011, 


so berechnet Planck für Wasser 


dı 

75 

Demnach wäre die kritische Temperatur zwischen Eis und Wasser 

— 125° C., wiederum, falle Eis und Wasser unterhalb 0°C. sich ebenso ver- 

halten wie bei 0°, und es betrüge der kritische Druck gegen 17000 Atmo- 

sphären. Bei dieser kritischen Temperatur wäre 9, —=v,, 5, — 5; u. s. f., 

wie bei der zwischen Gasen und Flüssigkeiten. Indessen ist wegen 

der noch erforderlichen Extrapolationen viel Werth auf diese Er- 
mittelung einer weiteren kritischen Temperatur nicht zu legen. 

Aus der Gleichung 8), die nun genauer geschrieben werden muss 


ol 
10) (55 , = (Cp)s — (p)s» 


folgte, dass bei constantem Druck die Schmelzwärme mit steigender 
Temperatur wachsen muss. Die entsprechende Gleichung 


= 0,64. 


0 =.) 
8 \op/s \0p)s 0p)/s 
lehrt, weil stets 
or) =) 
12 _i _ı’ 
(5 „— oOp/s 


ist, dass für constante Temperatur die Schmelzwärme auch mit stei- 
gendem Druck wachsen muss, 


So lange also die Schmelztemperatur mit steigendem 
Druck anwächst, muss überhaupt die Schmelzwärme 
gleichfalls steigen. 


In Betracht kommende Regelmässigkeiten für die Schmelzwärme 
scheinen nicht ermittelt; nicht einmal für die molekulare Schmelz- 
wärme sind solche festgestellt. 

Wir kebren nun wieder zurück zu den Schmelzdruckcurven und 
den sehr interessanten Untersuchungen des Herrn G. Tammann über 
den uns beschäftigenden Gegenstand !). 

Wir sahen vorhin, dass auch bei solchen Stoffen, für welche unter 
normalen Verhältnissen steigender Druck zunächst eine Schmelzpunkt- 
erhöhung bewirkt, diese Erhöhung doch mehr und mehr abnimmt, 


') Zeitschr. f. phys. Chem., Bd. 21, 8. 17; Wiedem. Ann., dritte Folge, 
Bd. 62, 8. 280; Bd. 66, 8. 473; vierte Folge, Bd. 2, 8. 1 u. 424; Bd. 3, 8. 161. 
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dann, wenn der Druck eine gewisse Stärke erreicht hat, auf Null sinkt 
und bei noch weiterer Druckzunahme in eine Erniedrigung übergeht. 
Daraus schlossen wir, dass vg — vs erst positiv und hinter einem ge- 
wissen Grenzdruck negativ sein wird. Im Grenzdruck ist %, = tv,, da 
jedoch gleichwohl dabei ! nicht gleich Null zu sein braucht und that- 
sächlich auch nicht ist — vergl. das mel des Naphtylamins auf 


S.236 —, so muss an dieser Stelle —— = » sein. Aus alledem ergiebt 


55 


sich: die Schmelzdruckcurve ! = (% — £ dargestellt in einem 


Y%) — »0p 

70% 
Coordinatensystem mit Temperatur und Druck als Variabeln muss zu- 
nächst für wachsende Drucke von der Druckaxe in die Höhe steigen; 
bei einem gewissen Druck, dem oben bezeichneten Grenzdruck, hat sie 
ihre grösste Höhe erreicht und ist dort parallel der Druckaxe, von da 
ab ınuss sie zur Druckaxe herabgehen. Bei einer bestimmten Tem- 
peratur, der kritischen für den Zustand fest-flüssig, wird die Curve 
aufhören, der ihr entsprechende Druck ist der zugehörige kritische 


Druck und die Curve steigt, falle — or = () angesetzt wird, in gerader 


0% 
Linie senkrecht zur Druckaxe herab. 

Das ergiebt sich alles aus dem früher schon Vorgetragenen und 
„soweit war früher die Schmelzdruckcurve verfolgt worden“. Herr 
Tammann denkt sich nun die Curve über den kritischen Punkt hinaus 
fortgesetzt. 9 — %; ist immer noch negativ, ! geht durch Null in 
einen negativen Werth über, also wird BL positiv. Gehen wir nun zu 
noch tieferen Temperaturen als die kritische Temperatur, so muss p 
abnehmen, die Curve wendet sich also jetzt wieder zur Temperaturaxe. 
Indem aber der Druck abnimmt, kann er wieder einen Werth erreichen, 
unter dem abermals v, — vd, einen Zeichenwechsel Yale also positiv 


wird, da aber ! noch negative Werthe hat, wird — 2 negativ und die 


08 
Schmelztemperaturen müssen ansteigen mit weiter fallendem Druck, 
bis die Curve bei 9 = 0 die Temperaturaxe erreicht, von der sie früher 
bei höheren Temperaturen ausgegangen ist. Die Curve könnte nun 
noch für negative Drucke hinter der Temperaturaxe fortgesetzt werden, 
sie bildet dann ein einfaches Oval, sonst würde das von der Tem- 
peraturaxe abgeschnittene Stück feblen. Die vollständige Curve hat 
also mindestens zwei Punkte, in welchen v, — v%, = 0, ferner zwei 
kritische Punkte, in denen ! — 0 ist und zwei Punkte, wofür — =0 
ist. Die beiden letztgenannten Punkte fallen mit den beiden erst- 
genannten zusammen. 

Hieraus ergiebt sich, dass im Allgemeinen zu jedem 
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Druck zwei Schmelztemperaturen zehören. eberso wie zz 
jeder Schmelztemperatur im Allgemeinen zwei Drucke. 


Ferner ergiebt sich: 

Flüssigkeiten, welche oberhalb der kritischen Tem- 
peratur unterkühlt sind. erwärmen sich beim Erstarren: 
sind sie unterhalb der kritischen Temperatur unter- 
kühlt, so kühlen sie sich ab beim Erstarren. 


Ist ein Stoff in mehreren Modificationen bekannt. so 
werden auch die Schmelzdruckcurven verschieden sein. 
Schneiden sich diese Schmelzdruckcurven, so besteht bei 
den Temperaturen und Drucken der Durchschnittspunkte 
Gleichgewicht zwischen den Modificationen und Flüssig- 
keiten. 

Der beispielsweise dem normalen Schmelzpunkte entsprechende 
zweite Schmelzpunkt wird nach Herrn G. Tammann 200 bis 400° 
unterhalb dieses normalen Schmelzpunktes liegen. Bei amorphem 
rothem Selen soll ein zweiter Schmelzpunkt ın der That von O. Leh- 
mann festgestellt sein. Diese Substanz wird bei 50° weich, bei 90° 
beginnen in der rotben Flüssigkeit sich die Krystalle der grauen Modi- 
fication zu zeigen, diese vermehren sich mehr und mehr mit wachsender 
Temperatur, schliesslich, bei 217°, schmilzt die ganze Masse zu einer 
dunkeln Flüssigkeit. Kühlt man ab, so geht die ganze Erscheinung 
rückwärts vor sich, es erscheinen die grauen Krystalle, sie vermehren 
sich, sie schwinden, indem zugleich die rothe Flüssigkeit mehr und 
mehr zunimmt, dann erstarrt diese und zuletzt hat man wieder das 
rotbe Selen. Hier sind also wirklich zwei Schmelzpunkte vorhanden, 
indem zwei Mal Verflüssigung eintritt, ein Mal zur Verflüssigung der 
rothen, dann zu der der grauen Modification und beide sind durch den 
krystallinischen Zwischenzustand der grauen Modification bei Erhaltung 
eines Theils der flüssigen rothen Modification verbunden. Eine zweite 
Beobachtung rührt von R. Pictet her, an Chloroform, diese Substanz 
erstarrt erst bei — 68,5° und schmilzt wieder bei — 81°. 

Ob diese Thatsache beweiskräftig für die Existenz eines zweiten 
Schmelzpunktes ist, bezweifelt Tammann selbst. Der erste Fall 
betrifft sicher zwei Modificationen, ım zweiten Falle nachzuweisen, 
dass es sich nicht auch um Modificationen handelt, ist nicht gelungen. 

Wir sahen früher, dass nach den Versuchen von Barus und 
Tammann bei Naphtalin vg, — v; auf isothermischem Wege mit 
steigendem Druck abnimmt. Das gilt nach den weiteren Versuchen 
Tammann'’s (S. 248) allgemein, bis diese Grösse durch Null geht und 
negativ wird. Also ist 


<a 
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Allgemein haben wir jedoch 
d(vg _ v,) — (2er (% — >) dd + ( (U — — =) ar 


Diese Gröse ist ebenfalls negativ, wenn 
FO) (v% — =) 
13 
Tas en 
0% p 


ist. Absolut genommen ist nun erfahrungsmässig 2% 5 etwa gleich 10 r 
1 


Obz d® . 
und entsprechend verhält es sich mit —. er\ also sollte — dp < 10 sein, 


() 
. .,0® . . . 
und das trifft zu, da meist Fr nicht viel mehr als 0,03 Procent ist. 
Längs der Schmelzdruckcurve, so schliesst hiernach Tammann, 
nimmt U — v; ebenfalls mit steigendem Druck und wachsender Tem- 
peratur ab. Dagegen nimmt die Schmelzwärme, wie wir gesehen 
haben, gleichzeitig zu. Ist nun beim Grenzdruck v; — v; durch Null 
gegangen, so hat die Schmelztemperatur den Maximalwerth erreicht, 
die Schmelzwärme nimmt ab. Mit 7 = (0 ist die kritische Temperatur 
erreicht, die Gleichung 6) ist erfüllt, wenn entweder wieder v9, — %, 
— (0 ist, oder wenn =? —= 0 ist. Das erstere würde bedingen, dass 
diese Temperatur eine wirkliche kritische Temperatur wäre. Das sieht 
Tammann nach dem Obigen jedoch als ausgeschlossen an. Demnach 
soll es also, wenigstens für krystallinische Substanzen, 
eine kritische Temperatur, der kritischen für den Zustand 
flüssig-gasförmig entsprechend, nicht geben, wiewohl eine 
Temperatur, für welche die Schmelzwärme verschwindet, 
vorhanden sein mag. An sich wird man diese Behauptung gern 
anerkennen, da bei krystallinischen Stoffen es nicht recht klar und vor- 
stellbar ist, wie die Eigenschaften des flüssigen Zustandes mit denen 
des festen gleich werden sollen, trotz der Angaben von O. Lehmann, 
wonach „flüssige Krystalle“ thatsächlich vorhanden sein sollen. Aber 
für bewiesen kann man die obige Behauptung nicht ansehen. Meines 
Dafürhaltens lässt sich eine solche Behauptung gar nicht beweisen, 
ohne Zuhülfenahme von Hypothesen über die krystallinische Structur 
überhaupt. Auch scheinen Beobachtungen von Heydweiller an 
Menthol, die Tammann freilich anders deutet !), jener Behauptung 
zu widersprechen. Menthol auf 10° unterkühlt, krystallisirt von selbst. 
„Geht die Krystallisation in einem Rohre vor sich, so krystallisirt 


!) Wiedem. Ann., Bd. 66, 8. 496. 
Weinstein, Thermodynamik. 1I. 17 


258 Elftes Capitel. 


nicht der ganze Inhalt des Rohres, sondern ein Theil der Flüssigkeit 
in dem Theile des Rohres, nach dem sich die Krystallisation hin be- 
wegt, bleibt flüssig tief unter dem Schmelzpunkt der Krystalle.“ 
Tammann hat dieses bei „wahrscheinlich reineren Mentholpräparaten“ 
nicht beobachten können. Er schliesst deshalb, dass der unkrystallisirt 
gebliebene Rest in Heydweiller’s Versuch aus verschiedenen Bei- 
mengungen im geschmolzenen Menthol, also nicht eigentlich aus 
flüssigem Menthol (sondern aus dessen Mutterlauge) bestanden habe. 
Auch abgesehen hiervon beweist der Versuch eigentlich nur, dass 
flüssiges Menthol neben krystallinischem bestehen kann, was freilich 
sehr auffällig ist, da die Gegenwart von krystallisirter Substanz im 
Allgemeinen unterkühlte Flüssigkeiten gleicher Art erstarren macht 
(S. 229), dessen Möglichkeit, angesichts der capriciösen Verhältnisse 
beim Erstarren überhaupt, doch nicht von vornherein bestritten werden 
kann. Und so mag Herrn Tammann’s ganz plausible Behauptung 
wohl zu Recht bestehen. 

In seiner letzten Arbeit über diesen Gegenstand nimmt der ge- 
nannte Forscher !), ausgehend von seinen Untersuchungen über Benzol, 
Naphtalin, Phosphor, Dimethyläthylcarbinol, welche auf der Schmelz- 
druckcurve, die Schmelzwärme als sich fast gleichbleibend ergeben 
hatten, an, dass ! überhaupt von ® und p unabhängig ist. Dadurch 
würden sich freilich die obigen Betrachtungen sehr erheblich modificiren. 
Indessen lässt sich gegenwärtig leider nichts darüber entscheiden. 


Wir gehen zu der Erscheinung der Verflüchtigung fester Sub- 
stanzen über. 

Hierüber ist nicht viel bekannt. Man nimmt an, dass die Ver- 
flüchtigung fester Substanzen und ihr Gegentheil, die Verdichtung von 
Dämpfen zu festen Substanzen (die Sublimation), unter den gleichen 
Bedingungen geschieht, wie die Verdampfung der Flüssigkeiten und 
das Schmelzen der festen Substanzen. Ist also p der Verflüch- 
tigungsdruck, Sublimationsdruck, s die Sublimationswärme, so 
gilt die der Gleichung 6) entsprechende Beziehung 


0 
14,) s = T 5 (vı — v5) 


und überhaupt bestehen alle Gleichungen unter 1) bis 10) mit ent- 
sprechender Umdeutung der Grössen. Da bei gleichem Druck und 
gleicher Temperatur der Uebergang vom festen zum dampfförmigen 
Zustand auch über den flüssigen Zustand geschehen kann, so muss 


15) s—l-+r 


!) Ann. d. Phys., Bd. 3, 8. 185. 
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sein und wir erhalten für die Verflüchtigungsdruckcurve, für welche 


wir das or mit dem Index 31 versehen, 


0% 
(53 _ IQ Bud, 1 
Ba 


16 — 
% Vz 


Für die Verdampfungscurven ist unter gleichen Verhältnissen, 
wenn 2 durch den Index 21 hervorgehoben wird 
An Jr 1 
08a: E72 dv, v, 


Da v, ausserordentlich viel grösser ist als v, und v,, so folgt jedenfalls 


17) > >), " 


Diese Ungleichung rührt von G. Kirchhoff her!) und besagt, dass, 
wenn eine Flüssigkeit erstarrt, ihre Dampfspannungscurve plötzlich 
einen Knick erhält. Die Verflüchtigungsdruckcurve ist also nicht die 
stetige Fortsetzung der Dampfspannungscurve, sondern sie setzt sich 
dieser mit einem Knick an, Ist die Temperaturaxe horizontal, die 
Druckaxe vertical, so verläuft jene steiler als diese. So haben wir für 
Wasser bei 0° (wie diese Zahl noch zu corrigiren ist, wird Seite 264 
erhellen) 


r—=604, 1-8, vd =2050, »=]1 % = 1,09, 


somit 


OP\ __ J (23 \ J 
(53 nn 2,505 ru EI 2,212 rn 


Für gleiche Temperatur oberhalb 0° ist der Verflüchtigungsdruck 
grösser als der Verdampfungsdruck, für gleiche Temperatur unterhalb 0° 
tritt das Umgekehrte ein. 

Regnault?) hat aus seinen Untersuchungen an Wasser, Benzol 
und Bromäthyl entnehmen zu sollen geglaubt, dass die oben bezeich- 
neten Curven stetig in einander übergehen. Kirchhoff hat jedoch 
nachgewiesen, dass die von ihm gezeichneten Curven, der Theorie ent- 
sprechend, in der That eine solche Knickung besitzen. Später haben 
Ramsay und Young, sowie Fischer unmittelbar die Richtigkeit der 
Kirchhoff’schen Theorie an Wasser dargethan. Die ersteren finden 
für die Dampfspannung über Eis im Vergleich mit den Angaben von 
Regnault für die Dampfspannung über flüssiges Wasser: 


!) Pogg. Ann., Bd. 103 (1858), 8. 400. 
*), Winkelmann, Encyklopädie der Physik, Bd. 2, I, 8. 720. 


17* 


260 Elftes Capitel. 


Temperatur | Dampfspannung in Millimeter 
°C. über Eis e | über Wasser über Wasser 


| 

| 

| 
0,966 1,325 
1,093 1,439 
1,886 2,151 
9 2,082 2,327 
8 2,292 2,514 
7 2,516 2,715 
6 2,757 2,930 
5 3,016 3,160 
4 | 3,292 3,406 
3 | 3,587 3,669 
2 3,903 3,950 
—ı | 4,239 4,249 
0 | 4,600 4,569 


Man sieht schon, dass die Spannungscurve über Eis anders ver- 
läuft wie die über Wasser, die Drucke nehmen rascher ab als über 
Wasser. Stellten sie die beiden Zahlenreihen durch Formeln p = a 
+ bt dar, so waren a und b für die beiden Reihen selbstverständlich 


verschieden von einander. Indem sie dann für beide das 2 aus den 
Formeln berechneten, fanden sie die Zahlen, der Theorie entsprechend, 
bis auf den Factor & der Verflüchtigungswärme bezw. der Schmelz- 
wärme gleich. 


Die Zahlen von Fischer für Wasser sind folgende: 


| 

Temperatur | Dampfspannung in Millimeter 
°C, —ı (Br er über Eis | über Wasser 

— 10 0 Mh DE an 2,03 2,25 

9 ' 2,19 2,40 

8 2,37 2,98 

7 2,58 2,78 

6 2,81 2,99 

5 ı 3,06 3,22 

4 , 3,33 3,47 

3 | 3,62 3,73 

2 | 3,94 4,01 

— 1 4,23 4,31 
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Der Gang der beiden Reihen entspricht dem oben angegebenen. 
Fischer berechnet aus seinen Versuchen 


op (eP\ —_ 

58). (28), = 00405 um, 
während die obigen Zahlen in Verbindung mit dem bekannten Werthe 
von J und von v, bei dem Druck einer Atmosphäre etwa 0,045 mm 
ergeben. Gleich günstig der Theorie sind die Ergebnisse für Benzol. 

Ritter!) berechnet, dass bei Wasser von 0° der Winkel der Ver- 

flüchtigungsdruckcurve mit der Temperaturaxe 78° 50’ beträgt, der 
der Dampfdruckcurve nur 77° 25’, jene Curve ist um 1° 25’ steiler 
geneigt als diese. 


86. Coexistenz und Stabilität der Aggregatzustände. 


Es ist nun noch die Bedeutung der vorstehenden Angaben schärfer 
zu präcisiren, da Zweifel darüber bestehen können, ob die Gleichung 6) 
des voraufgehenden Abschnittes für alle drei Aggregatzustände gleich- 
zeitig angewendet werden darf, das heisst, ob Drucke und Tem- 
peraturen bestehen, in denen von einem Stoff alle drei Aggregatzustände 
gleichzeitig vorhanden sein können. 

Die Untersuchung entspricht genau der in Bd. I, 8. 433 dieses 
Werkes geführten. Sie ist durch die Hinzunahme der dritten Phase 
zu verallgemeinern. 

Wir haben nun bei Benutzung von Indices 1, 2, 3 für die drei 
Aggregatzustände: dampfförmig, flüssig, fest und von unbezeichneten 
Buchstaben für die Gesammtheit aller drei Zustände (Bd. I, S. 115 ff.) 


M=M, ++ M,, 
Mv—= Mv, + Mu + HP, 

| MU=MU+MUd,+ MT,, 
MS=MS +49 + 48; 


6M=öM +, +54, —=0, 
Möv= M,döv, + M,öv, + (M— M, — M,)Öv;, 
+ WW — v)döM, + (n — v)0M, 
D)) MEU=-MIU + MI, + (M— M — M)ÖT, 
+ (U — T)döM + (U — U,)öM;, 
MS=M9S +236.6, + M— mM — M)ÖS, 
+(S — S)8$M + (S& — S)6M.. 


!) Wiedem. Ann., Bd. 2 (1877), 8. 285 ff. 


262 Elftes Capitel. 


Andererseits ist jedoch zufolge C) auf Seite 118 des ersten Bandes 


na, - at + Hman 


d, 
3) 1JMdSs = en en 
JMdSs, = (a an — Ma) a FI An — Mpsdm, 
3 
somit 
mag — 4 + Iımdv |, ud, + Mapdv; 
Y 9, 
4) 1 EM — Mad ECM Mn Ed 
8 


+J(S — S)daM, + J(S2 — S;)dM,. 


Das System sei ein in sich abgeschlossenes, Wärme entstehe in ihm 
nicht, und werde nicht zugeführt noch abgeleitet, seine gesammte 
innere Energie sei unveränderlich, ebenso sein Gesammtvolumen. Wir 
fragen, unter welchen Umständen Gleichgewicht bestehen kann. Es 
ist zunächst ” 


5) MöS=0, MöÖU=0, Möv=0. 


Die beiden letzten Beziehungen gestatten Ö U, und Öv, durch Ö U,, 
Ö Ug bezw. Öv,, Öv, auszudrücken und in die erste Beziehung einzu- 
führen. Wir haben hiernach 


6) (M—M — M)dU;, = — MdU, — M;dU, — (U, — T,)daM, 
— (U, — U,) d M.. 
7) (M— M — M)dv = — Mıdv, — Mdw — (tv — v)dM, 


— (% — W)dM,, 


somit 
0 = — M, dU, +55) Mar 
5, 3.) 1 D, d; 2008 


Pı _ Ps Pı __ Ps 
8) + (an + (5) aan 
+ 6: __ S,) _ U, 3 U, _ Ps m Z = aM, 
3 3 


u — U s (0 — 
+ [v0 — 0 — 2 Ba] am, 


Da nunmehr alle Variationen von einander unabhängig sind, 
en wir 
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d D, = PD, = d, 

Pı = Pı = PD —D, 

U — U; p(v, — v5) 
5 +77 


U —U —_ 
N-9=5+ a m, 


Unter Berücksichtigung dieser Gleichungen geht dann der Werth von 
ö S über in 


10) 06$S= 


9) !J(S — 8) = 


ÖU + pÖv 
8 | 


wie für eine einheitliche Substanz. 

Die Gleichungen in den beiden ersten Zeilen besagen, dass Gleich- 
gewicht bestehen kann, wenn alle drei Phasen gleiche Temperatur 
haben und unter gleichem Druck stehen. Die folgenden beiden Glei- 
chungen geben die Entropiedifferenzen zwischen je zwei der Phasen. 
Ausser den obigen sechs Gleichungen haben wir noch die drei Zu- 
standsgleichungen, je eine für eine der Phasen. Da nun die S und 
die U Functionen der p, v, ® sind, so folgt, dass, wenn beispielsweise 
der Druck eliminirt wird, die obigen Gleichungen gerade hinreichen, 
die Temperatur ® und die Volumina v,, tg, d% zu ermitteln. Also 
ergiebt sich 

dass nur eine Temperatur und nur eine Dichtigkeit für 

jede Phase, also auch nur ein Druck existirt, bei dem 

alle drei Phasen neben einander, ohne sich zu stören, 
bestehen können. 

Doch ist allerdings wohl zu beachten, dass die Zustandsgleichungen 
immer eindeutige Werthe ergeben. 

Mehr als drei Phasen können von einer Substanz neben 
einander nicht bestehen, und alle drei Phasen auch nurin 
einem einzigen Zustande. 

Anders verhält es sich, wenn nur zwei Phasen vorbanden sind, 
diese können z. B. unter allen möglichen Temperaturen neben einander 
bestehen, wenn nur der Druck entsprechend geregelt wird. 

Haben wir übrigens erkannt, dass p, = p; = »5 Sein muss, 80 
folgt aus der Bedingung der Abgeschlossenheit des Systems, vermöge 
dessen etwaige Arbeiten sich aufheben müssen, und aus der, dass 
Wärme nicht entstehen und nicht schwinden soll, die andere Bedingung 
MdaU—=0. 

Die Temperatur, für welche alle drei Aggregatzustände zugleich 
sollen bestehen können, nennt Planck!) die Fundamentaltem- 


!) Thermodynamik, 8. 144. Im Folgenden habe ich mich den klaren 
Auseinandersetzungen dieses Werkes angeschlossen. 
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peratur, den entsprechenden Druck können wir als Fundamental- 
druck, die entsprechenden specifischen Volumina als Fundamental- 
“ volumina bezeichnen. Bei einer anderen Temperatur als der 
Fundamentaltemperatur sind die Drucke verschieden von einander, 
bestebt also kein Gleichgewicht zwischen den drei Phasen, sondern 
Anwachsen einer oder zweier Phasen auf Kosten der zwei anderen 
Phasen bezw. der dritten Phase. 

Die Fundamentaltemperatur muss so beschaffen sein, dass der 
entsprechende Druck, unter dem die feste Phase schmilzt, so gross ist, 
wie die Dampfspannung über der flüssigen Phase. Bei 0°C. ist die 
Dampfspannung über Wasser und über Eis 4,57 mm, Eis schmilzt 
aber gerade bei 0° nur unter Atmosphärendruck. Also besteht bei 0° 
kein Gleichgewicht zwischen Eis, Wasser und Wasserdampf. „Nun 
nimmt aber der Schmelzdruck des Eises mit steigender Temperatur ab, 
während der Druck des über flüssigem Wasser gesättigten Dampfes 
wächst; folglich wird für eine etwas höhere Temperatur als 0° ein 
Zusammenfallen jener beiden Drucke eintreten.“ Nach den Angaben 
auf Seite 236 fällt der Schmelzdruck des Eises um eine ganze Atmo- 
sphäre, wenn die Temperatur um etwa 0,0076°C. ansteigt, also wird 
die Fundamentaltemperatur des Wassers fast genau bei 0,0076°C. 
liegen, während der Fundamentaldruck fast gar nicht von 4,57 mm 
abweicht. Dementsprechend ist das Seite 259 Gesagte zu verbessern. 
Die Rechnungen sind nicht für 0°, sondern für 0,0076°C. zu führen. 
Indessen ändert sich dadurch nichts weiter, als nur die bestimmte An- 
gabe, an welcher Stelle die Dampfdruckcurve den Knick erfährt. Für 
andere Stoffe sind die Ermittelungen entsprechend zu führen. 

Wir haben nun zu untersuchen, welche von allen Zuständen, die 
sich für drei Phasen herstellen oder combiniren lassen, stabil, bezw. 
die stabilsten sind. Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik 
müssen es diejenigen Zustände sein, für welche die Entropie bereits 
ein Maximum ist. Sei in einem Falle die Entropie S, in einem zweiten S. 
Soll das erste Gleichgewicht stabiler sein als das zweite, so muss sein 


11) 65—=0, 52(5 — S)>0. 


Zu diesen Bedingungen kommt noch die hinzu, dass die Zustände 
physikalisch möglich sein müssen, und das bedeutet, dass alle 
Grössen sich positiv zu ergeben haben. Wir nehmen als variabele 
Grössen die specifische innere Energie und das specifische Volumen 
der beiden Phasen bezw. einer Phase. Temperatur und specifische 
Volumina der einzelnen Phasen denken wir uns aus den Gleichungen, 
zu welchen die erste Gleichgewichtsbedingung 6 S — 0 führt, be- 
rechnet, ebenso die specifischen inneren Energieen. Es müssen sich 
dann die drei Grössen M,, Al,, M,, berechnet aus den drei ersten 
Gleichungen unter 1) als Functionen der v und U positiv ergeben. 
Nun sind diese Gleichungen Schwerpunktsgleichungen für drei Punkte 
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U,, v1; U2, va, Ug, d%. Wenn also alle drei Phasen zugleich sollen 
physikalisch bestehen können, müssen U und v so geartet sein, dass 
die zugehörigen Punkte innerhalb des Dreiecks durch U}, d, ; Ur, Ug; U, Us 
liegen. Dieses Dreieck im U, v-Blatt schliesst also alle Werthe von U, v 
ein, für welche alle drei Phasen physikalisch zusammen möglich sind. 

Sind nur zwei Phasen vorhanden, eine Flüssigkeit und ihr 
gesättigter Dampf, so liegt das Gebiet aller zulässigen U, v auf der 
Dreiecksseite durch U,, v,; U,, vg und wird nach der anderen Seite be- 
grenzt durch die Seite 436 des ersten Bandes dieses Werkes behandelte 
„ Verdampfungsgrenzcurve“, welche, wie ebenda bewiesen, durch den 
kritischen Punkt flüssig-dampfförmig geht. Nur ist diese Curve auf 
das U,v-Blatt zu projiciren. Für einen festen Körper und seine 
Flüssigkeit ist offenbar die Dreiecksseite durch U,, v3; Us, dv; die eine, 
die Schmelzdrucktemperaturcurve die andere Begrenzung. Endlich für 
einen festen Körper und seinen Dampf haben wir als Begrenzung die 
Dreiecksseite U,, v;; U,, d%, und die Sublimationsdruckcurve. 

Diese vier Gebiete: Dreieck und drei krummlinig begrenzte Flächen 
über den Dreiecksseiten gelten also für die Phasen fest-flüssig-dampf- 
förmig; flüssig-dampfförmig; fest-flüssig; fest-dampfförmig. Das ganze 
übrige Gebiet positiver U und v steht einer der drei Phasen zur Ver- 
fügung, vertheilt sich aber unter die drei Phasen. Zwischen der 
Grenzcurve einerseits und der Sublimationsdruckcurve andererseits 
wird die dampfförmige, zwischen jener einerseits und der Schmelz- 
druckcurve andererseits die flüssige, zwischen letzterer einerseits und 
der Sublimationsdruckcurve andererseits die feste Phase wesentlich 
vorhanden sein. Weitere Stücke aus dem Zustande der Ueberhitzung, 
Ueberkaltung und Uebersohmelzung greifen in die Sondergebiete der 
zwei Phasen ein. 

Das sind die Bedingungen für die physikalische Möglichkeit der 
Phasen einzeln oder in Combinationen überhaupt. Nun noch die Be- 
dingung für die Stabilität. Die Substanz habe in einer Phase die En- 
tropie S, den Druck p, die Temperatur ®, das specifische Volumen t 
und die specifische innere Energie U. In zwei Phasen der gleichen 
Menge scien das gesammte specifische Volumen und die gesammte 
specifische innere Energie ebenfalls v und U. Druck und Temperatur, 
p' und ®', ebenso wie die Entropie, die S’ sein soll, für die beiden 
Phasen werden dann verschieden von p, ®, S der einen Phase sein. 
Nach 10), welche Gleichung selbstverständlich auch für zwei Phasen 
gilt, haben wir 


1) FOR | 
Tas — +2 sv 
also wegen U 5 
JöS 2 - 


auch 
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2) SI —9=(z 5) 80 + (53) ®% 


Aus dieser Gleichung folgt, dass, wo die thermodynamische Fläche S, U, v 
der einen Phase die thermodynamische Fläche S’, U, v der beiden 
anderen Phasen trifft, sie sie in einer Linie berühren muss. Dort 
ist in der Tht 9 = 9, p' —=p, somit 6(S’ — S) = 0, was eben 
diese Behauptung rechtfertigt. 

Bildet man ferner die zweite Variation nach 12), so wird 


59 20 Nun 
- (9 - 804 (5 ‚— 2) 880 


RE EN er are 


In der Berührungscurve, wo also eine Phase oder zwei Phasen sollen 
bestehen können, ist p = p’, # = ®9', somit 


J9252(9— S) = — (69 —6F)IT — [pP (69° — 69) — (dp — Öp)]dv 
oder 

13,) JH — = — J(5# — 69)55 — Hlöp — Öp')örv 
und wegen Gleichung 17) auf Seite 77 des ersten Bandes 

J9202(5 — = — J(69 — 6B)(c,d9 + csöv) — I (dp — Öp')ör. 
p' ist nur Function von 9°, p dagegen Function von ® und v, somit 


IJR(l! — SS — — I(6#F — 69,69 + c4Ör) 


JO2(S — S)= 


op 0» , ap so\ 5, 
3 (88 + 22 80 — 755%) 8: 
und nach Ausführung der Multiplicationen und wegen Jcs = ? 2 
op _dy IS, 
JR - = — Ja69 09 —9(2 — 2) 598. 
+ 70,087 — 8 22 So): 


Hierin ist noch, weil p = p’, # = ®' 


dp _ Op d® Op av, _ Op  Cpdv 
14) rien var 
also 
—_ op dvı ) 
13,) mas) = — (1108 — 8 58 I 6% 0% 


+ 1092 — 8 2 (6 2)2. 
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Für stabile Zustände ist or negativ, die beiden letzten Glieder mit 


0V 
ihren Zeichen sind also sicher positiv. Ist also 69 = 0, so haben 
wir schon 6?(S — S) > 0. In Bezug auf isothermische Variationen 


ist die Combination zweier Phasen jedenfalls stabiler als eine dieser 
Phasen. Allgemein erhält man eine Gleichung für ö69’ als Function 
von 8% und Öv in folgender Weise. Es ist 


0=6M +65M,, 
15) MöÖU=M,ST, 4 M,6 U, + TOM, + U,öM,, 
M6v — M,Ödv, + M,6v, + v,.öM, + vg Ö M.. 


An der Berührungslinie der beiden thermodynamischen Flächen 
kann die thermodynamische Fläche der beiden Phasen auch den Zu- 
stand einer Phase darstellen und zwar derjenigen, für welche die erste 
thermodynamische Fläche gilt. Dort ist also eines der M Null. Wir 
setzen M, = 0, so bleibt 
1 Möv —= Mdv, + (vv — 9%) 6 M.. 
Hieraus folgt 


16,) dU—IU _UT— LU, 


öovr— iv v—u' 
oder nach 24,) auf Seite 429 des ersten Bandes 
ö U — ö U, Jr ' 
16,) vd, un? 
und nach 28) an gleicher Stelle 
16) vn, an Pa nn 
U hängt ab von v und 9, U, nur von 9, also wird 
IU— es 58 +5 bv= Iö8 + Wo — dr = IwöH 


3, ) AT, , 
MArE du, du = 788, 


und analog ist 


dv 
60, = 0°, 
also folgt aus 16,) 
ep av, 
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Hierin ist noch 


 dU, _ [eU oUN\N dv (? nr 
(5) (5), a ar 0% ?)a9' 
© 


Ja ug 

18) 69 — ovan 
Ic, 9,9% dv\2 

ev a) 


und es wird nach alle dem an der Berührungslinie der beiden thermo- 


dynamischen Flächen 
2 
(5: 1898 — 0 o) 
_.0P&% 


Berrz) Op (Ovı\® 
| vn (55) 


19) 2 — 9)= 


Da op negativ ist, alle übrigen Grössen aber positiv sind, so ergiebt 


ov 
sich hiernach allgemein, dass Ö2(S’ — S) > 0, und somit ist an der 
Berührungsstelle S’ > S, das heisst der Zweiphasenzustand stabiler 
als der Einphasenzustand unter gleichen Verhältnissen. Das bedeutet: 

Sind die Umstände so geartet, dass eine Substanz in 
zwei Aggregatzuständen und in einem Aggregatzustande in 
Gleichgewicht beharren kann, so ist das Gleichgewicht in 
zwei Aggregatzuständen stabiler als in einem Aggregat- 
zustande. 

In drei Phasen zugleich kann eine Substanz, wie wir wissen, nur 
in einem einzigen Falle im Gleichgewicht sein, und es sind die Werthe 
U), 51, dr; U Sg, Ya; U;, Sp, Ya ganz bestimmte aus der Gleichung 9) 
zu berechnende. Hiernach ist, wenn wir S für diesen Fall mit S” be- 
zeichnen, die thermodynamische Fläche U, S”, v für diesen Fall das 
ebene Dreieck, dessen Ecken in den Punkten U,, Sy dı; Ua Sg, V3; Us, Sy, da 
liegen. Da im Gleichgewichtszustand 6 8”, 6 S’, öS alle gleiche Form 
haben, die allgemein durch Gleichung 10) gegeben ist und die Be- 
ziehungen für das Gleichgewicht zweier Phasen bezw. für das einer 
Phase, aus denen für das Gleichgewicht dreier Phasen einfach durch 
Ansetzen von A, = 0 bezw. M, = 0, M, = 0 hervorgeben, so folgt, 
dass die thermodynamische Fläche (S”, U”, v') mit der ($', U’, v’), die 
drei Dreiecksseiten gemeinsam hat, welche ihr Gebiet begrenzen. Wir 
haben nun analog wie früber 

ri 


0) Sr — N 


Stabilität der Aggregatzustände nach Planck. 269 


woraus wieder folgt, dass die thermodynamischen Flächen S” und $”, 
wo sie sich treffen, einander berühren. Die Berührung findet statt in 
der betreffenden Dreiecksseite, z. B. in der (12) zwischen den Punkten 
U,, Sı dı; U, S,, vg gezogenen, wenn die beiden Phasen, mit denen 
die drei Phasen verglichen werden, Flüssigkeit (2) und Dampf (1) sind. 
Da 9° und p" überhaupt nur einen Werth haben, also nicht variiren 
können, wird ferner an der Berührungslinie, woselbst 9 = #', 
vr Ei 68 öp 

21) TH — S)— du + ( — ee 


' 
Hierin ist noch wie früher öp’ — = 69, somit 


20) JM" —_ N— [dv — (v. &# = - or] 59. 


Indem nun (1), (2) als die zwei Vergleichsphasen benutzt werden, 
ıst aber 
MIU=MSITU + MIT + UVM + SM, 
Möv = Mödv, + MM, du, FudöM +0 M, 
und da 


UT, ÖM, + U, 2 (#5 7081, = 0 


FrT —p 
ist, wegen 24,) und 28) auf Seite 429 des ersten Bandes, und ferner 


22) IT. — Te öH%, 9, %, = de 69,8 = SR 


ist, bekommen wir 


"_ on [ar 29 aD; _ \z »—») 
21) Zur = |Mig + Mein — (di 
dv, dv, au, ‚ JE 
(Mu 5 + an) E29: = [m (I - (8 53 - 7)55) 
du dp’ dv 
+2 (9 | 
Darin haben wir nach 17) 
dU, — 23 =, | 58: 
| ap _ 27‘) op\ dv, 
we as \d9), " \dv), ae’ 
Be... . au, N >) \ las 
w—.l 09), Plan’ 


—_ op\ dv 
7 = (5), + Alera 
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Setzen wir diese Werthe ein, so resultirt die Planck’sche Schluss- 
gleichung 
dv, 


zn = [ml (68) 


+26 (I 9 (2) (5) )| 8) 


und da die or negativ sein müssen und die M positiv, so folgt 


oV 
25) d2(5" — S)>0. 


Also: 

Sind die Umstände derartig, dass eine Substanz in zwei 
Phasen und zugleich in drei Phasen im Gleichgewicht be- 
stehen kann, so ist das Gleichgewicht der drei Phasen 
stabiler, als das der zwei Phasen und a fortiori stabiler als 
das in einer Phase, falls auch letzteres möglich sein sollte. 


Der stabile Zustand, in welchem alle drei Phasen vertreten sind, 
besteht nur in einem einzigen Falle, bei der Fundamentaltemperatur, 
also können mit ihm die beiden anderen Zustände zweier Phasen oder 
einer Phase auch nur in diesem einen Falle verglichen werden. Der 
nächst stabile besteht in einer einfach unendlichen Mannigfaltigkeit 
von Fällen. Der am wenigsten stabile findet sich in einer doppelt 
unendlichen Mannigfaltigkeit von Fällen, wovon eine einfach unend- 
liche Mannigfaltigkeit mit dem der zwei Phasen vergleichbar ist. 

Uebrigens folgt der Satz, dass eine Substanz in drei Aggregat- 
zuständen nur in einem einzigen Falle in Gleichgewicht sein kann, 
auch aus dem Satz 8,) auf Seite 423 des ersten Bandes und dem ent- 
sprechenden auf Seite 228 dieses Bandes. Danach ist 


26) ®, = ®, = ®.. 


24) 


Das sind zwei Gleichungen, und da jede der Grösse ® von p und # 
Function ist, geben diese beiden Gleichungen bestimmte Werthe für 
Druck und Temperatur. 

Diese bestimmten Werthe von p und ® legen in der p-, ®- Ebene 
einen Punkt fest, in welchem sich die drei Curven, Spannungscurve, 
Schmelzdruckcurve, Verflüchtigungsdruckcurve 


27) 9, =P, 2%, =P, 9, =P%, 


schneiden. Der Punkt gehört allen drei Curven an und ist ein Drei- 
fachpunkt und seine Coordinaten sind die Fundamentaltemperatur 
und der Fundamentaldruck (bei Wasser 0,0076°C. und 4,6 mm etwa, 
S. 264). Für diesen Punkt gilt auch der Kirchhoff’sche Satz (S. 259), 
der analytisch auch durch die Gleichungen ausgesprochen werden kann: 


Ya + ra + rı5 = 0 


Stabilität und freie Energie der Aggregatzustände. 971 
oder 
op op op 
29) (w — v (5) u —v (53) Gy — (5) =, 
ul), tun), tw (ze), 


woselbst die betreffienden Indices 32, 21, 13 sich auf die Umwandlung 
der Phase 3 in Phase 2, der Phase 2 ın Phase 1, der Phase 1 in 
Phase 3 beziehen. 

Da im Dreifachpunkt die ® vollkommen bestimmte Werthe 
haben, wird 


30) Mö® — ®,6M, + ®,6M, + ®,0.M,, 
also wegen & =D, —=®,uddöM +9, +51, —=0 
31}) 69 —0. 


Diese Gleichung kann ebenfalls als Bedingungsgleichung für das 
Gleichgewicht der drei Phasen aufgefasst werden, wonach also das 
thermodynamische Potential ® bei constantem Druck und constanter 
Temperatur einen Grenzwerth hätte und zwar ein Minimum, wenn das 
Gleichgewicht stabil sein soll (vergl. auch Bd. I, S. 226). 

Nach Gleichung 2) auf S. 91 von Bd. I ist also 


31,) 6(UT—- J8S-+HpvV))=0; 6r=0,69—=0 

diese Bedingungsgleichung, und sie führt zu der Gleichung 10) zurück, 

da sie ergiebt 

31,) oU— JB5S + piv—0, 

was eben die Gleichung 10) ist. Durch Einsetzung der Werthe für ÖU 

ÖS und Öv gemäss 2) und 1) bekommt man dann die Gleichungen 9). 
Die freie Energie ist F = U— J®S, also bekommen wir als 

weitere Form der Gleichgewichtsbedingung auch 

32) öF = — pÖr, 69 —0. 

Nach Gleichung 76) auf S. 91 von Bd. I., und übrigens auch nach der 

vorstehenden Gleichung ist 


also 02 F op 
=), . 32), 


Wenn aber ein Zustand stabil sein soll, muss nothwendig (2) negativ 
I 


sein (da sondt einer isothermischen Druckvermehrung eine Volumen- 
vergrösserung entsprechen würde, was physikalisch absurd ist), also 
ist die fernere Bedingung für das stabile Gleichgewicht 
83) Ka ),>® 

0 v2 I 
Uebrigens gelten diese Bedingungen allgemein, nicht bloss für den uns 
hier interessirenden Fall. 
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67. Gleichgewicht und Deformation der festen Körper. 


Wenn ein fester Körper irgend welchen Deformationen unter- 
worfen ist und X, Y, Z die Componenten der seine Substanz, X,, Yn, Zu 
die der seine Oberfläche angreifenden Kräfte sind und X,, Yz, Zz; 
Xy, Yyı Zu; Xs, Ya, Zs die der inneren Druckkräfte bedeuten, so ist 
die mechanische Arbeit 


) 8 w=|[\(X82 + Yöy+ Ze) udı + [je 2’ + Yiöy' 


+ zuörJar + |||(x.8 rn zent 


0X 
+nelızol+ x una? = + 2,8 52)ar. 


Darin bedeuten 6x,öy,6ös virtuelle Verrückungen des Raumelements dr; 
x, öy', öe' solche des Flächenelements d F der Oberfläche des 
Körpers, &, n, & sind die elastischen Verschiebungen im Theilchen dr, 
u giebt die Dichte an. Finden Wärmeänderungen statt, so ist 


—öW + J6Q—=Ö6T. 
In der Raumeinheit sei die Entropie S vorhanden, so ist 
2) 6Q = |([8 8 8«r. 


Demnach haben wir 


3) d9IU= s[[jor8sar + [[fex82 + Yöy + Zöz)udr 


+ jr 8# + % öy' + z82)ar + ||((X: sry, IT d 


4x0 Ayo ent 


c% 


+ 2,0 


0, ,3 06% 
+ 187, + 2,06 Zar. 
Setzen wir darin 
ı (dr + Köy + md)ar=||TiöwWdaF=ö(D) 


und lassen Ön’ die virtuelle Verrückung des Flächenelements in Rich- 
tung der Normale nach aussen bedeuten, so ist U} eine Energie an der 
Oberfläche bezogen auf Volumeneinheit, da Ön’dF ein Volumen- 
element bedeutet. Dieser besonderen Oberflächenenergie entspricht eine 
besondere Oberflächenentropie, die wir schreiben können 


5) 69 =||SÖWAF 
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Die Variation der Gesammtentropie ist 

6) S= |[[pdsar + || söwWar. 

Die Energie der äusseren Kräfte nenne ich jetzt Ö W,, die der inneren 
Druckkräfte ö0 W,, so ist 

3) su—=dgl|[u9dSar +5W+8W + (| viöwWar. 

Soll sich der ‚Körper im Gleichgewicht befinden, so muss nach dem 
zweiten Ausdruck des Entropieprincips durch Gibbs (Bd. I, S. 22) die 
Variation der Energie U gleich Null oder positiv sein, während dabei 
die Gesammtentropie constant erhalten bleibt. Letzterer Bedingung 
kann in der Gleichung Ö U offenbar nicht genügt werden, wenn nicht ® 
für alle Raumelemente im ganzen Körper den nämlichen Werth hat, 
also muss jedenfalls sein 


7). Js|f[u8saı +6m +68 + |[ViöWaF> 0. 


Die Constanz der gesammten Entropie ergiebt aber 


8) 0o=[([fuösar + ([Sawar, 
somit wird 
9.) öW, + 5W, + || (vi — JH SöndF>o. 


Die Grösse U, kann aus einer inneren Energie und einer Druckenergie 
bestehen; sei erstere U’, so ist letztere p’v’, woselbst p’ den Druck auf 
eine Flächeneinheit, dividirt durch das specifische Volumen bedeutet. 


Alsdann wird 

9) 5M+6W, + | — JS + pV)öndF>o. 

Der Factor von Ön’dF ist das thermodynamische Potential ®’ an der 
Oberfläche bezogen auf Volumeneinheit, also 


9,) 8Ww +5Wm+||BöWar>o. 


Nun sind aber alle rein mechanischen Variationen ganz unabhängig 
von den thermischen. Demnach bekommen wir, da jene für sich ver- 
schwinden müssen, 


10) mW +$W=0, 
11) (jo swar>o. 


Die erste Gleichung giebt lediglich die bekannten Differential- 
gleichungen der Elasticitätslehre für den Gleichgewichtszustand. Die 
zweite entspricht der Oberflächenbedingung, welche das Gleichgewicht 
der inneren Druckkräfte gegen die äusseren an der Oberfläche fest- 
stellt. Sie ist nach den thermodynamischen Verhältnissen erweitert. 
Diese Erweiterung rührt von Gibbs!) her. 


!) Thermodynamische Studien, übersetzt von Ostwald, 8. 219 ff. 
Weinstein, Thermodynamik. II. 18 
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Sind die Verschiebungen Ön’ an den einzelnen Theilen der Ober- 
fläche des Körpers unabhängig von einander, so muss für umkehrbare 
Processe 


o' —0 
sein. 
Ist 69’ = 0, so ist die zweite Bedingungsgleichung identisch erfüllt. 
Haben wir ®’' — const., so muss 
| | öndF —0 


sein, das heisst, der Körper darf sein Volumen nicht ändern. 

Wenn endlich Öön’ überall gleichen Werth besitzt (wie bei der 
gleichmässigen Compression oder Dilatation eines isotropen Körpers), 
so müsste sein 


(\var=o, 


was stattfinden kann, wenn ®’ längs der Oberfläche sein Zeichen 
wechselt. Letzteres würde erfordern, dass U’ und S’ längs der Ober- 
fläche variiren. Da das gerade für diesen Fall nicht anzunehmen ist, 
bleibt nur 
®' —0. 
Auch entspricht dieser Fall offenbar dem zuerst berechneten der Unab- 
hängigkeit der Variationen Ö%’ von einander. 
Sonst haben wir bei umkehrbaren Veränderungen 


1l,) - ([o5war=o. 
Für ein einzelnes Element ist, wenn udr — dm gesetzt wird, 
12) (U) dm = J9(öS)dm + (86 W,) + (6 W,), 


woselbst die in Klammern gesetzten Grössen sich auf ein einzelnes 
Element beziehen sollen. Bezeichnen wir die freie Energie in einem 
einzelnen Element von der Masse dm mit (Ö F)dm, so ist 


uU — J#öS)dm = (öÖF)dm + JSdamdÖ6H, 
also auch 


13) (O F)däm = — JSdmd# + (6 W,) + (6 W). 


Die Gleichgewichtsbedingung ergiebt sich, wenn, wie immer, die freie 
Energie unter Constanthaltung von # varürt wird, so dass 
wir hätten 


14) (Ö F)dm = (6 Wı) + (Ö W;). 


Sehen wir von äusseren Kräften ab, und nehmen F' als bekannte 


Function der Grössen ®, 22, KA 25 on nn on 05 KA 4 K43 
0x 04 Oz’ 9x Ly' de’ 0x’ Oy’ Os 
an, so wäre, da 09 — 0 sein soll, 
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Mh: TauoEs 


somit zufolge 14) 
oF 


oF 
16 = —o, ) 
) x 0£ ’ al u.8. f., 
el — ur 
x oy 
was bekannten Gleichungen der Elasticitätslehre entspricht, woselbst F 
05 c5 05 
als quadratische Function der — dr’ äy’ Der angesetzt wird. An 


sich wird F' auch noch von der Temperatur abhängen. 

Die Gleichung für F bezeichnet Gibbs als Fundamental- 
gleichung. Sie stellt das Elasticitätspotential dar, dessen Coöfficienten 
Functionen der Temperatur sein würden, und die ausserdem noch eine 
besondere Function der Temperatur enthalten kann. Die Werthe, die 
man sus Versuchen über den Ablauf von Deformationen für diese 
Coöfficienten erhält, werden von den thermodynamischen Bedingungen 
abhängen, und so bekommt man isothermische, adiabatische u. s. f. 
Elasticitätscoöfficienten. Die gewöhnlich angegebenen kann man als 
isothermische Elasticitätsconstanten ansehen. 

Wenn kein Gleichgewicht besteht, so hat man die Grössen (Ö W,) 
+ (6 W,), um die Energie der gegen das Gleichgewicht widerstehenden 
Kräfte zu vermehren, das sind die virtuellen Energieen der Beschleu- 
nigungen negativ genommen. Demnach gelten die Gleichungen unter 1) 
auf Seite 252 des ersten Bandes auch für die Deformation elastischer 

du dv dw 


028 
Substanzen, nur dass man — 1°’ dt' I ersetzen darf durch Du’ 
cn 028 


ca’ du 
17) Jda0—=dUdm +dW +dW,, 


in dr d%W, + dW; durch Gleichung 19,) auf Seite 257 bestimmt u 
ou cu u 


woselbst noch — Fri Y 


= u. 8. f., oder durch . 2). ( u.2s.f. Für dUdm 
haben wir im Falle eines allseitig gleich wirkenden constanten Druckes 
den an gleicher Stelle am Schluss der Seite angegebenen Werth, für dQ 
den unter Gleichung 20,) ebendaselbst verzeichneten, wenn es sich 


um einen isotropen Körper handelt und einen ähnlich gebauten, in der 


nur statt % =, k —, k = lineare Functionen der drei Differential- 
quotienten der Temperatur stehen, für krystallinische Substanzen. 


Hiernach lautet die thermodynamische Gleichung allgemein 
18* 


Die thermodynamische Gleichung ergiebt zunächst 


u. s. f. ersetzt werden können durch —— -(&). 
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c29 029 0% 07 
Dur; nt A a + ln en + 2 2 


29 dd d . 6 (€ 
+ 21 ru ir aus er Be 


+n5(&)+ 25 (5 + vn + Bu = 


oe fon, 0% & £ 
+4 ratznete) 


Die A sind die Wärmeleitungscoöfficienten. 
Setzt man in der Kirchhoff’schen Bezeichnungsweise 


BR}: _ on 08 

19) nr 92 mW nz 
__68 , 0n 08 08, c8 
|»=% 92 + 7 + w—=nt dr 


so werden bekanntlich die X,, X, u. s. f. als lineare Functionen dieser 
sechs Grössen angenommen, deren Constanten die Elasticitätscon- 
stanten sind. 

Folgendes Beispiel möge auch hier die Anwendung der Formeln 
darthun. 

Eine isotrope Kugel werde durch einen auf ihre Oberfläche gleich- 
mässig wirkenden constanten Druck p zusammengedrückt und befinde 
sich in einer für Wärme undurchlässigen Hülle. Wir haben zunächst 
als Differentialgleichungen für die Verschiebungscomponenten in der 
Kirchhoff’schen Bezeichnungsweise 


o2E 00 
ee =Rlat+aH4 29]. 
c2 n i 06 
N _xK|\a = 
ur: «| ‚+ar20) ri 
ul GE a 96 
em =Elstra+2 2], 

]b früher, / die bekannte Operati =, £& 
woselbst, wie früher, ie bekannte Operation ——; + Iyi " Im 
bedeutet und 

(2: 08 
— 97 02 


die räumliche Dilatation auf Volumeneinheit bezogen ist. 

Man differenzirt die erste Gleichung nach x, die zweite nach %, 
die dritte nach z und addırt die erhaltenen Ergebnisse, so erhält man, 
indem von den geringen Veränderungen von u mit 2,9, 2 abgesehen wird, 
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u =Kl[do +(1+29)49)=2K(1 + 0)40 


als Gleichung für 61). Da 0 nur vom Abstand vom Kugelmittelpunkt 
abhängen kann, hat man, indem der Ursprung des Coordinatensystems 
in diesen Mittelpunkt verlegt wird, wegen r? = x? + y? + 2? 
066 _ _C0OOr cox 0 0902 | Col Co 22 
0x2 cröı Pr ea or r Orr Orr 
06 _ 06Cr coy 0620 0?0 y? 061 06 y? 
0Yy ©6rcy ör 
06 _ _c0Cr _06 


— 


n 
< 


r cy? or! ri err.. örr' 
z 020 0°0 2? cool c6 22 
r 


cz c6r0e crr' 02 Tr? r ör r Or r3’ 
also 
_ 020 200 _ _10%(ro) 
I= ar, un, or: 
und 
0206 _ 1 c2(r 0) 
BT RUN Zr 
oder 
2. 2 (» De’ 
26) _ „Ron u—2#u0+9, 
ot? or? u 


Wir drücken die Kugel mit constanter Geschwindigkeit zusammen, 
also ganz gleichmässig, dann wird r0 eine lineare Function der Zeit 
sein. Setzen wir dementsprechend 
ro=R, + Rt, 

so haben wir 

0? R, CR, _ 

Gr Fr 
also sind R, und Rz lineare Functionen von v, d.h.RA,=A, + Jar, 
R, = A, + Bsr. Da aber 0 auch im Kugelmittelpunkt endlich sein 
muss, sind A, und A, gleich Null und 0 wird von r überhaupt unab- 
hängig. Nennt man nun die Verschiebung in Richtung des Radıus 


=—(, 


r . L q 4 
der Kugel ,soitt=oet,n=o!t,t=o7,alo 

r r r 
cE zceocr 1 22 2 co: e( n) 
— — — _ — —_ _ — — - i1 — 
R roör6x + ar er er r: + r y2)’ 
on __yce fr l ? _ co 0 y 
7 = 9727 07 —5T7 r2)’ 
cy r6r0y r 7) er) ) ) 
ed zcecr 1 2? co 2? e( ) 
— ıı - — — _— — _ m — — -I1—--], 
G£ dr 02797 v3 Ir nT7 r? 


!) Kirchhoff, Vorlesungen über matlıem. Physik, Mechanik, 1876, S. 404. 
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und 
co Q 
‘= — 2 — 
Or r 
und da 0 von r unabhängig ist, muss E proportional r sein, also E_—=Ar, 
woselbst A lineare Function von ?t ist. Hiernaclı wird 


E=4Axs, n=4y, $=Az, 0—=3A. 


Damit sind die Bewegungsgleichungen identisch erfüllt. Zugleich 
haben wir beispielsweise 


X,=—2K 25.480 —=—2K(A+3A0®)—= —2KA(1 +39), 
X, =0. 

Also überhaupt 

X,.=Y, =Z,=-—2K(1+30)4 


X, =, =2,=)0. 
Auf der Kugeloberfläche ist der gleichmässige Druck p, somit wäre 


Al», 
2K(1+ 36) 
Es sollte aber A lineare Function von t sein, also kann die gleich- 
mässig zunehmende Compression nur stattfinden, wenn der Druck 
gleichmässig vermehrt wird. 

Wir wollen nun zusehen, ob ein derartiger Vorgang auch thermo- 
dynamisch möglich ist. Die hierher gehörige Gleichung 18) giebt 
zunächst 


- a9 060 
re ton tr 
dv _Ov 
Nun ist aber bis auf Grössen zweiter Ordnung — Fri r und weiter 
0 _ „9 somit 
Ha 
kIB—u (1 — + Jcy =) 
9 wird selbstverständlich auch nur von r abhängen, so dass wir erhalten 
- „6 F) ov 
= ur (7% + Jos 2). 


nn 


06 CV 
Da Frl, t unabhängig ist, muss es auch % —— sein, ® selbst ist aber 


ot 


nach t eine Exponentialfunction v = fe-*t. Damit wird 


2) = Jr(40 re 48 — acy)- 
= Ir (ze ) 


cr? 
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f und & sind von r unabhängig. Diese Gleichung weiter zu behandeln, 
ist nicht schwer. Ich nehme jedoch an, die Compression geschehe so 
langsam, dass die Temperatur sich immer in dem ganzen Körper aus- 
gleicht. Wir haben dann 


Sei ®, der Werth von ®# bei Beginn der Compression, so wird 
= — ZU — ee) 
Cy 


Nun sollte die Compression adiabatisch vor sich gehen, das heisst 
es sollte 
A + cs Av—=0 


sein. Ersetzen wir 1/9 durch $ — 9,, Jv durch v — v,, 80 wäre 
demnach 
vd — 9) + cos — u) =, 


und diese Gleichung ist identisch erfüllt durch die angenommenen 
Werthe für 9 — 9, und v9 — v,. Der Vorgang ist also thermo- 
dynamisch möglich und die experimentelle Ermittelung einer der 
Grössen 9 — 9, oder v — v, genügt, um alle anderen Grössen zu 
bestimmen. Der Vorgang ist auch möglich, wenn der Körper die 
Wärme fast gar nicht leitet, alsdann ist die adiabatische Bedingung 
für jeden Theil des Körpers erfüllt, nicht bloss für den ganzen 
Körper. Zugleich zeigt sich, dass der Vorgang durch Beobachtung 
der Volumen- und Temperaturänderung das Verhältniss der beiden 
specifischen Wärmen c, und cs zu ermitteln gestattet, wie andere 
adiabatische Vorgänge das der Wärmen c,, Cy. 

Die allgemeinen Gleichungen gelten aber nur für krystallinische 
Substanzen und für solche amorphe, welche sich weit genug vom 
plastischen Zustande befinden. Bei plastischen Körpern wird man die 
Xz, X, u. s. f. zusammensetzen aus den Werthen, welche für feste 
Körper gelten und den für Flüssigkeiten angenommenen. In diesem 


5 . . du dv dw 02 £ 

Falle darf man auch nicht mehr allgemein a’ ar 9 durch Du’ 

on Of dBE den dat 

am’ 7m ersetzen, sondern durch in’ im’ gu’ und es ist auch 
ou 0 /0E 

nicht mehr DH (z) u. f. 


Die allgemeinen Gleichungen hinzuschreiben, hat keine Schwierig- 
keit, es ist aber mit ihnen nicht viel anzufangen. Gleichwohl ist es 
physikalisch nicht eigentlich zulässig, die Abhängigkeit der Druck- 
componenten von den relativen Geschwindigkeiten ganz zu vernach- 
lässigen. Diese Vernachlässigung bedeutet, dass in festen Körpern 
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Reibung nicht vorhanden ist, und so werden auch in der That feste 
Körper vielfach definirt (S. 227). Aber der Erfahrung entspricht das 
nicht vollständig. 

Dazu kommt noch ein Umstand, der die gewöhnlichen Annahmen 
der Elasticitätslehre für die Druckcomponenten als unzureichend er- 
scheinen lässt, nämlich die sogenannte elastische Nachwirkung. 
Man versteht darunter bekanntlich die Erscheinung, dass Substanzen 
der Einwirkung von deformirenden Kräften nicht sofort in vollem Um- 
fange folgen, sondern allmählich, und dass, wenn diese Kräfte zu wirken 
aufgehört haben, die Substanzen auch nicht sofort ihre Gleichgewichts- 
lage annehmen, sondern ebenfalls allmählich. Die Versuche Wilhelm 
Weber’s und nach ihm einer grossen Zahl von Physikern haben über 
diese Erscheinung gut aufgeklärt. Sie macht sich auch geltend, wenn 
Körper durch Erwärmung gedehnt werden oder gedehnt waren. So 
zieht sich eine Thermometerkugel, die bei ihrer Herstellung hoher 
Temperatur hat unterworfen werden müssen, Jahrzehnte nach ihrer 
Fertigstellung noch zusammen, so dass der Nullpunkt immer höher 
steigt — bei manchen Thermometern um einen Grad und noch mehr. 
Andererseits zeigt ein Thermometer, wenn es in eine von seiner Tem- 
peratur abweichende Temperatur gebracht wird, diese nicht sofort 
richtig an, sondern allmählich, indem das Thermometergefäss sich nur 
allmählich dehnt oder zusammenzieht. Die aus diesen Erscheinungen 
nothwendige Nachwirkungscorrection bei thermometrischen Ablesungen 
ist bekannt genug. Der unserer Wissenschaft so früh entrissene Per- 
net hat die Regeln dafür gelehrt, die in alle Handbücher der Physik 
übergegangen sind. Thermische Nachwirkung und elastische Nach- 
wirkung sind im Wesen nicht verschieden. Es folgt aus ihnen, dass 
die momentane Gestalt und Grösse der Körper von ihrer 
ganzen Vorgeschichte abhängt, nicht bloss von dem augen- 
blicklichen Zustande. 

Die Nachwirkung wirkt, wie die Reibung, dämpfend auf die Defor- 
mationsbewegungen (z. B. die Schwingungen) der Körper. Sie sind 
von einander in der Beobachtung kaum zu trennen. 

Die Reibung berücksichtigen wir, wie schon bemerkt, durch Er- 
weiterung der Ausdrücke für die Druckcomponenten unter Hinzu- 
nahme von Gliedern, welche den Geschwindigkeiten Rechnung tragen. 
Bezeichnet man den partiellen Differentialquotienten einer der Grössen 
X, Zy... nach der Zeit durch Accentuiren des betreffenden Symbols, 
mit f irgend eine lineare homogene Function der &, Zy,..., mit f’ 
eine andere lineare homogene Function der &,, &y,..., 80 wäre hier- 
nach zu setzen 


| Xz = fix + Jar I, =/w + /w Zu =Sut Se, 
| Ay — fay + Fzys Y, = fyz + Sur, Z: — far + fer. 


Die Indices bedeuten, dass die Constanten der Functionen andere und 


20) - 


Reibung fester Körper. 281 


andere Werthe haben können. Diese Ausdrücke wären in die Be- 
wegungsgleichungen und in die thermodynamische Gleichung einzu- 
führen, und es ist sofort zu sehen, dass die letztere Quadrate und 
Producte der £;, &y,... enthält, wie das ja bei Berücksichtigung der 
Reibung als einer nicht umkehrbaren Erscheinung nothwendig ist. In 
solcher Annahme besteht auch die Theorie W. Voigt’s über die innere 
Reibung der festen Körper !), und sie dürfte auch für die plastischen 
Substanzen genügen. Die Constanten der Functionen ff — wie die 
der Functionen /, an Zahl 36 — sind die Reibungsconstanten. 
Sie lassen sich in ganz derselben Weise behandeln wie die Constanten 
der Functionen f, weshalb auf die Lehrbücher über Elasticität zu ver- 
weisen ist. Für isotrope Körper haben wir zwei Reibungsconstanten 
wie zwei Elasticitätsconstanten, erstere entsprechen den beiden 
Reibungsconstanten für Flüssigkeiten und Gase. 

Die Reibung macht sich bei festen Körpern, wie erwähnt, in einer 
Dämpfung der Schwingungen bemerkbar. Sieht man von dem Einfluss 
der Nachwirkung ab, so kann man die beiden Reibungsconstanten 
isotroper Substanzen aus der Beobachtung der Biegungsschwingung 
und der Torsionsschwingung ermitteln. Man hat dann einen Biegungs- 
Reibungscoöfficienten und einen Torsions - Reibungscoöfficienten. 
W. Voigt ?2) hat diese Coöfficienten dividirt durch entsprechende 
Elasticitätscoöfficienten für mehrere Substanzen bestimmt. Nennt 
man die Grössen, denen sie hiernach proportional sind, für die Bie- 
gung ß, für die Torsion T, so findet man: 


| | 
Substanz | 8x 10° Tx 10° 


f 
Phosphorbronze . . . .» | 37,5 | 4,7 
Messing - 2.2.2... | 23,8 | 2,0 
Kupfer . ...... 26,2 8,2 
Nickel . .. 2.2.2.» 49,7 | 16,3 


Bei Kupfer und Nickel entspricht auch die Erfahrung der Theorie 
sowohl für Biegung als für Torsion, bei Bronze und Messing wenigstens 
für Biegung. Bei anderen noch untersuchten Metallen wie Gussstahl, 
Aluminium, Gusseisen, Cadmium und anderen genügte die Theorie 
nicht. W. Voigt schliesst aus seinen Beobachtungen, dass bei diesen 
Metallen die elastische Nachwirkung den Haupteinfluss ausübt. 

Die Zahlen für Biegung sind weit erheblicher als die für Torsion, 
das bedeutet, dass die aus der Reibung folgenden normalen Druck- 
componenten X;, Yy,, Z; grösser sind als die tangentialen X,, },, Zz- 
Daraus schliesst W. Voigt, dass Reibung und Nachwirkung auch bei 


!) Abh. der Kgl. Ges. der Wissenschaften zu Göttingen, Bd. 36 (1890). 
?) Wiedem. Ann., Bd. 50, S. 671 ff. 
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allseitiger Compression sehr bedeutend sind, was für die Beurtheilung 
molekularer Theorieen sehr wichtig ist (S. 286). 

Für die elastische Nachwirkung hat man sehr viele Theorieen, 
ohne dass eine von ihnen vollständig befriedigte. Ein Theil dieser 
Theorieen schliesst sich unmittelbar an die Thatsachen an, andere 
machen von molekularkinetischen Anschauungen Gebrauch. 

Hier ist nur das Hervorragendste zu erwähnen. W. Weber bezog 
sich auf einen bestimmten Versuch, in welchem er das allmähliche 
Verschwinden der einmal hervorgebrachten Verlängerung eines Fadens 
beobachtete. Ist t die Zeit nach Aufhebung der Spannung des Fadens, 
so setzt er für die noch vorhandene durch Nachwirkung erklärte Ver- 
längerung x 


21,) Frl aa", 
woraus folgt 

1 
22) 2=4A(+B) "Äi. 


4 und B sind Constanten. 
An Stelle der Weber’schen Gleichung setzte F. Kohlrausch!) 


dx £3 
21,) Fr 
0-01) 
23) s= (er! 


Diese Gleichung soll auch zur Darstellung der noch nachgebliebenen Tor- 
sion eines Drahtes zur Zeit t, nachdem die tordirende Kraft, und der 
nachgebliebenen Biegung, nachdem die biegende Kraft aufgehört hat zu 
wirken, dienen, und @ zeigte sich als abhängig von der Dauer der ur- 
sprünglichen Torsion, was zu erwarten stand, da diese Dauer eben die 
„Vorgeschichte“ darstellt, von welcher das nachherige Verhalten des 
Drahtes abhängig ist. Bei einem tordirten Silberdraht betrug die 
Zahl n für kurze Torsionsdauer 1, so dass zuerst < — Ct“ war, für 
längere Torsionsdauer war » kleiner und nahm mit wachsender Tor- 
sionsdauer stetig ab. Auch die Grösse & nahm ab, und zwar in dem 
betreffenden Falle ebenso wie n, so dass n — & constant war. Ausser- 
dem hängt die Nachwirkung ab von der Grösse der ursprünglichen 
Torsion. 

An einem tordirten Glasfaden fand Kohlrausch für den Ablauf 
der Nachwirkung gemäss seiner Formel in einem Falle 
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x bedeutet hier das zur Zeit t nach Herstellung der Torsion vorhandene 
Drehungsmoment. Wie genau diese Formel die Beobachtungen wieder- 
giebt, zeigt folgende Zusammenstellung: 


t x 


Minuten | beobachtet | berechnet Minuten beobachtet | berechnet 


0,9247 0,9142 


1,92 9238 9238 50 9138 9129 
2,50 9231 9230 110 9120 9099 
3,32 9218 9217 180 9079 9086 
5,25 gell . 9208 206 9071 ‚9077 
7,58 9197 9196 300 9054 9063 
9,67 9188 9188 452 9051 9050 
12,00 9181 9180 1310 9042 9019 
18,00 9168 9166 1780 8995 9011 
25,00 0,9154 0,9154 2760 0,8995 0,9001 


Ich führe die Formel an auch wegen des Exponenten von t, der 
anscheinend überhaupt gleich !/, angesetzt werden darf. Die dauernde 
Untersuchung des Volumens eines Glaskörpers, der eine noch von der 
Anfertigung herrührende thermische Nachwirkung aufwies, ergab mir 
eine Formel ganz derselben Art. Es fand sich, wenn tin Tagen gemessen 
wird, für dieses Volumen V ın Cubikcentimeter 

= 190,23841 + 0,025 510 e924856 t ’ 
und damit folgende Zusammenstellung: 
(Biehe Tabelle auf folgender Seite.) 

C. Pulfrich hat die Formeln von F. Kohlrausch für die Längs- 
nachwirkung von Kautschukfäden geprüft und zwar die fürn = 1. 
Für gespannte Fäden findet er die Grösse & abhängig von der Spannung, 
und zwar nimmt & mit wachsender Spannung ab; von 0,25 kg Spannung 
bis 7kg fiel & in einem von ihm ausgeführten Versuche von 0,182 
auf 0,121. Ebenso nimmt & ab mit wachsender Dauer der vorauf- 
gegangenen Belastung. In einem Versuche war & = 0,86, wenn die 
voraufgegangene Belastung !/, Minute, und nur 0,17, wenn sie 15 Tage 
gedauert hatte. Das stimmt mit den Ergebnissen von Kohlrausch 
überein. 

Sehr bemerkenswerth ist die Angabe Pulfrich’s, dass das Ver- 


lm 


hältniss der Quercontraction zur Längendilatation (der Grösse -, S. 208) 


von den Nachwirkungserscheinungen unabhängig sein soll. 
Neesen!) nimmtan, dass in jedem festen Körper die Molekeln durch 


| !) Pogg. Ann., Bd. 157, 8. 597. 
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Beobachtetes Abweichung gegen 


| 
Datum Volumen für 00 ı die Berechnung 

in Milliliter | in Milliliter 
17. Februar 1882. . . . 2... | 190,3027 | — 0,0007 
1. re. 190,3023 — 0,0011 
18. „ n Ä 190,3023 — 0,0010 
0, Denn 190,3027 | + 0,0012 
0. , . 190,3014 | — 0,0001 
2. März Denen 190,2979 | — 0,0014 
3. „ Dee) 190,2988 — 0,0004 
6, De 190,2944 — 0,0044 
2. 5. nn...) 190,2966 — 0,0007 
6. „ en 190,2979 | -+- 0,0006 
27. n nr | 190,3018 +- 0,0045 
277. , Deren 190,3014 + 0,0041 
30. „ Er 190,2961 | — 0,0010 
30. „ Deere. | 190,2988 +- 0,0017 
30. „ ren 190,2988 Ä + 0,0017 
5. April Deren | 190,2961° — 0,0007 
5.) 110713; — 0,0007 
6, Deere] 190,2984 + 0,0016 
6, en! 190,2979 + 0,0011 
6. „ a 190,2997 + 0,0029 
. n | 190,2970 + 0,0003 
August een. | 190,2931 — 0,0008 
9. , Deren | 190,2935 — 0,0004 
9, 190,2931 — 0,0008 
10. „ Deere | 190,29483 + 0,0009 
10. „ er. | 190,2957 -+- 0,0018 
30. „ 1883. . | 190,2914 — 0,0012 
31. „, en 190,2883 — 0,0029 
31. „ oo. 190,2900 + 0,0002 


die molekularen Kräfte und die Stösse in Schwingungen um bestimmte 
Gleichgewichtslagen erhalten werden. Tritt nun eine deformirende Kraft 
in Wirkung, so werden die Molekeln gezwungen, eine neue Gleichge- 
wichtslage einzunehmen. Dieses aber kann nicht so bald geschehen, 
weil Zeit erforderlich ist, damit die molekularen Stösse sich so aus- 
gleichen, dass wieder dauernde Schwingungen um die neue Gleich- 
gewichtslage möglich sind. Dadurch sind die Nachwirkungserschei- 
nungen bedingt. Zur Aufrechterhaltung einer Deformation sind also 
erforderlich: 1. die schliesslich nach Verlauf einer sehr langen Zeit 
nöthige Kraft, 2. eine im Anfang und während der Deformation den 
Einfluss der unregelmässig auf einander folgenden Molekularstösse 
überwindende Kraft, 3) eine Kraft, welche die zweite mehr und mehr 
vermindert und schliesslich ganz aufhebt. 
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Setzt man& +ß + Y7=6, so ist für die Componente N, die 
erste Kraft 4,0 + 24,&. Die zweite wird als Function dieser ersten 
angesehen, also gleich A, @ (0) + 2A, (x) gesetzt, die dritte soll die 
Form eines Integrals haben, das sich vom Beginn der Deformation 
bis zum betrachteten Zeitmomente erstreckt, und sie muss dann sein 


t 
= | z(U)[A,P(o) + 2A, Y(a)]dt. Da sie zuletzt die zweite aufheben 


0 

soll, ergiebt sich als Bedingung für die Function % 
Irma = ı. 
0 


Neesen kommt in seiner Theorie zu einer Formel 

24) 2 — (echt + O,ertet 

und später für die Darstellung der Längsnachwirkung eines Kautschuk- 
fadens zu 


25) C 


ga 

OÖ. E. Meyer!) ging in seiner ersten Theorie von der Ansicht 
aus, dass die Nachwirkungserscheinungen eine Folge der inneren 
Reibung seien. Demnach stellte er die Druckcomponenten dar als 
lineare Functionen der relativen Verschiebungen und der relativen 
Geschwindigkeiten (wie später W. Voigt). Diese Theorie braucht dem 
Obigen zu Folge nicht mehr dargelegt zu werden und konnte der Er- 
fahrung nicht entsprechen. 

Die zweite Theorie U. E. Meyer’s?) ist an sich gerade für uns 
von Interesse. Für den einfachen Fall der Deformationsbewegung in 
einer einzigen Richtung haben wir 

Er 
Tr Pr 
woselbst a die in Betracht kommende Elasticitätsconstante ist. Multi- 
plieirt man mit 05 so wird 


Ox 


a E (=) ] 
Haze: 08l2\0% 


Die Grösse rechts innerhalb der Klammer ist Früherem zu Folge die 
Arbeit der elastischen Druckkraft, als solche vermehrt sie O. E. Meyer 
um die Wärme @ der Substanz und erhält so 


26,) „9: _ 2 E (2) + 70]. 


cc cx 


!) Pogg. Ann., Bd. 151, S. 108; Bd. 154, S. 358. 
2) Wiedem. Ann., Bd. 5, 8. 249. 


DET; Ev Carizel 


Nun kann eine Ungleichmässiskei: der Temperstarvertheiiunge nur 
durch die verschiedene Geschwindigkeit der Bewegungen in den ein- 
zelnen Schichten des Körpers, etwa in Folge von Reibung, entstehen. 
Deshalb setzt 0. E. Meyer 


5) 


c25 I: cı$ 3 

RTz ct? cc. # ct exrct' 
oder vervollständigt durch Hinzufügung eines der Reibung unmittelbar 
Rechnung tragenden Gliedes 
CE 0?E cE u 


= b 
Rz ct? ur er! rbR 


und bekommt so 


a, ne 

et öxret erömd 
Dass diese Theorie nicht genügt, die Erscheinungen der elastischen 
Nachwirkung darzustellen, lehrt schon die Differentialgleichung selbst; 
wir schliessen deshalb, dass die Nschwirkung nicht durch Reibungs- 
erscheinungen und durch dadurch hervorgebrachte Wärmeungleichheiten 
veranlasst sein kann. Dass die Wärme bei den Nachwirkungen über- 
haupt keine Rolle spielt, zu schliessen, wäre aber voreilig. Wahr- 
scheinlich ist sie von Bedeutung, nicht allein in Folge örtlicher, sondern 
auch in Folge zeitlicher Ungleichbheiten. 

Warburg!) sieht die Nachwirkung als eine Folge der unrunden 
Gestalt der Molekeln an. Die Druckcomponenten an einer Molekel 
hängen dann ab von der Lage dieser Molekel, also von der Richtung 
ihrer Hauptträgheitsaxen. Sind die Richtungscosinus dieser Haupt- 
trägheitsaxen mit Bezug auf das Coordinatensystem z, y, 2: «, ß’, y'; 
a, B",yY'; @”, ß”, y”, bedeuten ferner A? + A423, A? + u2, u2 + K? 
die Hauptträgheitsmomente der Masseneinheit einer Molekel mit Bezug 
auf ihre Hauptträgheitsaxen und setzt man 


= (2) (kt + A + m), 
N =2(3k + K) (w?k2 + ß'?A2 + y'ru2), 
N" = 2(8% + K) (aka + Braar + yraun), 
N"— 2(3k + %) (a2 k? + p": 12 + y"’2 u); 
T=28k +K)(Wa'k? + PB" + ya), 
T" — 2 (3 k + k') (a & m 52 +- ß' B" yE + y'y U uR), 
T"— 9 (3k 4 k') (a a"? + ß" B" 12 + v"'y AL u2), 
so ergiebt sich nach bekannten Entwickelungen von Cauchy und 


Poisson für die potentielle Energie der ganzen isotropen Substanz 
auf eine Molekel 


26,) 


!) Wiedem. Ann., Bd. 5, S. 232 ff. 
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27) W=5IN+Na ty ta)+NatNy+N”'s 
+ r’ Zy + r'' X, + ll Ya. 
Die Druckcomponenten sind die Differentialquotienten nach den z,, 
x, u.8 f£ Die Nachwirkungserscheinungen sollen durch den Theil 
von W verursacht sein, welcher von der Richtung der Hauptträgheits- 
axen abhängt, also durch den von den N und T’ bestimmten. Diese 
Axen würden sich nur allmählich in die durch die Kräfte erforderte Lage 
drehen und nur allmählich in ihre ursprüngliche Lage zurückkehren. 
Die Theorie hat offenbar Aehnlichkeit mit der Molekulartheorie der 
Magnetisirung, wie sie von W. Weber und Maxwell ausgebildet 
worden ist, und in der That erinnern die Erscheinungen der Magneti- 
sirung vielfach an die der Nachwirkung. Indessen bietet sie der Vor- 
stellung mannigfache Schwierigkeiten. Auch ist ein sehr gewichtiger 
Einwand gegen diese Theorie von W. Voigt geltend gemacht. Bei 
allseitig völlig gleichem Druck kann eine Drehung der Molekeln nicht 
wohl angenommen werden. Die Erfahrung lehrt aber, dass auch in 
diesem Falle sehr bedeutende Nachwirkung vorhanden ist (S. 231). 
Die Boltzmann’sche Theorie!) ist, wie ihr Urheber selbst be- 
merkt hat, lediglich ein Ausdruck für die Thatsache, dass die Elasti- 
citätserscheinungen von den voraufgegangenen Zuständen mit abhängen. 
Sei ein rechtwinkliges Parallelepiped nach allen Richtungen senkrecht 
zu seinen Flächen gedehnt, die Dehnung der Längeneinheit in Rich- 
tung der Kanten, welche den Coordinatenaxen parallel laufen sollen, 
betrage &, ß, Y; ferner seien A,, A, die schon benutzten Lamö’schen 
Elastieitätsconstanten für isotrope Körper, dann sind die Druckkräfte 
senkrecht zu den Flächenpaaren des Parallelepipeds, je nachdem diese 
Flächen senkrecht zur x-, y- oder z-Axe verlaufen, abgesehen von der 
Erscheinung der elastischen Nachwirkung, für die Flächeneinheit 


N=Al@+ß+ryY) + 2igu, 
N, =4(& + B+») + 2%B, 
N =Ala+ß+Y) + 247. 


Boltzmann nimmt nun an, dass bei Vorhandensein einer Nachwirkung 
diese Kräfte nicht bloss von den momentanen Dehnungen abhängen, 
sondern auch von den voraufgegangenen, und zwar soll die Kraft, welche 
zur Hervorbringung einer Deformation nach einer bestimmten Richtung 
erforderlich ist, geringer sein, wenn dieser Deformation eine andere im 
gleichen Sinne schon voraufgegangen ist. Der Einfluss gleicher vorauf- 
gegangener Deformationen soll sich mit wachsender Zeit abschwächen. 
Ebenso soll er um so geringer sein, je kürzere Zeit die voraufgegangene 
Deformation selbst gedauert hat. 

Sei also &, eine Dehnung in Richtung der x-Axe zur Zeit T, diese 


!) Pogg. Ann., Ergbd. 7, 8. 624 ff. 


283 Elftes Capitel. 


Dehnung habe die Zeit dr gedauert; die Dehnung «& erfolge zur Zeit t, 
so wird der Einfluss jener Dehnung «, proportional &,, dr, und einer 
Function t' (t — Tr) sein, welche mit wachsendem Argument abnimmt. 
Hiernach setzt Boltzmann an 

28) N—=hlat+ß+Y) — 2i;u —| [P (!’— ?)(& + Pr + y.) 

0) 
— 2Y%(t — T)a,.]d(t — r) 

oder fürt — r=w 


28) ,—h(a ++) —2ha— |[p(u) (m. + Bra + Pre) 


— 2U(w)_„)dw 


und entsprechend für N,, N. 

Wegen der weiteren Behandlung der Gleichungen ist auf die 
Originalabhandlung zu verweisen. Dass sie der Erfahrung sich zum 
Theil anpassen, ist schon nach ihrer Ableitung zu erwarten, da sie ein 
Ausdruck eines Theiles der Erfahrung sind?!). Sie sind oft und ein- 
gehend geprüft worden 2). In mancher Beziehung scheinen sie der 
Erfahrung noch nicht zu entsprechen. 

Boltzmann’s Theorie ist von Maxwell etwas umgedeutet 
worden. Denkt man sich nämlich die %_.», Pt», Yt—w nach dem 
Taylor’schen Satz in eine Potenzreihe nach w entwickelt, so kommt 
offenbar die Boltzmann’sche Theorie darauf hinaus, dass man setzt 


29) NAH NtAHat ht N ta 


@+ß+n+-—2Ba—2,— —2B 5 — 


Die A und B sind Functionen von @, @(w) und Y(w). Diese Dar- 
stellung bezieht sich unmittelbar auf die betreffende Zeit der Defor- 
mation selbst und sie würde nur besagen, dass die Druckkräfte nicht 
allein von den Dilatationen, sondern auch von deren Differential- 
quotienten nach der Zeit abhängen. Indessen ist Boltzmann’s Theorie 
viel weitreichender als diese, denn letztere setzt voraus, dass die 
Grössen &, ß, 9 stetige Functionen der Zeit sind, was nur in beson- 
deren Fällen zutreffen wird. Sie bezieht sich nur auf Verhältnisse in 
einem stetig fortgesetzten Versuch, ignorirt aber solche Versuche, die 
durch Zwischenräume getrennt sind. Auch ist die Boltzmann’sche 
ursprüngliche Theorie viel klarer. 

Maxwell selbst nimmt an, dass die Nachwirkung darauf beruhe, 
dass die Druckkräfte und Zugkräfte Associationen und Dissociationen 
der Molekeln bewirken, die sich nur allmählich entwickeln. 


') Vergl. auch die Ableitung von Riecke, Wiedem. Ann., Bd. 20, 8. 484. 
?) Winkelmann’s Encyklopädie der Physik, Bd. 1, 8. 327 ff. 
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Endlich habe ich noch eine Theorie von Wiechert!) zu er- 
wähnen, deren Bedeutung aus dem vom Urheber selbst gewählten 
Beispiel erhellt. Es handele sich um die Längsdehnung eines Fadens. 
Hat eine Spannung gewirkt, so entspricht die momentane Länge nicht 
genau der Spannung, sondern ist in Folge der elastischen Nachwirkung 
geringer, als sie nach der Grösse der Spannung sein sollte. Wird also 
der Faden in seiner Länge ! festgehalten, so zeigt sich die elastische 
Nachwirkung darin, dass die Spannung nunmehr immer kleiner wird. 
Die einfachste Annahme wäre, dass die Aenderung der Nachwirkungs- 
spannung dieser selbst proportional ist, alsdann hätten wir 


ds _ 
dt - 


. . 1 
Das entspräche gewissen Formeln Nee'sen’s, die Grösse z käme der 


30,) — 05, s—— ne". 


Maxwell’schen Relaxationszeit (S. 93) gleich. Da diese Formeln 
jedoch der Erfahrung nicht genügen, nimmt Wiechert an, „dass in 
dem Faden mehrere Zustandsänderungen mit verschiedenen Relaxations- 
zeiten gleichzeitig neben einander vor sich gehen“. Die Gleichung für 
die Spannungsänderung wird also 


ds 
30;) s — >; 5; Tr = — HH, 5 (Ho) et, 


s—— >; (So)k e “rt. 


Auch in dieser Erweiterung kommt man auf Neesen’s Formel, wenn 
man zwei Glieder von der Summe nimmt. Finden Längenänderungen 
statt, so setzt Wiechert auch jetzt noch die Nachwirkungsspannung 
s —= 25. Aber für die Aenderung dieser Spannung nimmt er an, 
dass sie grösser sei als vorher, was der Erfahrung entspricht, und 
zwar setzt er nun 
31) a 
Er vergrössert sie also um die Aenderung der Länge. 

Ganz ebenso wird verfahren, wenn es sich um allgemeine Defor- 
mationen handelt; die Druckcomponenten erscheinen in der obigen 


dl . . . 
Form, nur steht statt fi, Fr eine lineare Function der relativen Ver- 


schiebung. Nach Integration erscheint also irgend eine Druckcom- 
ponente F' zur Zeit it in der Form 


t 
32) F— >; Br | e-et=-Ddp + yet), 
bo 


!) Wiedem. Ann., Bd. 50, 8. 335 ft 
Weinstein, Thermodynamik. II. 19 
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p ist eine der Verschiebungscomponenten und muss als Function der 
Zeit T bekannt sein, die @, ß und Y variiren von Componente zu Com- 
ponente. Das kommt zum Theil auf die Boltzmann'sche Theorie 
hinaus, der gegenüber sie specialisirter ist. Ihr Urheber weist nach, 
dass sie sich der Erfahrung ganz gut anpasst. 

Der Verfasser dieses ist zu ähnlichen Formeln, wenigstens für be- 
sondere Fälle gelangt, wie die vorstehenden, indem er von der Ansicht 
ausging, dass die Nachwirkungserscheinungen wesentlich der gegen- 
seitigen Beeinflussung des Deformationsvorganges und der Wärme- 
verbreitung ihre Entstehung verdanken. Da jede Deformation mit 
Temperaturänderungen verbunden ist, und andererseits Temperatur- 
änderungen Deformationen bewirken, müssen für beide simultane 
Differentialgleichungen bestehen, und weil die Deformationen sich anders 
verbreiten wie die Temperaturänderungen, können erstere auch nicht 
den gewöhnlichen Elasticitätsgesetzen entsprechen. Die Differential- 
gleichungen abzuleiten ist nicht schwer, sie zu integriren gelingt nicht 
einmal in den einfachsten Fällen, zumal noch, wenn bei der Wärme- 
verbreitung auch die Ausstrahlung zu berücksichtigen ist. Ich sehe 
daher davon ab, auch diese Theorie darzustellen. Meines Erachtens 
kommt bei der Nachwirkung überhaupt nicht bloss ein Umstand in 
Frage, wahrscheinlich giebt es mehrere Gründe für Nachwirkungs- 
erscheinungen, 

Auch darauf ist noch hinzuweisen, dass eine Theorie der Nach- 
wirkung doch eigentlich auf den Eigenschaften der festen Körper 
aufgebaut sein müsste. In dieser Hinsicht genügt thatsächlich nur 
Neesen’s Theorie, denn ihre Grundannahme bestimmter Schwingungs- 
centra für die Molekeln betrifft gerade feste Körper. 

Als rein mathematische Theorie dürfte die Boltzmann’sche allen 
anderen vorzuziehen sein, zumal sie sich mit Leichtigkeit sehr verall- 
gemeinern lässt. 

Von Einzelheiten, die Nachwirkung betreffend, ist hier nur Fol- 
gendes hervor zu heben. 

Koblrausch bereits hat gefunden, dass die Nachwirkung in sehr 
hohem Grade von der Temperatur abhängt. Ist eine Nachwirkungs- 
erscheinung eingeleitet, so läuft sie rascher ab, wenn die Temperatur 
erhöht wird; gleiche Deformationen werden deshalb zu Anfang bei 
höherer Temperatur grössere Nachwirkungen in gleichen Zeiten geben. 
Die Constanten seiner Formeln sind darum auch von der Temperatur 
abhängig !). In seiner Nachwirkungsformel x = Ct”-* fand er für 
die Nachwirkung bei Silberdraht nach Torsion C proportional der um 
21,5° vermehrten Temperatur in Graden Celsius, so dass C sich 
ganz gewaltig mit der Temperatur ändern würde. «& dagegen erwies 
sich fast constant. 


!) Pogg. Ann., Bd. 128. 
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Die elastische Nachwirkung kann man als der Deformation selbst 
proportional ansehen. Die thermische dagegen, veranlasst durch Tem- 
peraturerhöhung, ist proportional dem Quadrate der Temperatur. 
Dieses Pernet’sche Gesetz hat sich gut bewährt. 

Substanzen mit starker elastischer Nachwirkung haben in der 
Regel auch bedeutende thermische Nachwirkung. 

Nachwirkungen beeinflussen sich gegenseitig unabhängig von 
ihrer Richtung, also beeinflussen Torsionen auch die Biegungsnach- 
wirkung u. =. f. }). 

Mit der Nachwirkung nicht zu verwechseln ist die unvoll- 
kommene Elasticität der Substanzen. Die letztere bewirkt nach 
Deformationen dauernde Aenderungen der Körper. Vollkommen 
elastische Körper giebt es nicht in der Natur, sondern nur mehr oder 
weniger vollkommene. Demnach gehören auch die Vorgänge bei elasti- 
schen Deformationen, streng genommen, zu den nicht umkehrbaren. 
Ich werde diese Vorgänge in einem anderen Capitel behandeln und 
dort auf diesen Gegenstand zurückkommen. 


An dieser Stelle habe ich noch mit einigen Worten die Wärme- 
leitung der festen Substanzen zu berühren. 

Die Wärmeleitung dieser Substanzen schwankt in viel weiteren 
Grenzen, als die der Flüssigkeiten oder Gase. So ist die Wärmeleitung 
des Silbers melır als zehntausend Mal so gross, wie die des Holzes. 
Bekannt ist, dass Wärmeleitung und Elektricitätsleitung, mindestens 
bei Metallen, parallel gehen. Zur Temperatur verhält sich die Wärme- 
leitungsfähigkeit verschieden bei den verschiedenen Substanzen, bei 
einigen wächst sie mit wachsender Temperatur, bei anderen fällt sie. 
So haben wir nach J,orenz’ ‚Bestimmungen in C. G. S. 


Leitungscoöfficient 


Substanz m BEER 
‘bei 0° “bei 100° 
Kupfer . 2 22 2.2.0. 0,7198 0,7226 
Aluminium . ..... 0,3445 0,3619 
Messing (gelb) . . ». ». . 0,2041 0,2540 
Neusilber . . 2.2... 0,0700 | 0,0887 
Magnesium . . .... 0,8780 | 0,3780 
Calmium . 2 222020 \ 0,2200 | 0,2045 
Eisen. -. . 2.2 220. ı 0,1665 ; 0,1627 
ZIM 2 2 nn 0,1528 0,1432 
Blei . 2:2 2220. 0,0836 ! 0,0764 
Antimon . ... 2... 0,0442 0,0396 
Wismut . 22220. : 0,0177 0,0174 


!) Braun in Pogg. Ann., Bd. 159, 8. 337. 
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Die Substanzen sind wie oben angegeben geordnet; bei den vier 
ersten Metallen wächst der Leitungscoöfficient, bei dem fünften Metall 
ist er constant, bei den folgenden sechs Metallen nimmt er ab. In- 
dessen widersprechen sich die Resultate vielfach, zumal die Abhängig- 
keit von der Temperatur in hohem Grade durch die Bearbeitung und 
von fremden Beimengungen beeinflusst scheint; so zeigt Kupfer, je 
nach Herkunft und Phosphorgehalt, bald Zunahme, bald Abnahme der 
Leitungsfähigkeit mit der Temperatur. In den meisten Fällen hat man 
die Leitungsfähigkeit als lineare Function der Temperatur darstellen 
können, in anderen musste eine quadratische benutzt werden. 

Die Krystalle leiten die Wärme nach verschiedenen Richtungen 
selbstverständlich verschieden. Jeannetaz!) hat die Regel gefunden, 


dass die Richtung der grössten thermischen Leitungs- 

fähigkeit parallel ist der Richtung der grössten Spalt- 

barkeit. 
Zum Beweis führt er 51 krystallinische Substanzen an, unter denen sich 
nur 2 befinden, welche der Regel widersprechen, während 5 sich un- 
bestimmt verhalten. Die Krystalle gehören meist dem rhomboödrischen 
oder quadratischen System an, nur zwei hexagonale werden namhaft 
gemacht (Smaragd und Nephelin) und diese gerade verhalten sich un- 
bestimmt. Also ist das Gesetz möglicher Weise auf bestimmte Krystall- 
systeme einzuschränken. 

Beim Uebergang in den flüssigen Zustand ändert sich auch die 
Leitungsfähigkeit, Barus?2) findet bei Thymol eine Abnahme von 13 Proc. 
(S. 99). Grösser scheint die Aenderung für Eis zu sein, dessen 
Leitungsfähigkeit fast fünf Mal so gross ist wie die des Wassers. 
Schnee hat jedoch kaum die halbe Leitungsfähigkeit des Wassers. 


!) Grätz, Physik. Revue, Bd. 2, 8. 153. 
2) Daselbst, 8. 327 ff. 
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Thermodynamische Mechanik und nicht umkehr- 
bare Vorgänge. 


Zum besseren Verständniss der ferneren Auseinandersetzungen 
schalte ich ein Capitel über die thermodynamischen Gleichge- 
wichtsbedingungen, die thermodynamischen Veränderungen 
und über die nicht umkehrbaren Vorgänge ein. Die Grundlagen 
für die zu entwickelnden Lehren sind bereits im ersten Bande im vierten 
Capitel gegeben. 


688. Allgemeine Gleichgewichtsbedingungen. 


Sei ın der bisherigen Bezeichnungsweise U die innere Energie, 
W die äussere Energie, S die Entropie eines Systems von der Gesammt- 
masse M. M,, Ma, ..., M, mögen die Massen der einzelnen Theile 
dieses Systems bedeuten, U}, U,, ..., Ur, die inneren, W, WW, ..., Wı 
die äusseren Energieen, v,, %5, ..., ®% die specifischen Volumina, 9, 
Dgs +... 9% die Temperaturen, 91, Pa, +--, Pr die Drucke, alle diese 
Grössen bezogen auf Masseneinheit und so definirt wie bisher. 

Wir haben nach den Gleichungen C) auf Seite 118 des ersten 
Bandes 
1) J29,.M6S& = ZI, + ZM6 WM 


— ZI MI) + EM,6$W,— ET,ÖM,, 


2,) 26 (Mk U;) = JZ& d% ö (M; Sx) ——— & Mr; ÖW, 
+ Z(U, — J9, 5) 6 M,. 


Die Grösse links ist die Variation der gesammten inneren Energie. 


Ferner ist 
U — J%% Sk = Fr, 
also 


2) SU) = JEHIAHM SS) — ZUM6W, + EF,ÖM,. 
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Die äusseren Energieen mögen den gewöhnlichen Arbeiten gleich- 
mässiger Drucke 9}, Pa, -. ., 2x entsprechen, so haben wir auch 


3) OUT) = JEH6IM SH) — mr Ihdv EZ FÖM,, 

oder 

3) (MU) —=J 2964 (M. Ss) — md (MV) + Z(F, + prve)Ö My, 
also wegen 


Fr, + Hr% = Di, 


auch 

3,) d(MU) = J29,.6(1, Si) — ZI) + 20,6 Mr. 
Ich nenne jetzt die Energieen, Entropieen und Volumina der einzelnen 
Bestandtheile Ux, Sk, Yx, so wird 

3,) (MU) = J29,0%5 — Zpbin + ZD,ÖM,. 

Gegen umkehrbare Processe besteht nun Gleichgewicht, wenn für jede 


Variation der inneren Energie, bei der die Entropie unverändert bleibt, 
jene Variation verschwindet, wenn also zugleich ist 


4,) ö(MU)=0 und dEI —=0. 
Somit hätten wir 
4,) J26& — Zpdun + 2D.6M —=0 


zu setzen und zugleich 


zZ’ —=0. 
Daraus ergiebt sich sofort, dass, wenn wir annehmen 


d =, =. —N, 


5) Pı = Pı = Da 
vu» +% + -- +% = Const. 
6) 9 ==. —=6, 


wir in allen Fällen, in denen die einzelnen Theile zwar ihre Massen, 
nicht aber ihre Zusammensetzung ändern, Gleichgewicht haben können, 
da dann, weil 


7) 6M +65M +. +61. =0 
ist, überhaupt Ö (1 U) — 0 wird. 

Also kann bei allen physikalischen Vorgängen schliess»s- 
lich Gleichgewicht eintreten, wenn alleSystemtbeile gleichen 
Druck, gleiche Temperatur und gleiches thermodynamisches 
Potential (bezogen auf Masseneinheit) haben und die mög- 
lichen virtuellen Variationen des Zustandes das Gesammt- 
volumen unverändert lassen. 


Für Systeme aus zwei und drei Phasen kennen wir diese Gleich- 
gewichtsbedingungen bereits (Bd. I, S. 423, 433; dieser Band, S. 263). 
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Enthält das System einzelne Gruppen von Substanzen, welche 
Massen nur unter einander austauschen, so dass von Gruppe zu Gruppe 
Massenumsetzungen nicht stattfinden, so brauchen die thermodyna- 
mischen Potentiale nur innerhalb dieser Gruppen für alle Substanzen 
(bezogen auf Masseneinheit) gleich zu sein; von Gruppe zu Gruppe 
können sie andere und andere Werthe haben. 

Offenbar geht die Ableitung der Bedingungsgleichungen 4) und 5) 
dahin, dass die drei Theile im Ausdruck 3,) für die Variation der 
inneren Energie jeder für sich Null giebt. Aus dem letzten Theile folgt 
8) & D, 0) M, =(. 

Da die Ö M, von einander nicht unabhängig sind, sondern der 
Gleichung 20 M, = 0 entsprechen, so führt dieser Theil, wenn nicht 
alle D Null sind, zu der absoluten Gleichung 
9) 2(9, +48 M. =0, 
aus der sich dann sofort ergiebt ®, — — A, also die Bedingung 
unter 6. In der, der Lagrange’schen Variationsrechnung ent- 
sprechenden, Weise sind also die Gleichungen unter 6) ebenfalls ableit- 
bar, was zu bemerken sich wegen des folgenden empfahl. 

Sind die Variationen der Massen M,, Ma, ..., Mx bedingt durch 
Umsetzungen gewisser Theile von ihnen, etwa indem chemische Ver- 
änderungen, Dissociationen, Associationen erfolgen können, so seien 
M,, Ms, -.., Mi diese Theile. Diese sind dann für sich unveränderlich, 
so dass 
10) ö6M —=-6Mb=-- —=-6M; —0 
wir. Von Mı sei enthalten in M, die Menge u,,, in M, die 
Menge ty, u. 8. f,, von Ma in M, die ü,., in M, die u. u.2.f. u. f., 
so haben wir 


oM =ÖHu + dm + Öus + + dm 
11) 5 M; — Öftz 4 Ölen + OU + + Ölen, 
64, =dm + ba + Im tr + dus, 
und zugleich 

Ötı +6 + + 9a = 0, 

Öle + Öl + + du 0, 
12) Kısa en | 
dus + bus 4 + Ian — 0. 
Wir haben nun abermals die Gleichung 8) zu erfüllen. Ersetzen wir 
die Ö M durch ihre Werthe nach den Gleichungen unter 11), so sind 


die Ööw durch die © Bedingungen unter 12) mit einander verbunden. 
Demnach bekommen wir, indem A,, Ay, ... A; Factoren bedeuten, 
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2(9,. + Zı)(ZÖöu.) = 0; 
und nun würde wiederum folgen 
13) &D, = oo Zi, 


Aber hieraus kann man jetzt nicht ohne Weiteres schliessen, dass die 
sämmtlichen ® einander gleich sein müssen. Denn wenn in einem 
der M, z. B. in M,, eines der MM’, z. B. M,, nicht enthalten ist und 
durch keine Zustandsänderung hinein gelangen kann, fehlt auch das 
entsprechende A, daselbst uud das zugehörige ®, wird, wenn alle 
anderen Massen darin sich vorfinden und vereinigen können, gleich 
— Ay — Ag — +++ — Ay — Ap+ı — + — Au Also mit anderen 
Worten: die Grösse &4,; braucht nicht für alle ® das nämliche 
zu bedeuten, sondern nur für diejenigen ®, welche Systemtheilen an- 
gehören, die durch Zustandsänderungen alle von den gleichen Stoffen 
etwas erhalten oder verlieren können. 
Wir haben somit auch hier Gruppen, jede Gruppe be- 
greift alle diejenigen Systemtbeile, für welche die 
gleichen Elemente (oder chemischen Verbindungen) 
variiren können und iin jeder Gruppe haben alle System- 
theile gleiches thermodynamisches Potential, aber von 
Gruppe zu Gruppe kann das thermodynamische Poten- 
tial andere und andere Werthe haben, ohne dass des- 
halb das Gleichgewicht aufhört. 

Selbstverständlich besteht das Gleichgewicht a fortiori, wenn das 
thermodynamische Potential überhaupt in allen Phasen gleichen 
Werth hat. 

Nochmals ist jedoch hervorzuheben, dass, damit Systemtheile einer 
solchen bestimmten Gruppe angehören, es nicht nöthig ist, dass sie 
alle gleich zusammengesetzt sind, sondern nur, dass sie unter den 
herrschenden Umständen gleich zusammengesetzt sein können. Das 
bringt eben der Begriff der virtuellen Variation mit sich. Jeder der 
Stoffe, aus denen die ganze Gruppe besteht, soll für jeden Theil 
möglicher Bestandtheil sein, und diejenigen Theile scheiden aus der 
Gruppe aus, für welche einer dieser Stoffe unmöglicher Bestandtheil 
ist unter den betreffenden Umständen. 


Umfasst das System nur eine Gruppe von Körpern, so haben wir 
unter 5) und 6) insgesammt 3%k — 3 Gleichungen. Die Zahl der 
Variabeln p, v, # darin beträgt 3%. Zwischen diesen Variabeln haben 
wir k Zustandsgleichungen. Also bestehen 4% — 3 Gleichungen und 
die Zahl der überschüssigen Gleichungen ist 4k — 3 — 3k=k—3. 
Das Gesammtvolumen hat dabei überhaupt constant zu bleiben. 

Für k = 1 giebt das — 2, für k —= 2 dagegen — 1; bei einer 
Phase und bei zwei Phasen fehlen 2 bezw. 1 Gleichung. In diesen 
beiden Fällen giebt es eine doppelte, bezw. einfach unendliche Mannig- 
faltigkeit von Zuständen, in welchen Gleichgewicht bestehen kann. 
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Für k = 3 ist die Zahl der Gleichungen gerade so gross wie die 
der Unbekannten. Die Phasen können mit einander nur in einem 
Zustande im Gleichgewicht sein, wenn jeder Bestandtheil der einen 
Phase ein Bestandtheil jeder der anderen Phasen zu sein vermag. Alles 
das ist uns bereits bekannt. 

Wenn k > 3 ist, haben wir wirklich überschüssige Gleichungen. 
Im Allgemeinen giebt es also kein Werthsystem der Variabeln p, v, 9, 
welches ihnen genügt. In besonderen Fällen aber können Werth- 
systeme vorhanden sein, welche alle Gleichungen erfüllen. Zwischen 
mehr als drei Phasen, die sämmtlich gegen einander Bestandtheile aus- 
zutauschen vermögen, wird also Gleichgewicht nur dann bestehen 
können, wenn diese Phasen ihrer Natur nach mit einander in Ver- 
bindung stehen, während sonst eine solche Verbindung nicht erforder- 
lich ist. Eine Verbindung zwischen zwei Phasen kann zum Beispiel 
vorhanden sein, wenn die Zustandsgleichungen dieser Phasen aus ein- 
ander ableitbar sind. In diesem Falle kann es auch für drei Phasen 
mehr als einen Gleichgewichtszustand geben. 


Also Abhängigkeit der Phasen von einander ist Be- 
dingung dafür, dass bei mehr als drei Phasen Gleich- 
gewicht bestehen kann. 


Zerfällt das System in mehrere Gruppen, deren keine mit einer der 
anderen Bestandtheile auszutauschen vermag, so geht für jede Gruppe 
von den Gleichungen, welche sich auf das thermodynamische Potential 
beziehen, wie wir wissen, eine Gleichung verloren. Ist also die Zahl 
dieser Grupen A, so entgehen uns A — 1 Gleichungen und die Zahl 
der überschüssigen Gleichungen beträgt 


14) = k—41—2. 


In diesem Falle können mehr als drei Phasen bedin- 
gungslos in Gleichgewicht bestehen, nämlich im Höchst- 
falle A+ 2, also zwei Phasen mehr, als die Zahl der Gruppen 
beträgt. A + 2 Phasen sind nur in einem Zustande in 
Gleichgewicht, im Fundamentalzustand. Weniger alsA+ 2 
können in einer unendlichen Zahl von Fällen in Gleich- 
gewicht sein. Mehr als A + 2 vermögen es nur, wenn eine 
entsprechende Zahl von Phasen der Natur nach mit einander 
in Verbindung steht. Die Verbindung kann selbstver- 
ständlich beliebig sein, es müssen nur dadurch so viele von 
den Gleichungen mit einander in Beziehung treten, als der 
Ueberschuss der Phasen über A + 2 beträgt. 


Vorstehender Satz enthält das Wesentliche der sogenannten 
Gibbs’schen Phasenregel. Diese wird vielfach so ausgesprochen, dass 
es schwer ist, Missverständnisse zu vermeiden. Worauf besonders hinge- 
wiesen werden muss, ist, dass dieser Satz nicht vorauszusagen vermag, 
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Von diesen Stoffen können einige in mehreren Phasen vertreten sein, 
die Zahl der wirklich verschiedenen soll A sein. 

Wenn nun mehrere Phasen zusammen existiren, so können auch 
von Phase zu Phase physikalische oder chemische Reactionen vor sich 
gehen. Indem jede Reaction eine Beziehung giebt, verringert sich die 
Zahl der unabhängigen Stoffe aus diesem Grunde um /, falls ! die Zahl 
möglicher Reactionen zwischen den Phasen bedeutet. Die Zahl der 
nun unabhängigen Stoffe beträgt 


N=n-Ii=nHt+% +. +m—|. 
Endlich können zwei Phasen, wenn sie gleiche Stoffe haben, auch diese 


noch unter einander austauschen. Ist !’ die Zahl der daraus resul- 
tirenden Beziehungen, so bleiben zuletzt als wirklich unabhängig übrig 


L=n—-iIi—-i=n+n +. +m —iı-!. 


Diese Zahl nun muss gleich sein der Zahl der absolut mit einander 
weder reagirenden noch sich austauschenden Stoffe, das heisst der Zahl 
A — |, also wird 


Zn - ii V/=-A—|. 


Offenbar entspricht die Grösse A — I der Zahl A der. „Gruppen“, die 
hier eingeführt sind. Es ist also 
15) Zn ıIi—!’=4. 

Bedenkt man nun, dass in jeder Phase es nicht auf die absoluten 
Stoffimengen, sondern auf das Verhältniss dieser Stoffimengen zu einander 
ankommt, so entsprechen, da %k Phasen vorhanden sind, den gleichen 
bezw. verschiedenen unabhängigen Stoffen, deren Zahl Zn, — ] be- 
trägt, k weniger Variabele. Die Zahl dieser Variabeln ist also £n, — I —k. 
Fügen wir zu dieser Zahl noch hinzu 2 für Druck und Temperatur 
und nennen hiernach die Zahl aller unabhängigen Variabeln überhaupt 

Zu —ıi—k+2=7, 
so wird also 
16) !—V=/4—k+32. 
Das ıst die Beziehung, welche Wind abgeleitet hat und die er dem 
Sinne nach mit der Gleichung 14) für übereinstimmend hält, jedoch, 
wie der Leser sieht, nicht ohne auf die Grundlage dieser Gleichung 
selbst Rücksicht nehmen zu können. Das Interesse concentrirt sich 
hier lediglich auf die Verfolgung der Beziehungen, welche zwischen den 
einzelnen Stoffen vorhanden sein können. 

Folgende Beispiele gebe ich nach Wind. Die Phasen seien 
CaCO;, CaCO und CO,, die ersten beiden fest, die dritte gasförmig. 
Innerhalb dereinzelnen Phasen kommen keine Reactionen vor, zwischen 
den Phasen kann eine Reaction durch Umsetzungen der ersten Phase 
mit den beiden anderen entstehen. Ferner sind die Stoffe alle von 
einander verschieden; also haben wir Zn =3, Il=1, !’=0, 
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2 =3—1+2-—3= 1. Die Zahl der Gruppen ist hier nach 15) 
gleich 2; in der That kann zwar CaCO, mit CaO und CO, in Stoff- 
austausch treten, nicht aber Ca0O mit CO, Also st — k +2 —2 
— 3 + 2 = 1 eben so gross wie 2’ — !. Nach Gleichung 14) wird 
z = — 1, das heisst, eine der Variabeln ist willkürlich und das Gleich- 
gewicht wird durch diese Variabele bestimmt; zwei Bestandtheile 
(CaO und CO,) bilden hier drei Phasen. 

Wenn überhaupt & unabhängige Bestandtheile & + 1 Phasen 
bilden und in Gleichgewicht coexistiren, so heisst dieses Gleichgewicht 
ein vollständig heterogenes. Das obige Beispiel betrifft ein 
solches vollständig heterogenes Gleichgewicht. 

Als zweites Beispiel seien genommen ein fester Körper Salmiak 
(NH,C]) und zwei gasförmige, Ammoniak (NH,) und Salzsäure (HC]). 
An sich kann ein Gleichgewicht bei Gegenwart von zwei Gasen über- 
haupt nicht bestehen, da sofort Diffusion auftritt. Die Zahl der Be- 
standtheile ist 3, die Zahl der Reactionen, wie im vorigen Beispiel, 1. 

Ist aber die Diffusion beendet, so haben wir nur ein Gas (wenn 
auch ein Gasgemisch) und dann kann Gleichgewicht bestehen. Also 
haben wir hier zwar drei Bestandtheile, jedoch nur zwei Phasen NH, Cl 
und NH, + HCl. Zwischen diesen beiden Phasen kann eine Reaction 
stattfinden, indem NH,Cl sich zersetzt in NH, und HÜl, also ist 
Zn—=3,1l1=17=0,k= 2 und damit 2 — = 2. Dem ent- 
sprechend ist A = 2, in der That giebt auch nur NH,CI Substanzen 
NH, + HClab, nicht umgekehrt. Es wird aber — k +2 =32. 
Ferner haben wir 2 —= — 2, hier sind also zwei Variabele willkürlich. 

Es bilden zwei unabhängige Bestandtheile zwei Phasen, das Gleich- 
gewicht ist ein unvollständiges oder falsches. 

Die Grösse !’ ist Null, wenn die beiden Gase in beliebigem Ver- 
hältniss gemischt sind. Bestehen sie jedoch in der zweiten Phase in 
chemisch äquivalenten Mengen, so giebt das eben eine Beziehung, und 
von den beiden willkürlichen Variabeln kann nur noch eine willkürlich 
sein, das Gleichgewicht wird „vollständig“. 

Es ist meist recht schwer, alle möglichen Reactionen ausfindig 
zu machen, und oft kann es nicht einmal eindeutig geschehen; das 
vierte von Wind behandelte Beispiel lässt das recht deutlich erkennen. 
Auch deshalb ist die Gibbs’sche Phasenregel von beschränktem Werth. 


Nothwendig für das Gleichgewicht ist selbstverständlich, dass die 
Gleichungen zu reellen und positiven Werthen für die Variabeln führen, 
negative oder gar imaginäre Werthe sind ausgeschlossen und thun dar, 
dass ein Gleichgewicht nicht bestehen kann. Andererseits kann Gleich- 
gewicht in Fällen bestehen, die nicht unmittelbar durch die bisher 
abgeleiteten Formeln gedeckt sind. Diese Formeln, mit der Bedingung, 
dass sie zu reellen und positiven Werthen für die physikalischen Grössen 
führen, sind unter allen Umständen hinreichend für das Gleichgewicht, 
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aber nicht immer absolut nothwendig. Doch davon bei anderer Ge- 
legenheit. 

Wir betrachten nun die Gleichgewichtsbedingungen von einem 
anderen Gesichtspunkte, der uns auf die Gleichungen, wie Planck sie 
aufgestellt hat, führt. Wir nehmen wieder den Fall, dass alle System- 
theile eine Gruppe, in dem schon oft bezeichneten Sinne, bilden. Das 
thermodynamische Potential des ganzen Systems ist gegeben durch 


17) MP’=MP, +MP +. + 4d 
also nach Variation 
18) Mö®—=Z00dM + ZMIPD,. 


Aber es ist im Gleichgewicht nach 6) 


®, = ®, Ze. ZZ D. und 30 MM, m 0, 
somit 


19) Möd — EZ11,00,. 


Nun besteht die Bedingung für das Gleichgewicht auch darin, dass 
unter Constanthaltung von Druck und Temperatur die Variation von ® 
verschwindet, also wird auch 


20) 2 Mr (Ö ®,)», 3 —= 0. 


Wenn nun die ®, welche von p, v und 9 abhängen, nicht deshalb 
variiren sollen, weil 9 und ® (also auch v) etwa variiren, so müssen 
sie aus anderen Gründen variiren, und das kann nur darin gesucht 
werden, dass sie ausser von den, allen Körpern zukommenden Grössen 
pP, dv, D, noch von anderen Grössen abhängen, die die Besonderheit jedes 
Körpers bedingen. Es seien diese Grössen für ®, bezeichnet durch 
Kurs Kar ++ Kin für D, durch A, Lan «+ Au. 8. f. Die 21, Zar: 
.., %kı sollen sich entsprechende Grössen sein, das heisst solche, 
welche in jedem Potential die gleiche eigenschaftliche Abhängigkeit 
feststellen, ebenso die 2,9, Xay, --., X, U. 8. f.; hiernach haben wir 


c® o® c 
21) IMs mt Ze dat DA 


PD, 
öx% —0. 
O Xxa Om ° 
Für jeden Körper sind die öx so zu wählen, dass keine Abhängigkeit 
zwischen ihnen vorlıanden ist. Wären nun auch die Öx der ver- 
schiedenen Körper unabhängig von einander, so hätten wir überhaupt 
0) D_ 0 
ÖFxi 


für alle Werthe von % und ?, und das würde lediglich besagen, dass 
ö@, —= 0 ist. Hieraus aber würde folgen, dass jeder der Körper für 
sich im Gleichgewicht ist. Selbstverständlich ist dann auch das ganze 
System im Gleichgewicht, das wäre aber eine Trivialität. Also werden 
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zwischen den Öx der verschiedenen Körper Beziehungen bestehen. Es 
seien schon die x so gewählt, dass diejenigen, zwischen deren Varia- 
tionen Beziehungen vorhanden sind, gleichen zweiten Index haben. 
Diese Beziehungen sind naturgemäss linear und wir würden haben 


' A,0%ı + Ada ++ 40% — 0, 
29) dan + Goa San L.. + and =—(, 


ade, + au bar +... + a =N(. 


Multipliciren wir diese Gleichungen mit Factoren A,, Ag, ..., 4; und 
addiren die Producte zu der obigen Bedingungsgleichung 21), so folgt 
in dem Lagrange’schen Schema beispielsweise 


od, od, oo 
Mı 0x = Adın M; 02, ar = 4, Agıı ++ Mr rn u Äh, Akı» 
also erhalten wir überhaupt 
M 30, _M2G_,,_M 00 
a1 OR Ay Od Mr Oı 
MM 20, _M0®, _ . _ I OD 
23) a: OL GO Zr Cana 
M 0®, 406, _ ._ eK 
a OH A Or a dam 


Diese Gleichungen können an Stelle der früheren Gleichgewichtsbe- 
dingungen treten, denn sind sie erfüllt, so muss nach 18) auch &®,0 M, 
= 0 sein, was zu den Gleichungen 6) führt. Wie man leicht beweisen 
kann, gelten sie auch im Falle, dass das System in Einzelgruppen 
zerfällt. 

Wie man die x zu wählen hat, lässt sich allgemein nicht sagen. 
Es müssen Grössen sein, durch die das Verhalten der Substanzen 
gegen einander abgegrenzt wird, nicht bloss das einer Substanz für 
sich in verschiedenen physikalischen Zuständen. 

Wählt man für die x die Quantitäten von Stoffen, aus denen die 
Körper zusammengesetzt sind, macht also nach den Angaben auf S. 295 


ı = Ur Tıa = Ua Ta Ur; 
%ı = Una, Ira = Uagı +, Fa = Han 
a = Un, Im 7 Un + Ti Un 


so sind zufolge der Gleichungen 12) alle a gleich 1. Indem man dann 
ferner beispielsweise setzt 
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c®, _06(M,®,) & oMı 

m— 7. l 

Ofıı Ghıı Oıı 
und beachtet, dass wegen 


M =Hbı + Ya +‘ + kin 


M, — nr ar, 
24) 3 Ra + Has + + Ka 
M.=bun + beat + Br 
= 1 und überhaupt: alle Differentialquotienten der M nach den 
11 
betreffenden u diesen Werth 1 haben, erhält man, wenn gesetzt wird 
25) M, D, — D,, Ms, ®D, — &,, ...: M;, 078 = D;. 
00 _25 _,_ am 
Ol WOBa Ola 
od 0 PD; 
26) Oli Ole Öltra 


00 0. _ 08; 
Oli Ola Oki 


Diese Bedingungsgleichungen sind von Planck aufgestellt'). 
Sie sind ein specieller Fall der Bedingungsgleichungen unter 23). 

Jede dieser Gleichungen, sagt Planck, dessen wichtige 
Deutung ich hier wiedergebe, bezieht sich auf den Ueber- 
tritt eines unabhängigen Bestandtheiles aus einer Phase in 
eine andere; sie spricht aus, dass das Gleichgewicht in 
Bezug auf diesen Uebertritt gesichert ist, dass also in der 
Natur 'gerade dieser Uebertritt nicht stattfindet. Wie es 
sein muss, hängt diese Bedingung nur von der inneren Be- 
schaffenheit der Phasen, nicht von ihrer Gesammtmasse ab. 

Die Möglichkeit des zweiten Satzes erhellt in der hier gegebenen 
allgemeinen Form 23) der Bedingungen ganz besonders klar, und diese 
Bedingungen beziehen sich auf das Gleichgewicht nicht allein in Bezug 
auf den Uebertritt von Bestandtheilen aus einer Phase in eine 
andere, sondern überhaupt in Bezug auf Beeinflussungen der Phasen 
unter einander durch Austausch irgend welcher Agentien und sogar 
irgend welcher Eigenschaften, vorausgesetzt, dass man letztere in den 
Gleichungen für die thermodynamischen Potentiale zum Ausdruck 
bringen kann. 

Die Zahl der Gleichungen unter 26) beträgt ?(k — 1). Ferner 
seien die Gesammtmassen der unabhängigen Bestandtheile, welche das 
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ganze System zusammensetzen, {L,, Ua, .... Ui, 30 dass ist 


Yı = Hu + Yaı + + Um: 
27) A — fm + Ha ++ Ana, 

= ni + Mi + + Mi. 
Sind diese Gesammtmassen gegeben, so haben wir i weitere Gleichungen, 
zusammen also i (k — 1) + i = ik Gleichungen, aus denen die 
ik Grössen üx; berechnet werden können, wenn Temperatur und Druck 
bekannt sind. Nach Berechnung dieser Grössen erhält man dann aus 
den Gleichungen 24) die Grössen M. Was hier als „unabhängiger 
Bestandtheil“ bezeichnet ist, entspricht auch dem, was früher unter dem 
Namen „Gruppe“ verstanden wurde, ohne mit ihm natürlich identisch 
zu sein. Die Phasenregel gilt auch für die unabhängigen Bestand- 
theile, und es ist 
28) ksiHt2, 
also die Zahl der Phasen, die mit einander bedingungslos in Gleichgewicht 
sein können, höchstens um zwei grösser als die Zahl der unabhängigen 
Bestandtheile. So drückt Planck die „Phasenregel“ aus. Hervorzu- 
heben ist noch, dass Planck seine Gleichungen nicht auf das hier 
nach Gibbs und Duhem beibehaltene thermodynamische Potential ® 
selbst bezieht, sondern auf dieses nach Division mit der absoluten 
Temperatur und Umkehrung des Zeichens. Nennen wir diese Func- 
tion 7, so wäre die Planck’sche Grösse !) 


l 
29) = —;®. 


Wir betrachten noch die Rolle der freien Energie beim Gleichgewicht. 
Zufolge der Gleichungen 6) war 
9, =-D=-.- = db... 
Für zwei Phasen ist also | 
U, — J9 Sa + Pa = U; — J9S; + pV5 


oder 

30) F+pru=Fs + pi. 
Hieraus folgt 

31) I m—H . Iv 


Diese sehr bemerkenswerthe Gleichung erinnert an die Beziehung 76) 
auf Seite 91 des ersten Bandes 


32) = — =), 


!) Von ihm übrigens mit “# bezeichnet. 
Weinstein, Thermodynamik. II. 90 
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Indessen bezieht sich letztere Gleichung 32) nur auf die Aenderung 
der freien Energie mit der Aenderung des specifischen Volumens einer 
und derselben Phase, die neue Gleichung 31) dagegen auf die Aen- 
derung der freien Energie beim Uebergange von einer Phase zu 
einer anderen, mit der sie sich im Gleichgewicht befindet, mit 
Aenderung des specifischen Volumens beim gleichen Uebergange. 
Offenbar ist die Gleichung 31) umfassender als die 32), letztere bildet 
einen besonderen Fall von ersterer, nämlich wenn die beiden Phasen 
denselben Körper betreffen. 

Ferner haben wir, um Entscheidung über die Stabilität des 
Gleichgewichts zu treffen, zunächst 


op _ Op ev | Op 0% op Orı 
ov  QOv Ov 99V rn er oV 


Es ıst nun 


0» _ o [OF 
33) u. mn u) 
also 
op Om _ 0 /OF4\ Odu 
CV 06V Om 3) 
und es wird 
Br 2 (Ey2u_ 2 (Ey au_ 
or Bm \0uJ 20 ) ov,/) cv 
0 (OF 9% 
Oo» \onm/ 9% 
Andererseits haben wir 
oF OF dv, oF oO oF Ovr 


CIE DIET Te DE TE TE 
Nehmen wir nun an, dass für die freie Energie des ganzen Systems die 
Gleichung gilt 
35) MF=MF, + MF, + +. + MıFk 


und beaclıten, dass naturgemäss v, nur in F}, %, nur in Fy u. 8. f. ent- 


halten sein wird, und ferner, dass die M von den v unabhängig sind, 
so erhalten wir 


. cF__ or, or, OF, ev n, OF, ev; 
zn nm Amt tr Main 


Die abermalige Differentiation ergiebt für irgend ein Glied 


(6 CFu Ct 0? Fu (Ola OF, c?v 
— (Me — —) = M = I — —— 
ul Cu =) ‘ ev; (=) + Ma eo 090’ 


“4 


also wegen 
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Mv=Mv +M%+ + Mw, 
woraus für irgend eines der v folgt 
ou M 


37) „TE un" 


Ö OF. Owu\ _ 0? Fu (OVa\? 
3 (Me va 5) = M ovi (=) 


Hiernach wird 


oF 0? F, SV 3 0? Fa Ovy 2 
38) Lu TrEe ov? \0v + 4ı ov} ) + 
q 
+ u, CH (32) 


und wegen der eben angegebenen Werthe der Differentialquotienten 
der v„ nach v 

0? F 0° 0 F, ovı 
v2  DvR dv 


02 F, 0%, 02 Fu Om, 


39) = dv 


+ 


Halten wir diese Gleichung zusammen mit der 34) für =? ‚so folgt 


op _ _o@aF 
oO Om’ 
wie im Falle einer einzigen Phase. 
Nun können bei einer Druckvermehrung die einzelnen Phasen sıch 
beliebig verhalten, insgesammt muss jedenfalls dabei, wenn stabiles 


Gleichgewicht stattfinden soll, die Gesammtdichte zunehmen, — also 
wie im Falle einer einzigen Phase negativ sein. 
Also ist die Bedingung für Stabilität des Gleichgewichts 


allgemein: 


0? F 
40) 0 v2 —ı 
Da 
F=® — pv 
ist, so haben wir 
or o®» op 
Go an PT ’av 
u Eh FE oc» _ 029» 
ee. 0” 7) 902 


und die ee ist auch 


op _ CO? (pt) 
*) wa? rue 


20* 
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Wir benutzen diese Auseinandersetzung noch, um für die thermo- 
dynamischen Potentiale noch besondere Gleichungen abzuleiten und 
damit die wichtige Gleichung 35) zu rechtfertigen. Nennen wir @ die 
Dichte des ganzen Systems, so ist zufolge 32) 


orF oF 
— _I(IIZI\ — al __ 
42) pP = 5)» +e (Fu)r 
also 
oF_ 2 
43 = F ng 1} 
) re ar Su oe /s 


Andererseits haben wir 
MP®=M®P, +MDd,+--- + MP. 


Da die ® naturgemäss nicht von den Substanzmengen selbst abhängen 
können, wird allgemein eines der ® der Phasen 


_dMDd) _ 9 ö(eF) 
“ = . 
Bein, oder 
44,) ®, = () + MI . ER), 


Wir denken uns jetzt die freie Energie, wie früher das thermo- 
dynamische Potential, als abhängig von p, ® und den u, die Dichte E 
wird ebenfalls Function dieser Grössen sein können. Alsdann haben 
wir, indem wir den Index % fortlassen, 


_O_ RI) = (er 00 , lEF) Cha 
0 Ms oe . 00? oM, OQ Ola 0 Ma 
0? (ef) O bus 4... + 02(eF) Obui, 
O0 Öklag oM. 000U.: 0 Ma 


Nun ist nach 42) und weil p von M„ nicht abhängen kanı, 


0 (« sE e 2 — Fe)= en 00 
SE, f) Zu 0 M« 


°« u c(eF) 


— mm 


re — IM; ’ 


also 


Gi = a - (ee 


_ 1 [er Sen (@F) Ob |, , 2ER) | 
. Q O laı 0 Ma O Ua oM, has 0 Ma 


und es wird 


45,) 0.—,|e ), +. 0—1,2,3...k, 
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45,) D= >), tr M (3 u) 


In etwas anderer Gestalt findet sich diese Formel bei Herrn Duhbem!). 
Sollen nun die sämmtlichen thermodynamischen Potentiale einander 
gleich sein, so darf die in der Klammer stehende Summe von den u 
nicht abhängen, das kann nur sein, wenn F’ lineare Function der u ist. 
Dieser wichtige Satz ergiebt sich übrigens leichter aus der Glei- 
chung für ® selbst. Dieser zufolge ist 


MP=M,(F, +Pı v,) +4(BR+»v%)+ + rt Art). 
Da im Gleichgewicht alle p einander gleich sind, so folgt 
M®P=-2M Fr, +pr2Mu= ZM,F, + Mpev. 


Indem wir aber haben 
M®d®=MF + Mpv, 
wird 
MF = 2 M,;F,, 
wodurch ebenfalls die Formel 35) gerechtfertigt ist. 

Wir untersuchen nun noch, wann ein bestehender Gleichgewichts- 
zustaud erhalten bleibt, wenn Temperatur und Druck aller Phasen 
zusammen variirt werden und zugleich auch Substanzaustauschungen 
stattinden. Das thermodynamische Potential sei im Gleichgewichts- 
zustand ©. Indem wir p, 9 und die % variiren, geht D über in 
© + 10, woselbst ID diese Aenderung von ® bedeutet. Nun ist ® 
eine Function von 9, ® und den sämmtlichen ux;, also wird 


o® o® 


o@® 
) 40-7, 4 +10 + — At + 5, An 


O fs 
+ + Au + 


Nach den Gleichungen unter 77) und 78) auf S. 91 von Bd. I ist 
für eines der ®, etwa D, 


o®,\ _ oP,\ _ 
FB 
also, da die M/ naturgemäss von ® nicht abhängen, auch 
eS (Mu = — _ IMS. 


I) Dissolutions et Melanges, Traveaux et Memoires des facultes de 
Lille, S. 46 
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somit auch 
(MP) , 
47,) PN ur m IE MS 
das heisst 
c®» 
47 HF\__9J; 
2) M (G 5), JAMS 
und entsprechend 
48) M (57) —= Wv, 
op Js 
also bekommen wir 
4,) MIPd = o®» 
C Uri 
Setzen wir 
M®—=-9®, M=v, MS=S, 
so geht die Gleichung über in 
49,) 4B—=34p - IE18 + DDR an: 


Ö Uki 
Dieses haben wir zu ® zu addiren, um das ganze thermodynamische 
Potential im neuen Zustande zu erhalten. Soll nun auch jetzt Gleich- 
gewicht bestehen, so muss sein 


50,) ö(® + 49), =(, 


und da öD® = 0 schon sein sollte, indem wir von einem Gleich- 
gewichtszustande ausgegangen sind, so haben wir 


50,) ö(1®),s = 0, 


also 


(AD, = 0 = 65 AP — J8518 + > 22 am) 


HD 55 28), 


Da die Operationen Ö und I unabhängig von einander sind, so 


giebt das dritte Glied auch >) >) a A5 (u). Nun ist 


1) od _ o®, 
Our Oli 
und da wir nach 26) haben für irgend einen Index «& 
() 9 —_ eb _ o®, 
Okıa Ola Oro” 


eine der vorstehenden Grössen mit (@;) bezeichnen, 
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2) DL; 22 2 Id) = (m) EA) + (m) EA un) 


+2. (0) a) (m) Aöm) + (m) AM) +++ (m) AM). 
Es ist aber 

Io, = dig =. =dm —V. 
Die erste Doppelsumme verschwindet hiernach und es bleibt als 
Gleichgewichtsbedingung 


53,) = 6,4p — J654% + >> ö an 
ki 


Sei noch die bei der virtuellen Zustandsänderung dem System zuge- 
führte Wärmemenge 6 Q, so haben wir wegen 
60=#68 


auch | 
_ 7) (0® 


Dabei ist zu beachten, dass die virtuelle Zustandsänderung, welche Ö s 
ergab, für constante p und ® galt, also isopiestisch und isothermisch 
war. Die durch 1 bezeichneten Variationen können ganz willkürliche 
sein, u. a. brauchen dabei die auf die unabhängigen Bestandtheile sich 
beziehenden solchen Variationen nicht zu verschwinden. Es können 
also neue Massen zugeführt und entfernt werden. 

Die Variationen I sollen nun wirkliche Aenderungen darstellen, 
wir bekommen dann 


da» _JI6QO 1 o® 1 
54) a I (a) deze 
offenbar eine Beziehung für das Verhältniss der Druckänderung zu der 
Temperaturänderung bei dem Uebergange aus einem Gleichgewichts- 
zustande zu einem anderen, und Ö Qund Ö» sind zusammengehörige 


virtuelle Aenderungen des Wärmeinhaltes bezw. des specifischen 
Volumens bei isopiestischer-isothermischer Zustandsänderung. Ebenso 


sind die Ö (—) virtuelle isothermisch -isopiestische Variationen, 
ki 


welche ihre Entstehung Aenderungen der ınneren Beschaffenheit der 
Phasen verdanken. Der einfachste Fall ist der, dass alle Phasen des 
Systems bei diesem Uebergange aus einem Gleichgewichtszustande in 
einen anderen ihre Beschaffenheit beibehalten, das bedeutet, dass die 


eben keine Variationen erfahren. Alsdann bleibt 


Ö in: 
55) dP_7 
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Das ist die Grundgleichung für alle Umwandlungsverhältnisse, etwa 
für den Uebergang aus einem Aggregatzustande in einen anderen oder 
aus einer Modification in eine andere. Ist zum Beispiel eine Phase 
eine Flüssigkeit, die zweite deren Dampf, und verdampft die Menge m 
der Flüssigkeit, so ist 699 — (y — v,)m, und ö6Q = rm. Das giebt 
die Gleichung für die Verdampfungswärme Ist 6% = (1, — v,)m, 
1) Q — Im, so resultirt die Gleichung für die Schmelzwärme, ähnlich 
die für die Sublimationswärme oder die für die Umwandlungswärme. 
Ueberhaupt haben wir, so oft ein Stoff in zwei Phasen existirt, für die 
Umwandlungswärme der einen Phase in die andere 


56) raw, 


woselbst v’ das specifische Volumen der einen, v” das der anderen 
Phase bedeutet. ® ist die Umwandlungstemperatur (Verdampfs-, 
Schmelz-, Sublimations-, Dissociations- u. s. f. Temperatur), ? der Um- 
wandlungsdruck, und es hängt zufolge der entsprechenden Be- 
ziehung 


57) 0 — ®" 


der Umwandlungsdruck allein von der Umwandlungstemperatur ab, so 
auch bei Dissociationsvorgängen, wie in dem Seite 301 behandelten 
Beispiel der Zersetzung von Salmiak (NH, C]) in Ammoniskdampf (NH,) 
und Salzsäure (HÜ]). 

Die Ableitung ist wesentlich die von Planck gegebene. 

Andere Beispiele werden wir später kennen lernen. 

Zum Schlusse dieses Abschnittes haben wir noch die vorstehenden 
Betrachtungen nach mehreren Richtungen hin zu verallgemeinern. 

Es beruhen diese Betrachtungen auf der Annahme, dass eine An- 
zahl von Phasen vorhanden sind, welche gewisse Veränderungen durch- 
machen können. Die Veränderungen mögen innerhalb jeder Phase 
und von Phase zu Phase geschehen. Offenbar ist vorausgesetzt, dass 
die Zahl der Phasen vor und nach den Veränderungen dieselbe ist, es 
sollen also keine Phasen verschwinden und keine entstehen. 
Das erstere kommt nicht in Betracht, da, wenn Phasen verschwinden, 
das auf sie sich beziehende Glied der Gleichgewichtsbedingung über- 
haupt herausfällt. Das zweite aber scheint Bedeutung zu haben. Nun 
handelt es sich immer um unendlich kleine Veränderungen, also, wenn 
neue Phasen entstehen, um unendlich kleine solche Phasen (von un- 
endlich geringer Substanzmenge). Beschränken wir unsere Betrach- 
tungen auf endliche Phasen, so können diese unendlich kleinen neuen 
Phasen — falls sie nicht etwa auslösend, katalytisch, wirken — das 
Gleichgewicht der endlichen Phasen nicht stören; und Gleichgewicht 
überhaupt besteht, wenn die endlichen, ursprünglichen, Phasen für sich 
und die unendlich kleinen, neuen, Phasen wiederum für sich ım Gleich- 
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gewicht sind. Willard Gibbs!), der diesen Fall eingehend unter- 
sucht, kommt im Wesentlichen zu dem nämlichen Ergebniss. Doch 
kann man den Fall überhaupt als in dem bereits behandelten ent- 
halten ansehen, denn kennt man alle möglichen Reactionen, so ver- 
mag man in die Bedingungen die neu entstehenden Phasen von vorn- 
herein als Phasen überhaupt einzuführen und die Gleichungen schliessen 
diese mit ein. Ein anderes Mittel würde nach Willard Gibbs darin 
bestehen, dass man für die neuen Phasen solche Phasen fingirt, welche bei 
Beginn des Vorganges in leeren Räumen bestehen, die sich während 
des Vorganges füllen. Wenn die neu entstehenden Phasen katalytische 
Wirkungen ausüben, kann höchstens ein labiles Gleichgewicht bestehen. 

Die zweite Verallgemeinerung betrifft die Annahme, dass das Ge- 
sammtvolumen keiner möglichen Veränderung unterliegen soll. Diese 
Bedingung ist, wenn Gase zu den Phasen gehören, an sich unerlässlich; 
bei festen Körpern und Flüssigkeiten kann sie von selbst als hin- 
reichend erfüllt angesehen werden. Ist nun das System nicht in einem 
Gefäss eingeschlossen, so muss das Volumen durch besondere Kräfte 
erhalten werden, deren Energie in die Gleichgewichtsbedingung 
einzuführen sein würde. An dieser Bedingung selbst aber ändert 
das nichts. 

Ferner ist der Fall denkbar, dass das System durch ein Dia- 
pbragma oder durch mehrere Diaphragmen zertheilt ist, durch welche 
hindurch gleichwohl Reactionen vor sich gehen können. In diesem 
Falle braucht der Druck nicht im ganzen System gleichen Werth zu 
haben. Die Bedingung 


zerfällt vielmehr in so viele Einzelbedingungen, als durch Diaphragmen 
getrennte Theile vorhanden sind. Haben wir a Diaphragmen, also 
a + 1 Abtheilungen, so giebt diese Bedingung auch a + 1 Glei- 
chungen, deren jede aussagt, 
dass innerhalb einer Abtheilung der Druck überall 
gleich sein muss, von Abtheilung zu Abtheilung kann 
er sich plötzlich ändern. 


Ausserdem ist das thermodynamische Potential nur für diejenigen 
Phasen gleich, welche durch das Diaphragma hindurch mit einander 
in Communication zu treten vermögen. Ist eine Communication nicht 
möglich, so können diese Potentiale selbst dann verschieden sein, wenn 
Reactionen zwischen den betreffenden Stoffen an sich geschehen könnten. 
Die Angaben über die Durchlässigkeit der Diaphragmen vervollständigen 
dınn die Beziehungen, deren man zur Berechnung der einzelnen Grössen 
bedarf. Offenbar hat dieser Fall Bedeutung für den Vorgang der 
Osmose und wir werden ihm später begegnen. 


!) Thermodynamische Studien. Uebersetzt von Ostwald, S. 84 ff. 
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Sodann haben wir von Kräften, welche auf das Innere der Sub- 
stanzen wirken, abgesehen. Es sei nun die potentielle Energie solcher 
Kräfte auf eine Masseneinheit an irgend einer Stelle des Systems P, 
auf die Masse dm bezogen ist sie dann Pdm, und auf das ganze 


System bezogen, hat sie den Werth ii Pdm. Demnach ist zu der 
rechten Seite der allgemeinen Gleichung 3,) noch die Variation Ö f f f Pdm 
zu addiren, und zwar für jede Phase, so dass die allgemeine Gleichung 
übergeht in 
I)KUN=-JEHIHE—- Eprdun t ZDIM+ Ds llf P,dm 
oder da 

ou—dllfaun, 5m = d|f|am. 
ist 


59) SU) JEHISH— D>imd||faw + >) 9.8 ||| amı 


+ >58 (|| ram. 


Da wir es hier mit umkehrbaren Processen zu thun haben, dürfen die 
Variationen und Integrationen vertauscht werden. Wir haben also auch 


59) MU) = JEHSS— D) pr IIKICE,) + PZN (dm) 


+ I fffamö.P + D[[f röamı. 


In dieser Gleichung haben wir noch die ®, und 9, unter die Integral- 
zeichen zu bringen, weil diese Grössen noch innerhalb jeder Phase 
variabel sein könnten, also 


60) (MT) = JENES — DI ||| dla) + DI ||| Brölamı) 


+ D (ffamöPp + D||f dam). 


Soll nun diese Variation unter Einhaltung der Bedingung 6S —= 0 
verschwinden, so muss auch jetzt 


61) ed. —h 


sein, die Temperatur also in allen Theilen den nämlichen Werth be- 
sitzen. Ferner müssen wir haben 


62) > | [ffprö(avn + am sp] = 0, 
63) >) [| (fo. + Pd (dm) | — 0. 


Die erste dieser beiden Beziehungen giebt die bekannten gewöhnlichen 
Gleichungen für mechanisches Gleichgewicht, von denen die Gleichungen 
»ı = Pa =" == pa nur ein besonderer Fall sind. Die zweite kann 
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nur bestehen, wenn innerhalb jeder Gruppe von Körpern, die nur unter 
sich Stoffe austauschen, für welche also 


64) >. ((j8 (am) = 0 


ıst, die Grösse 
65) ®, + Pı = Const. 


ist. Constant in jeder Gruppe ist also dann nicht mehr das thermo- 
dynamische Potential, sondern dieses vermehrt um die potentielle 
Energie der die Substanzen angreifenden Kräfte. Aber freilich muss 
hier der Begriff der Gruppe noch etwas eingeschränkt werden, denn da 
P eine von vornherein gegebene Function der Coordinaten ist, so besagt 
die Bedingung ®,k + Pı = Const., dass Gleichgewicht nur vorhanden 
sein kann, wenn die Substanzen in Niveauflächen mit Bezug auf das 
Gesammtpotential ®, + P, angeordnet sind, also auch nur, wenn 
Stoffaustauschungen lediglich entlang den Niveauflächen stattzufinden 
vermögen, nicht quer zu ihnen. 

Sei zum Beispiel nur eine Phase vorhanden, die überall gleiche 
Zusammensetzung hat und der Wirkung der Schwerkraft unterworfen 
ist, so ist P = gz, woselbst 9 die Beschleunigungsconstante ist und & 
die Höhe eines Stofftheils über irgend einer Horizontalebene bedeutet. 
Die allgemeine Bedingung besagt dann, dass für jeden Bestandtheil der 
Phase überall das Gesammtpotential constant ist. Da für jede Hori- 
zontalschicht 2 constant ist, so folgt, dass, wenn Gleichgewicht besteht, 
das thermodynamische Potential jedes Bestandtheils in horizontaler 
Richtung überall denselben Werth hat, in verticaler dagegen mit 
wachsender Höhe proportional der Höhe sich gleichmässig ändert. 

Den Fall einer Phase wollen wir, wegen seiner Wichtigkeit für 
das folgende, noch genauer verfolgen. 

Es bestehe die Phase aus den Theilen #,, Ms, ..., M„. Wir haben 


66) ö&m==0. 


Diese Theile seien so gewählt, dass sie alle unabhängig von einander 
sind. Also sie sollen gegen einander in keinen Massenaustausch treten, 
dann ist auch 

67) om =Im, = Im, =. = Im =. 


Ferner sei die Pbase überall gleich zusammengesetzt, nennt man dm 
ein Massenelement der Phase, so wäre hiernach 


68) dm =dm + dm + -- + dan 
Indem man setzt 

__ dm, _ dm _ dm 
69) 4 = m’ U, = dm’ n Im’ 
wird 


u, tus te tmml 


und 
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70) mı= iii u, dm, mM = iii wdm, ..., Mm = iii undm, 


somit auch 


71) ö ||| uıdm —(, ö ||| wdm—=0, ..„6Ö (funam —(. 
Wir haben nun die Gleichgewichtsbedingung nach Gleichung 72) auf 
S. 89 von Bd. I 
72) öoF +ö5W—=0, 09 =0, 
woselbst die Accente bedeuten, dass die Grössen sich auf die ganze 
Phase bezieben, und es sind diese Grössen ÖW’ und ÖF’ zu er- 
mitteln. 

Ist p der Druck an den einzelnen Stellen der Oberfläche der Phase, 
bezogen auf Fläcbeneinheit, Pdm die potentielle Energie äusserer 


Kräfte auf ein Massenelement dm, so haben wir in der üblichen Be- 
zeichnungsweise 


73)ö6W= — [|| p[eos (p,2) 8 x + cos(»p,y)öy + cos(p,e)Öe]ds 
+ (|| Pam, 


woselbst ds ein Flächenelement der Oberfläche der Phase ist. Darin 
ist noch 


74,) || Pam = ([|avöcer) + [|[ Podcav). 


Im ersten dreifachen Integral ist zu beachten, dass E einmal als 
Function von 2, %, z varıirt, sodann aber auch als abhängig von den 
Massenveränderungen; nennen wir die erste Variation Ö”_, die zweite’, 
so wird also 


dog =do+ö"e. 


P varüirt nur als Function von z, Y, 2, seine Variation wäre also mit 
ö" P zu bezeichnen. Demnach wird dieses erste Integral 


[Ifavöcem —=(([avPpög + [[fav”(g 
und es bleibt 
74) ||| Pam=|[[av8”(er) + ||javP8'e + ||| Pedcan) 


Hierin ist nun 


Neem je +) 


“ 


also in bekannter Reduction durch partielle Integration, indem mit » 
die Richtung der nach dem Innern der Substanz an das Oberflächen- 
element ds gezogenen Normale bezeichnet wird, 
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[(far8"( P=— [| Peleostn,2) 8x + cos(n,y)8y + cos(n,e)d2]ds 


06x 00 002 
re (+ 5 + 7, )aravar 


Der Factor von Pe im zweiten Integral ist nichts anderes als Ö (dv), 
also hebt sich dieses Integral auf gegen das dritte Integral im Aus- 
druck 74,), und es bleibt 


74,) a] Pdm =—[|re [cos (n,z) dx + cos(n,y)öy 
+ cos (n,2)öe]ds + [|| Pavö'e. 


Der Druck p soll nun, wie das für ein Gleichgewicht erforderlich 
ist, senkrecht zur Oberfläche gerichtet sein, p hat dann die Richtung 
von n, es wird aber nunmehr 


75)6W—=— [f(£e + p)[cos (n,2) dx + cos(n,y)öy + cos(n,2)Öz]ds 
+ IIPZIT 0. 


In gleicher Weise haben wir 


76) sr =ö|||Fam=|||avöcer) + |[|e Fan). 
Das zweite Integral rechter Hand giebt 


1) ö 
77.) [fers«as = |\jer (5; 2 Zu dx dyde 
— — [[eF[cos(n,2)dx + cos(n,y)öy + cos(n,z)Ö0 2] ds 


-[[fO@ 32 4 2@D 2, 4 2@D a2) ar 


Andererseits ist das erste Intogra in der früheren Bezeichungs- 
weise, indem @ und die u als Variabele angesehen werden: 


erreruSfferin 
somit 


77,) öFf = — [[ E F[eos (ne) dx + cos(n,y)öy + cos(n,e)Ö2]ds 


o(eF) „ %(eF 
+ re ea dr 


die Summe bezogen auf alle Bestandtbeile.e Die Gleichgewichts- 
bedingung giebt hiernach 
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78) 0=—||(eP+ oF-+p)[cos(n,x)öx + cos(n,y)öy-+ cos(n,z)0 2]ds 
CE) yodı II ceF), 
+ je r c@ )rew+2 je: Chu OM 


Nun haben wir noch die Bedingungsgleichungen zu beachten. Es 
ist beispielsweise 


9) öllfam= ö(lfede=|||avde + ([|eö@9 = 0. 
Das zweite Integral giebt 


[Ifes«an =((fe (+ oöy | 9: 0 dzdydz 


— letmemadr + cos(n,y)öy + cos(n,2)Öz]ds 
168 + 2° „ds + 288% do. 


Wieder ist zu beachten, dass @ variirt, einmal als Function von z, y, 2, 
dann aber auch, weil es von den Bestandtheilen abhängt. Die erste 


es ., 00 00, 00 
Variation ist gleich 520 + dy öy + r öÖz. Diese hebt sich 


im \if dvög gegen das zweite Glied des fi eÖö(dv) auf. Nennen wir 
die zweite Variation Ö’_, so wird also 


[If ö(am) + [fe [eos(n, x)öx + cos(n,y)öy + cos(n, 2)Öz]ds 


— [[favö'g —0 


und ähnlich für einen Bestandtheil m. 
80) If Ö(dm.) + ii) @alcos(n, z)öx + cos(n, y)ö6y-- cos(n, 2) Ö:]ds 


— [[favö'g, =0, 0 =1,%..,n. 
Nun ist 


d u @ 
81) le — 17? o 


dm e' also Qu = OH 


Die Bedingungsgleichungen geben also allgemein 
82) iii ö(dm,) + (I Us 0 [cos (n,x) dx + cos(n,y)öy + cos(n,z)Ö:]ds 
— (|| w.avd'g— [|| udn =0,0=0,1,2,..r2;1W =]. 


Indem wir nun nach der Lagrange’schen Methode verfahren, erhalten 
wir unter Benutzung von unbestimmten Factoren qa,, ay -.., An aus 78,) 
und diesen Bedingungen 81) 
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83) 0 = — || (eg P +EF + + ae +ame + mm + 
+ Q,Un0) “ (n,z)Öx + cos(n,y)öy + cos(n,z)Öz] ds 


+[[f(? +F+ EI ++ aM + aM +: + ann) 8QdD 


+ > ale Zu Ö uud. 


Hieraus ergiebt sich, dass man haben muss 


84) oP + eF +» + (m + a, fı + Age + + Ay Un) —=0 
in allen Punkten der Oberfläche; 

oF 
85) PrHF+ren, ta tramtamrt + am = 0 


ın allen Punkten der Masse; 
oF 
Ole 
für alle Bestandtheile, wobei F, von den u unabhängig ist. 


86) +a.=fF,, e—=1,2,3,..,0 


Diese Gleichungen sind von Duhem abgeleitet !). 
Da die Gleichung unter 85) an der Oberfläche ın die Gleichung 84) 
übergehen muss, sollte dort sein 
_ OF __ er 
pP—=e oe 0% 
die bekannte Gleichung. Es lässt sich erweisen, dass diese Beziehung 
überall gilt. Zunächst ist nach den Regeln der Hydrostatik, da zum 
Gleichgewicht auch gehört, dass keine Bewegungen in dem Körper 
stattfinden, 


87) dp=— odP. 
Bilden wir d P nach Gleichung 85), so wird 
8) IPP=—dF— a(e =) — (du, + ad +. + a,du,). 


Die rn Gleichungen unter 86) geben aber 


cF 3 
I (du. +) am 2Rndu=o 


das heisst, weil F, von den u nicht abhängt und Z du. = 0 ist 
CF 
89) Zadu = — Ian tu 


)1.c.,8. 25 ff. 
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also 
, oF oF 
odP=— edF— ea (e 2) to Dan; dk, 
und da wir haben 


cF OF 
aF = 7.40 + DIET Ale, 
so wird 
oF OF oF oO /_ OF 
oedP= - e52de— eales.)=—|P55 +° 3% Zr, je 


(0) eF 
— Fr Fr d @&° 
0 >> 0 Ka (e © 5) e 
Das letzte Glied ist wegen 89) gleich Null, weil die a. nicht variabel 


sind mit @, also bleiben nur die beiden ersten Glieder stehen und 
diese geben 


(0) oF 
90 dP=— > (e; CZ \ ge, 
) @ 6) 8 
woraus nach 87) folgt 
cF__ _oF 
— a. _ 
Patre,,Tn ge 


Herr Duhem beweist noch, dass die Grösse F, aus den Gleichungen 86) 
eliminirt werden kann. Multiplicirt man diese Gleichungen der Reibe 
nach mit %ı, Hg, ... U, und addirt sie, so folgt 


oF 
91,) du Wu + Zautu = F&ue = Fo, 
oder nach 85) 
oF oF 
915) RN; m P— Fe, 
Setzt man jetzt 
0 + a4, = bi, 
92) % + 0 = ba, 
@ + = du, 
oF D. . . 
und beachtet, dass _ y = 2 ist, so geben die Gleichungen 86) 
p — AF oF_ 
orPrFrbrl u)7 a Ta 
pP oF 
93) orPrFrbd MH - 7 +— ur en LT =, 


p 3F oF OF 
- P+F+b — u — — ll ——:: 1 — u.) — =0. 
2, +F+b sure er +( Fr 
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Uebrigens geht wegen & u. = 1 die Gleichung 85) auch über in 
oF 
PH HI Hd + + Dun 0 


und entsprechend die Gleichung 84) in 


95) SHPHF Ham Hunt Hm. 


Die Grösse s + P + F ist die Summe des thermodynamischen Poten- 


tials und des Kräftepotentials bezogen auf Masseneinheit. Ich bezeichne 
dieses Gesammtpotential mit W, setze also 


96) v_-®-DP, 
so dass ist 

94,) + Zum mV. 
Das Gesammtpotential der Phase ist 

97) v'—|||g War. 


Wir bilden die erste Variation davon und bekommen genau so 
wie bei der Berechnung der Variation von F" =||| oFdr 


3)0V — — (Ife P [cos(n,z)dx + cos(n,y)öy-+ Fa 


rs ae -afjeikene 


Hierin ist noch 


oP 1 
v+o,, =E+P+r+e(- artst+ 


— 53 _—. — P —__ cp — Üy op, 
-2+p+ır+ 2 P+ 3) + 2 ö0 
Somit wird für den Fall constanten Druckes 


98) 6WV' — — [| @P[cos(n, 2)Ööx + eos(n,y)dy-+ cos(n,2)02]ds 
elffer 2) 00 Hafen Tan 
oder auch 
98) IV — - [fe ( ? + Pr! IENGELE + cos(n,y)ödy 
+c08(n,2)02]ds + @ + P+F+ X. + D||fe/ Oi F sudo 
L S|| IE . cp 


Weinstein, Thermodynamik. II. 9 


Öu.dt. 
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Wenn Gleichgewicht stattfindet, sind alle Glieder Null, mit Ausnahme 


des mit 7 multiplieirten Gliedes, und es bleibt 


99) (| öo + nu) dv -((föopar. 


woselbst Ö° » bedeutet die Variation von p als Function von E und 
allen &, nicht von z, 9, 2. 

Hiernach kann Ö%P’ nur dann Null sein, wenn der Druck 9 von oE und 
den # nicht abhängt, das heisst, wenn es sich überhaupt um einen ein 
für alle Mal gegebenen Druck handelt, wobei dann freilich das Volumen 
der Phase muss variabel sein können. Alsdann wird aber ein Gleich- 
gewicht bei Gasen gar nicht, bei Flüssigkeiten und festen Körpern nur 
unvollkommen bestehen. 

In diesem Falle hätten wir identisch 


100) oV'—0. 


Sonst bleibt 99) bestehen. Beachten wir die Definition für 7’, so 
folgt daraus im Gleichgewicht 


6@ —|(|[80pav— 5 ||| Peav 
—= (|| (6°%p — o6P)dv — (|[ P5oav allETTICH) 


Nennen wir öp die vollständige Variation von p, und 0,» die als 
Function von &, %, £, so ist 


öp—=d,p + 0°p, 
Op —=6p — 6,P. 


also 


Es ist aber nach bekannten Principien 6,p = — EÖ P, somit bleibt 
do — ([fö par — ([[ Pd (am), 


oder 


fe snsum[[j(2- 20)1m 


Zerfällt nun die Phase in Einzeltheile von gleichbleibender Masse, so 
ist für jeden Theil 


102) ® + P= Const. 


Das ist die Gleichung, zu der Gibbs’ Theorie unmittelbar führte (S. 315). 
Ausserdem haben wir 


103,) ie — 6) dm —=0, 
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oder, da die Variationen für x, %, £ für sich verschwinden müssen, in 
öfter benutzter „ezeiehnungeweise 


103,) III 2 2)? dm + Ile r — 59) dm — 0. 


7 


Da nun wegen — = 


oe : 

eo» — ( p 16p , oF 10» 
-—- + = + )=- — 

°e o? NETT, e 00 


ist, so fällt das erste Integral fort. 
Ferner ist als Function der u allein nach Gleichung 85) 


104) 9= —- P— 9 — Zah, 
also, wenn die a nicht von @ abhängen, 
td = — Zub 


und hiernach 


105) (f@ + Zu ö u) dm =). 


Aber es ist nach der Definition 


106) öp=)) Su Öl. 


Somit ist, alles zusammen genommen, 


1 0» 
108) 102 _:2® 
e0e co 
Icp 609 
109) du Gutmann 


Diese Gleichungen gelten allgemein und bestimmen vollständig, wie p 
von allen Variabeln abhängen kann. Weiter gehe ich hier auf diesen 
Gegenstand nicht ein, wir werden ihm später nochmals begegnen. 

Nun noch die letzte Verallgemeinerung. Diese bezieht sich auf 
die Berücksichtigung der Oberflächenspannungen. Neben diesen 
nehmen wir noch eine äussere Kraft in Rechnung. Die Darlegungen 
verdankt man abermals Willard Gibbs). Nach Gleichung 50,) auf 
Seite 58 dieses Bandes und der Gleichung 60) dieses Abschnitts haben 
wir, indem wir uns zunächst auf eine Phase beschränken, 


1). c.,S. 324 ff. 
21* 
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110) 0 —J\||985 LACH + z||| D,ddm.) + Ijamör 


+ zZ ||| P&ödlam.)+J||988 + || odıds) + Z||®.d(dm,) 
+ [[amör + zZ || P.öd(dm.). 


Die dreifachen Integrale beziehen sich auf den ganzen Raum der Phase, 
die Doppelintegrale auf die Oberfläche der Phase. 

Ferner sind dm, ds Massen- und OÖberflächenelement der Substanz 
überhaupt. Die dm,, dms, .... dm« sind die Bestandtheile von dm im 
Innern der Substanz oder an der Oberfläche, also 


dm = dm, + dm +: + dm. 


6 bedeutet die Oberflächenspannung. Die Gleichgewichtsbedingung 
zerfällt in drei Gleichungen, nämlich 


111) NEE + [955 = 0, 
112) —[[fpd(a0) + [fsöcas) + [|| 8 Pam + || Pam = 0, 
113) z (\f(®, + P,)ö(dm.) + z|((®. + P,)ö(dm.) = 0, 


wobei zugleich 
114) sis +5[/s=o 


sein soll. Hieraus folgt wieder 9 — constans. Die Temperatur muss 
überall gleich sein, wodurch die Gleichung 111) erfüllt ist. Die Glei- 
chung 112) ist die des mechanischen Gleichgewichts unter Berück- 
sichtigung der Capillaritätserscheinungen. Die 113) ist die des 
„chemischen“ Gleichgewichts, besser des Massengleichgewichts. Die 
letzte Gleichung lehrt, dass das chemische Gleichgewicht auch von den 
Verhältnissen an der Oberfläche abhängt, und in dieser Erkenntniss 
besteht einstweilen noch der Hauptwerth dieser Gibbs’schen Theorie. 
Indessen hat neuerdings Ostwald!) gezeigt, dass man die Theorie 
auch quantitativ prüfen kann, worauf später einzugehen ist. 

Für unmittelbare Ausführung von Berechnungen ist es oft be- 
quemer und zweckdienlicher, statt der Massen der Phasen die Molekel- 
zahlen einzuführen. Ich nehme den einfachen Fall, dass das Gleich- 
gewicht nur vom thermodynamischen Potential M® abhängt. In den 
k Phasen seien ? unabhängige Stoffe enthalten, alle in jeder Phase oder 
nur einzelne. Die Massen dieser Stoffe seien i4, Hy, --. u. Die Zahl 
der Molekeln dieser Stoffe in den einzelnen Phasen nenne ich 


!) Zeitschr. f. physik. Cheinie, Bd. 34, 8. 495 ff. 
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N; Nıs: ... Nii. 
Na Nag, ... Nai; 


Nın Nr :-s Ak 


die Molekulargewichte n, , Mig. ..., #;, so baben wir für eines der M 


115,) AM, = m, Naı + Mg Nus + -... + m; N. 
Setzen wir 
Mg Nus Mg Nus m; Nui 
116 ——. m=lun — 7 = Dub 4 oo 7 = Daıı 
1 ) M; Navi ® Mm, “ıYul i Mm; Na ' 


so wird auch 
115,) M. = m, Nur (1 + Zaa + Zus + "+ Mu). 


Die x geben die Beträge an, welche von den Stoffen im Verhältnisses zu 
einer Molekel des ersten Stoffes in der betreffenden Phase enthalten 
sind. Schreibt man nunmehr für N., einfacher N, so wird 


M=mN(+ 2% + 253 ++ 00 
117) A = — m N (1 + 2% + In + + 29), 


|» M, = m, N + +0 +: + 
und zugleich 


u =m (N +N ++ N 
| U = m, (N &ıa + Naz2 + + Nrzaa), 


118) U = m (Nit5 + Nazı ++ Nrzus), 


uw = m (Its + Aazu + + Neo). 


Es seien jetzt die thermodynamischen Potentiale, welche zu den a 

ı u 
gehören, ®,, ®,,...., Dx, so haben wir für das gesammte Potential 
119) MP=m (NP + NND, + -- + MB). 


Die ®, sind Functionen, ausser von Druck und Temperatur, auch von 
den Xu, Zus, ..., Zur: Hiernach ist im Gleichgewicht 
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1200) 0= PB öN + DIN, +. - + DöN, 
+ N 2 02. + N, ae 625 +." + N m Er 
0x 213 ET 
oc», o® , cD , 
+ X Ode Ö2 + I; ER Ö2a ++ N A Ö 1; 
o®, 0» „ o®; 
+ MM, mt Mh Imt + N 5, 9 ri 
Dazu kommen die Bedingungsgleichungen du, = dw, = ---— du, 
== 0, also 
ON, + öN, + ... + ÖN, — 0, 
zs0N, +20 N;+- +20 Ni + N 62a + N örat+ + NÖ 0, 


121 £0N,+2g0Ng+-- 


z40N, +240N,+-- 


Diese Gleichungen 


mit den Factoren A,, A,, .. 


bedingung zu addiren. 


+20 Nx+ N 0213 + N 02:4 + NÖ 0, 


+7,,0 N;+N, ÖxzutN; Öxgt+ + N,0 =(. 


haben wir nach der Methode von Lagrange 
„A; zu multipliciren und zur Gleichgewichts- 
Alsdann ergiebt sich, indem die Factoren der 


einzelnen Variationen gleich Null gesetzt werden, 


9%, +4+ 
od, A, 
192) 2 rn + 
©; + 1, + 
08, 
O Lu 


00. 
OLas 


123) 


®, 
0 Tai 


Aazı + Az + + Ami = O0, 
Yan + an re + ha = =(, 
FR — Aa +. + Ka = 6; 
+ ,=0, 

A,=(, 
TA oa =1,2,...Kk. 
+h=0 


Die Zahl der Gleichungen beträgt k + k (ik — 1) = ki, wozu 


noch die i Gleichungen 


unter 118) kommen. Die Gesammtzahl ist 


ki + i, entsprechend den k Grössen N, k (ik — 1) Grössen x und 
i Grössen A. Das System 123) ergiebt die Gleichungen 


Einführung der Molekelzahlen. 
00 _ 0 _ 0% _ 00% 


OR Od Of OR 

od _0ı 08 _ ‚_0o® 

124.) . O%13 Ö %gs Od Org 
. ba_:u_o&_,_en 

Oi 39 9a Oo  daki 
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Es sind dieselben Gleichungen, die wir früher nach Planck abgeleitet 


haben (S. 304). 
Das System 122) aber ergiebt nach 123) 


’ F 
a a 


Pi Pa Lug) Xag — (Lug) u (Xu 
[#4 ‘ 
bB'_»b a , 
— a — —— > — T — u ce el Tor 
125,) 2 a (Xee Tag) Ir zg (dies a8) tag ( FI 
’ ’ Pu Br, 
Bi Pi (Ka Eu) dXus — (Lg Tas) u ... — (I 


Fr, 
tk 24 

Lo) gs z——— 0, 
ab 

— 1.) 0 
ai) Ti 


& ist irgend eine der Zahlen 1, 2,... %& Da die ®, nur von den be- 


treffenden ag, Las, ++, Zar abhängen können, 80 ist für 
gesehen von P; = PD, 

od __ BD) 

C Ta u () Tan 


Setzen wir also 
gs — = 9., RR —-DM=9, .. i— 


jedes ®,, ab- 


a = 9; 


a — Leaf, Is — Is än + Li Ti = 30 


Igg —" Ta — E93; Lg —— Lus — Es un Agi 7 Lu Spin, 


x — Tag = Eis» Lg — Lug = Exs, ... Iki —— Taı = Erin 


so gehen die Systeme 124,) und 125,) über in 
opı _ 09 _0P _.. — IP 


OXıg Ofgg u Ofgg u u Gig 
29 _Im _9m _.._ 0m 
124,) OXı3 0%; Ofgg Öxks' 


09 _ 09: _ 09 ..e Opr, 
Ox OXgi OL Of 
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G 0 6 
9, + Sıa — + 81a Er +++ 5 no, 


e, Pr 2 , —_ 
125,) 9 + En Oz + 5 ö + +7 lan 0, 


9% + $m nn 


Die Abbängigkeit besteht also von den Potentialdifferenzen und 
den Zusammensetzungsdifferenzen gegen eine Phase. Wenn einige 
Stoffe, wie auch die Veränderungen vor sich gehen mögen, in ihrer 
Zusammensetzung unverändert bleiben, wenn auch ihre Quantitäten 
variiren, so werden die ®’' und @ hinsichtlich der betreffenden x con- 
stant sein. Dann fallen in den obigen Gleichungen die entsprechenden fort. 

Wie ın allen anderen Fällen verfahren werden muss, ist hiernach 
klar. Die weitere Entwickelung ist aber an Beispielen bequemer dar- 
zuthun, wovon wir eines bald kennen lernen werden. 


69. Näherungsgleichungen für die Energie, die Potentiale 
und die Entropie. 


Wir haben nun die einzelnen Grössen, welche in unseren Glei- 
chungen eine Rolle spielen, zu ermitteln, was aber nur in Näherungs- 
formeln geschehen kann. Die Grössen beziehen sich auf das ganze 
System und auf die einzelnen Phasen, aus denen das System besteht. 
Wie sind nun die Phasen von einander zu trennen? Physikalisch 
können wir sagen, dass — abgesehen von Uebergangszuständen — alle 
Phasen entweder dampfförmig, oder flüssig oder fest sind. Wir haben 
also drei Zustände, in denen jede Phase auftreten kann. Dabei ist es 
nicht nöthig, dass eine Phase ein absolut einheitlicher Körper ist, die 
Phase muss nur entweder ein Dampf oder eine Flüssigkeit oder ein 
fester Körper sein. Sie kann aber irgend ein Gemisch oder eine 
Lösung oder eine Legirung u. s. f. darstellen. Notbwendig ist jedoch, 
dass sie sich als einheitlicher Körper verhält, und man verlangt eigent- 
lich schon zu viel, wenn die Phase durchweg homogen sein soll. Also 
stellt beispielsweise ein homogenes Gemisch von n Stoffen nicht etwa 
n Phasen vor, wenigstens so lange nicht, als nicht Ausscheidungen von 
Stoffen auftreten oder Aufnahmen stattfinden. Gehen Ausscheidungen 
und Aufnahmen vor sich, so sind selbstverständlich die ausscheidenden 
und eintretenden Stoffe als besondere Phasen zu behandeln. Hieraus 
ergiebt sich, dass der Begriff der Phase ein etwas sohwankender ist. 
Es kann ein Körper eine einzige Phase darstellen und dann im Laufe 
der Vorgänge in mehrere Phasen zerfallen. 
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So lange aber ein Körper alle Veränderungen, die er 
durchmacht oder durchmachen kann für alle Theile, aus 
denen er etwa zusammengesetzt ist, in ganz gleicher Weise 
durchmacht oder durchzumachen ım Stande ist, haben wir 
es mit einer einzigen Phase zu thun. 

Eine Mischung aus Wasser und Alkohol ist für alle physikalischen 
Veränderungen, die nicht Verdampfung betreffen, eine Phase. Tritt 
Verdampfung ein, so verdampft erfahrungsgemäss mehr Alkohol als 
Wasser. Der Verdampfung gegenüber verhalten sich also die beiden 
Bestandtheile der Mischung nicht gleich, und wir haben mit Bezug 
auf diese nicht melır eine Phase, sondern eigentlich zwei Phasen. 
Kennt man aber das Gesetz, welches die Verdampfung der beiden Be- 
standtheile im Verhbältniss zu einander regelt, so spielen diese beiden 
Phasen auch bei der Verdampfung die Rolle nur einer Phase, indessen 
doch nur formal, falls nicht die Gesetze ebenfalls bekannt sind, nach 
denen sich auch die Eigenschaften der Mischung bei fortschreitender 
Verdampfung ändern. 

Nicht anders sind die Verhältnisse, wenn nicht bloss physikalische, 
sondern auch chemische Veränderungen vor sich gehen. Herr Bakhuis 
Roozeboonm hat hierüber Betrachtungen angestellt, die ich wieder- 
hole, weil sie mir, wenn sie auch nicht vollständig sind, doch das 
Richtige zu treffen scheinen !). Er stellt als erstes Princip auf: 


Drei Hauptformen des chemischen Gleichgewichts 
werden nach den Aggregatzuständen der coexisti- 
renden Phasen unterschieden, analog den drei Formen 
des physikalischen Gleichgewichts: 


Verflüchtigung, 
Verdampfung, 
Schmelzung. 


Mit der Verflüchtigung werden alle Erscheinungen verglichen, 
bei denen nur feste Körper und Gase auftreten, mit der Verdampfung 
diejenigen, bei welchen mindestens eine flüssige Phase neben einer 
gasförmigen auftritt, mit der Schmelzung Erscheinungen zwischen 
festen und flüssigen Phasen. 

Die Erscheinungen der Umwandlung von Phasen gleichen 
Aggregatzustandes in einander dürften in der obigen Aufzählung 
nicht enthalten sein. Sofern solche Erscheinungen von der ÖOber- 
fläche nach dem Innern fortschreiten, kann man sie unter die Erschei- 
nungen physikalischen Gleichgewichts zwischen Phasen gleichen 
Aggregatzustandes einreihen. Ist das nicht der Fall, sondern ergreifen 
sie die ganzen Phasen, wie — bei geeigneter Versuchsanordnung — 
die Dissociation oder die Association, so sehe ich ein Analogon allen- 


!) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 2, 8. 469 ff. 
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falls nur mit der physikalischen Ausdehnung oder Compression. Im 
Ganzen würden wir also als vierte physikalische Vergleichserscheinung 
hinzuzufügen haben die 

Deformation. 


Man kann jedoch diesen Fall auch, wie den voraufgehenden, als solchen 
mehrerer Phasen behandeln. 

Nach alledem ist allgemein eine Phase als ein aus mehreren Sub- 
stanzen zusammengesetzter homogener und homogen sich verhaltender 
Körper zu behandeln. Seine Entropie, Energie u. e. f. wird durch die 
Stoffe, aus denen er besteht, und durch die Mengen dieser Stofle be- 
stimmt sein; ändert sich seine Zusammensetzung im Laufe eines Vor- 
ganges, so tritt auch Abhängigkeit von der Zeit und von äusseren 
Umständen ein. Einen Fall haben wir schon behandelt, den der idealen 
Gase (Bd. I, Abschn. 31, 32), an diesen schliessen wir uns auch an. 

Wir beginnen mit der Entropie. Da die Gleichgewichtsbedingungen 
sich auf Substanzen beziehen, welche sich in einem unveränderlichen 
Raume befinden, müssen wir von der Darstellung der Entropie als 
Function des Volumens und der Temperatur ausgehen, also von der 
Gleichung 

dSs= Cy = + 27 = ’ 
welche für die Masseneinheit einer homogenen Phase gilt. Setzen wir 
für cg den bekannten Werth ein und integriren, so wird 


_ dd 1 dp‘ 
Ss=% +» + ale: „er. 
Bei idealen Gasen ist bis auf Constanten 


> 
(. —= «log®, (5) dv= R logv. 


Setzt man 
a) | pdv=W, 


so ıst bei ıdealen Gasen auch 


oW 
(5 A R logv, 


also bei solchen Gasen ebenfalls 


1/0W 
S=% + clog® +3( „' 


und das dritte Glied entspricht dem Gliede R logv. Nun hatten wir 
für ein Gemisch idealer Gase, wenn die in Abschnitt 31 benutzten Be- 
ziehungen in gleicher Bedeutung auch hier Verwendung finden, 
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a=i 


1ı) Ms=)) N: [3 log $ +2 — 7 og = _ + m, S@ 


a=1ı 
R R 
+ Ei. Fr — log cu) ‚ 


oder wegen 


a=i > 


,)MS= >>3e.r [3 log® + T log v +4 — log — — + m, SC 


a—=1 
R R 
+7 (m: m Iog 4) 


M'’ ist die Masse des ganzen Gasgemisches. Nun schliesst man viel- 
fach so: Wenn das Gasgemisch mehr und mehr verdichtet wird, so 
können sich; abgesehen von den beiden ersten Gliedern, die folgenden 
ihrer Bedeutung nach nicht ändern, sie bleiben also auch bestehen, 
wenn das Gas zur Flüssigkeit, und weiter auch, wenn es zum festen 
Körper geworden ist. Von den beiden ersten Gliedern ist das zweite 


us Au entstanden, diese Grösse also setzt man an Stelle des 
v 


zweiten Gliedes ein. Das erste wird als unverändert angesehen, also 
belassen. Und so 'hätte man allgemein für alle beliebigen Substanz- 
gemische 

a=i 


1/cW R m 
ıQ_ >) (a) --(—) + = — + m,5@ 
Be — " [# 98 +7 G 5). 79 ztrmd 


R R 
+ 7 (1og m. — log c)| 


und k(® wird als molekulare specifische Wärme bei constantem Vo- 


lumen im idealen Gaszustande des betreffenden Theiles angesehen !). 
Dieser Schluss scheint mir hinsichtlich des ersten Gliedes nicht gerecht- 


. . R ı[/dp» 
fertigt. Wie 7 logv aus J (5 5): eigentlich aus 1 28), dv ent- 


standen ist, so das Glied kw log® aus | F und nur im idealen 


Gaszustande giebt dieses k log®. Wird das Gemisch comprimirt, so 
tritt die Abhängigkeit des c, von der Temperatur und den anderen 
ap 


Variabeln ein, ganz wie im zweiten Gliede hinsichtlich der Grösse — 35 


I) So z.B. J. J. von Laar in seinem Lehrbuch der mathematischen 
Chemie, 8. 7 ff. Leipzig 1901. 
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sich jedoch, abgesehen von der Gibbs’schen Phasenregel und einigen 
nur angenähert geltenden Ableitungen derselben, doch nur in wenigen 
Fällen anwenden lassen. Wir werden in den späteren Abschnitten 
manches zu erwähnen haben, hier soll nur dasjenige hervorgehoben 
werden,was sich unmittelbar auf die Gleichgewichtslehre bezieht. Der 
schon genannte Forscher Bakhuis Roozeboom hat zuerst das Gleich- 
gewicht an Systemen, zusammengesetzt aus H, O und jedem der Körper 
SO», Cl, Bra, HCl, HBr, NH, und NH, Br, studirt, und zwar in festen, 
flüssigen und gasförmigen Phasen !). 

SO; + 7H,O ist ein fester Körper, ein Hydrat der schwefligen 
Säure, H,O + xSO, ist eine flüssige Lösung des Schwefeldioxyds in 
Wasser, wobei x eine variable Grösse, SO; + zH,0O soll ein Dampf- 
gemisch aus Wasserdampf und Schwefeldioxyd sein, in dem z ebenfalls 
variabel ist. Es sind also drei Phasen vorhanden, das feste Hydrat, 
die flüssige Lösung, das gasförmige Gemisch. Diese können neben ein- 
ander bestehen und zwar unverändert immer nur bei einer Tem- 
peratur und einem Druck. Lässt man die Temperatur anwachsen, so 
kann abermals Gleichgewicht eintreten, jedoch nachdem eine Aenderung 
in den Phasen vorgefallen ist. Zwischen t = — 2,6°, p = 211mm Hg 
und {= + 12,1%, p = 1770 mm Hg besteht die Veränderung darin, 
dass SO, in die wässerige Lösung eintritt und ebenso in das Dampf- 
gemisch H,O und SO,; in der wässerigen Lösung vermehrt sich der Ge- 
halt an SO,, berechnet auf 7H,O von 0,17SO, bis 0,61 SO,. Jeder Tem- 
peratur entspricht also ein Gleichgewicht mit bestimmt concentrirter 
Lösung und bestimmt concentrirtem Dampfgemisch, das Hydrat bleibt 
an sich ungeändert, nur verliert es an Masse. Das entspricht also der 
Gibbs’schen Phasenregel. Die Temperaturen und Drucke des Gleich- 
gewichts sind folgende: 


Temperatur Druck 


Temperatur Druck 


°C, Millim. Hg °c. Millim. Hg 


— 286 211 +6 666 
2 230 7 752 
—1 262 8 870 
0 297 10 1180 
+2 390 + 12,1 1770 
+4 495 
Bei t = — 2,6 ist die Lösung H,O + xSO, noch flüssig, darunter 


gefriert sie. Bis — 6° jedoch gelang es, sie überkaltet zu erhalten, 
es war dann 


!) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 1, S. 204; Bd. 2, 8. 449 ff. 
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| 
°C. | Lösung flüssig Lösung fest 
—3 210 | 206 
4 176 194 
6 137 177 
8 — 160 
—9 —_ 150 


Der Druck nimmt also über der festen Lösung langsamer ab als über 
der flüssigen, was später genauer zu behandeln sein wird, 

Ueber 12,1° hinaus ist der Druck so hoch gestiegen, dass nun- 
mehr das sonst gasförmige Schwefeldioxyd flüssig wird. Von dieser 
Temperatur und dem ihr entsprechenden Druck ab unterscheidet Bak- 
huis Roozeboom drei neue Gleichgewichtscurven. Eine für das 
Hydrat SO, + 7H,0, das flüssige Schwefeldioxyd und das Dampf- 
gemisch H,O + zSO,, eine zweite für die flüssige Schwefeldioxyd- 
lösung, das flüssige Schwefeldioxyd und für das Dampfgemisch, eine 
dritte für das Hydrat, die Lösung und das flüssige Schwefeldioxyd. 
Da er dem flüssigen Schwefeldioxyd noch einiges Wasser zuschreibt, 
bezeichnet er es mit SO, + yH;0. Die vier Curven, die ım Punkte 
t = 12,1%, p = 1770mm Hg zusammentreffen, sind also: 

SO, + 7H3,0, H,0 + xS0O,, SO, + zH, O; 

SO, + 7H30, SO, + yH;0, S0, + zH, 0; 

SO, + xH,0, SO, + yH,0, SO, + zH,0; 

SO, + 7H;0, H,O + xSQO,, SO, + yH; 0. 
y soll eine sehr kleine Zahl sein, z ist nicht bestimmt. Der vorge- 
nannte Punkt ? — 12,1%, p = 1770 ist also ein Vierfachpunkt, in 
welchem vier Phasen bestehen können, nämlich eine feste (SO, + 7H,0), 
zwei flüssige (H,O + xSO,, SO; + yH3O) und eine gasförmige 
(SO, + zH, OÖ). 

Ebenso existiren im Punkte t = — 2,6%, p = 211mm Hg vier 
Phasen, nämlich zwei feste (SO, + 7H,0, H,OEis), eine flüssige 
(H,0 + 0,0980,), eine gasförmige SO, + zH,0. Es treffen also 
dort vier Curven zusammen, für: 


So, + 7H,0, H,0 + xSO,, SO, + zH,0; 
SO, + 7,0, 1,0 (Eis), SO, + zH, 0; 
H,O (Eis), H,0 + xSO,, SO, + zH,0; 
SO, + 7H,0, H,0 (Eis), H,0 + xSO.. 


Im Ganzen haben wir eine Gleichgewichtscurve, die in zwei Vierfach- 
punkten endet, von denen je drei andere Gleichgewichtscurven ausgehen. 


33, Zwöltss Lapite.. 
Ganz erisprechend waren die Erceetri:se an den Systemen aus 
pP ” » “ - 
H,O und Ci, Voot—= — 0.24”. p = 244mm Hz bis # = 23.7°. 
p = 6 Atım. coexistirten drei Pha:en, näm.ich das teste (, — 8H,O, 


die Lösung H;0 — xCl,.. das Dampfgemisch Cl, — zH,V. In den 
genannten Endpunktei: hielten sich je vier Phasen im Gleichgewicht. 
so wie im voraufgehenden Falle. indem nur Cl, an Stelle von SO, trat. 

Ebenso ım Falle von H,O und Br,: die zusammengehörigen Zahlen 
von {. p, z waren hier folgende: 


t yp t p 
x r 
°C. Centim.Hg °C. Centim. Hg 

m 6,8 4.22 7 2,6 
2 7,6 — 8 I01 — 
3 8,0 3.95 10 110 3,44 
4 8.3 — 12,5 12.4 — 
5 8,8 3,74 15.9 14,6 
6 9,2 Z— 


x giebt die Tbeile Brom auf 100 Theile Wasser. Das feste Brom- 
hydrat war Br, + 10H,0. 


Bei den Systemen aus H,O und HBr liegen die Verhältnisse inso- 
fern etwas anders, als mehrere feste Hydrate des HBr vorhanden sind 
(wohl auch bei SO,). Für die Coexistenz des festen Hydrats HBr 
— 2H,O mit der Lösung H,O + xHBr und dem Dampfgemisch 
HBr + zH,O gelten zunächst die früher angegebenen Regeln; es fand 
sich, wenn mit c die Concentration der flüssigen Lösung ın Theilen HBr 
auf 1 Theil Wasser, mit N die Molekelzahl auf 2H,O in dieser Lösung 
bezeichnet wird: 


j pP C N 
°C Millim. Hg 
[ 

350 0,1 1,755 0,78 
21,8 1 _ — 
18,9 3 1,855 0,84 
16,8 6 — _ 
14,6 12 2.000 0.89 
13,0 22 — —_— 
12,4 28 — — 
12,0 34 2,138 0,95 
11,6 44 — — 
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In allen früheren Hydraten war die Lösung immer weniger con- 
centrirt als das Hydrat, indem die Abscheidung der SO,, Cl,, Br, zu 
einer besonderen Flüssigkeit am oberen Vierfachpunkt schon auftrat, 
bevor die Lösung das Hydrat an Concentration erreicht hatte. Hier 
dagegen gelangt die Lösung, wie die Tabelle unter N zeigt, zur Con- 
centration des Hydrats bei— 11,3°, bevor HBr sich als Flüssigkeit aus- 
scheidet. Wir haben also auf der Gleichgewichtscurve für HBr + 2H,0, 
H;0 + xHBr, HBr + zH,0O einen Punkt, in welchem festes Hydrat 
neben flüssigem besteht, es ist der Schmelzpunkt des festen Hydrats. 
„Erhöht man den Druck noch weiter, so geht die Temperatur, bei 
welcher das Hydrat bestehen kann, wieder rückwärts. Das Hydrat 
besteht neben Lösungen, deren Gehalt an HBr grösser ist als im 
Hydrat und beständig wächst.“ Die zusammengehörigen Werthe sind 
folgende: 


— 11,3 525cm Hg 2,244 1,0 
11,5 1  Atm. 2,352 1,048 
12,0 A | 2,430 1,083 
12,6 ) u 2,486 1,107 
13,3 1’., 5, i _ — 
14,0 2 „ | 2,638 1,175 
14,8 2. — _ 

— 15,5 7 2,750 1,225 


Jedoch besteht das Hydrat nur innerhalb der angegebenen Drucke, für 
kleinere Drucke und für grössere geht das Hydrat in Lösung über, für 
kleinere unter Entwickelung von HBr, für grössere unter Absorption 
von HBr. Es gehören also hier zu jeder Temperatur zwei Gleich- 
gewichtsdrucke, und das Hydrat kann hiernach mit zwei Lösungen und 
zwei Dampfgemischen im Gleichgewicht sein. 


Sobald der Punkt t = — 15,5, p = 2!/, Atm. überschritten wird 
und man zu niedrigeren Temperaturen übergeht, erstarrt die Lösung zu 
einem Gemisch des früheren Hydrats HBr + 2H,0 und eines neuen 
Hydrats HBr + 11H,0. Steigert man dagegen den Druck, so geht 
das frühere Hydrat HBr + 2H,O in das neue feste Hydrat HBr 
+ ı1H,O über. In letzterem Falle hat man die Gleichgewichtscurve 
HBr + H,0, H,0 + xHPr, HBr + zH,0, die sich ganz so ver- 
hält wie die entsprechenden früheren Gleichgewichtscurven, denn nun- 
mehr enthält die Lösung immer weniger HBr als das Hydrat ım Ver- 
hältniss zu H,O, und steigenden Temperaturen entsprechen durchweg 
steigende Drucke. Die zusammengehörigen Zahlen sind: 

Weinstein, Thermodynamik. II, 29 
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t p ’ t p c 
°C Atm °C Atım 
— 15,5 2), 2,75 — 72 6 3.11 
14,8 2°), _ 5,8 7 2,25 
14,0 3 Ä 2,79 4,7 8 3,40 
11,0 4 2,90 Ä 4,0 ) — 
— 8,7 5 3,00 — 3,3 101, 3,75 


Bei t = — 3,3, p = 10%, Atm. tritt verflüssigtes HBr (wie früher 
HBr + yH,O) auf, und dieser Punkt ist wieder ein Vierfachpunkt, 
die Zahl x ist in diesem Punkte 0,83. 


Geht man vom früher bezeichneten unteren Vierfachpunkt ! = 
— 15,5%, p = 2!/, Atm. auf diejenige Gleichgewichtscurve über, für 
welche die Lösung erstarrt ist, so hat man ein Gleichgewicht zwischen 
den beiden Hydraten HBr + 2H,0 und HBr + 1H,O und dem Dampf- 
gemisch HBr + zH,0. Fallende Temperaturen entsprechen dem 
fallenden Drucke, und zwar wird bei — 28,5° wieder Atmosphärendruck 
erreicht. Im unteren Vierfachpunkt selbst coexistiren 


HBr + 2H,O fest, 

HBr + 1H,0 fest, 

2H,0 + 1,225 HBr flüssig, 
HBr + zH,O dampfförmig. 


Das System HCl und H,O scheint sich ganz ebenso zu verhalten, 
wie das vorstehend behandelte. 


Noch complicirter sind die Verhältnisse bei dem System NH, Br 
und NH,, weil drei feste Verbindungen in Frage kommen: NH, Br 
+ 1NH,, NH,Br + 3NH,, NH,Br + 6NH,. Bei gewissen 
Drucken und Temperaturen besteht Gleichgewicht zwischen den festen 
Körpern NH,Br, NH,Br + 1NH;, und dem Gase NH,. Bei höheren 
Drucken, die zu entsprechenden Temperaturen gehören, tritt an Stelle 
des festen Körpers NH, Br der ebenfalls feste NH, Br + 3NH,. Das 
Gleichgewicht erhält sich mindestens von t = — 21°, p = 16,2 cm Hg 
bis = + 6,5, p = 81,5 cm Hg. Ueber den letztgenannten Punkt hin- 
aus verwandelt sich bei steigendem Druck der Körper NH, Br + INH, 
in eine Flüssigkeit, und nun besteht das Gleichgewicht zwischen dem 
zweiten festen Körper, dem Gase NH, und der Flüssigkeit NH, Br 
+ xNH;. Dieses Gleichgewicht kann durch Ueberkühlung bis — 10° 
verfolgt werden, falls der feste Körper mit 3NH, fehlt; die zusammen- 
gehörigen Zahlen sind: 
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i ? in Centimeter 
'NH,Br + NH, c 


Die Spannung des Gases (NH,) nimmt über der festen Phase 
langsamer ab mit fallender Temperatur als über der flüssigen, analog 
dem Beispiel für H,O und SO,.| 


Die bisher studirten Gleichgewichte beziehen sich auf Verhältnisse, 
die mit Temperatur und Druck variiren. Ich führe weitere, von dem- 
selben Forscher und von anderen studirte Gleichgewichte bei con- 
stanten Temperaturen an, bei welchen die Mengenverhältnisse der 
Stoffe geändert werden. 

Es handelt sich um das Gleichgewicht zwischen wässerigen 
Lösungen von Salmiak und Eisenchlorid !) mit einfachen Salzen, Doppel- 
salzen und Mischkrystallen. Die Lösung besteht in NH,Cl und FeCl, 
ın HB, OÖ. 

Das Salz, mit dem die Lösung im Gleichgewicht sein kann, war 
Fe&,Cl,; -+ 12H,30, das Doppelsalz 4NH,CIFe,Cl,;, + 2H,0. Ueber 
die Zusammensetzung der Mischkrystalle besteht trotz der eingehen- 
den späteren Untersuchungen von E. C. J. Mohr?) keine Sicher- 
heit. Nach diesen handelt es sich wahrscheinlich um das vorgenannte 
Doppelsalz, gemischt mit Salmiak. 

Bakhuis Roozeboom hat die Gleichgewichte bei 15°C. studirt, 
E. C. J. Mohr hat diese Untersuchung nochmals ausgeführt und sie 
durch solche bei 25°, 35°, 45° vervollständigt°®). Die Gleichgewichts- 
curven haben bei diesen verschiedenen Temperaturen sehr ähnlichen 
Verlauf. Sie bestehen je aus drei Theilen, die sich zu zweien an 
einander schliessen, so dass man vollständige Gleichgewichtscurven 
bei jeder Temperatur mit je zwei Einknickungen hat. Nimmt man als 
Abscissen die Anzahl Molekeln NH,C] auf 100H,0, als Ordinaten die 
entsprechende Anzahl Molekeln FeCl, auf 100 H,O, so sind die drei 


!) Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 10, 8. 147 ff. 
2) 1. c. Bd. 27, 8. 216 ff. 
lc. 
22* 
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Theile der jeweiligen isothermischen Gleichgewichtscurve Linienstücke, 
die bei höherer Temperatur beiden Axen die convexe Seite zukehren: 
bei niederen Temperaturen wendet der der Ordinatenaxe benachbarte 
Theil mehr und mehr dieser Axe seine concave Seite zu. Im Uebrigen 
ist der Verlauf der Curven in allen Temperaturen fast der nämliche. 
Es genügt daher, für eine dieser Curven die Zahlen anzugeben, wo- 
für ich nach Bakhuis Roozeboom die bei 15° wähle. Demnach 
haben wir: 


u UL u  £ 


Erste Phase 


Wässerige Lösung von NH,CI und FeCl, 
Zweite Phase 


In 100 Thin. H,O ; Auf 100 Molekeln 1,0] gyjze und Mischkrystalle 


NH,CI FeCl, NH,CI FeCl, 
T y 7 Yı | 
v 838800 9 Fe,Cl, + 12H,0 
3,24 86,32 | 1090 9,57 | n . 
4,08 91,61 | 1,356 ' 998 ı „ + Doppelsalz 
592 | 83,64 200 | 997 | Doppelsalz 
831 78,77 | 279 | 871 Ä n 
9,21 77,54 sı1 18800 | „ 
12,08 73,20 405° 0809 | n 
1558: 8901 | 522 | 7,65 „ 
1912364858; 6: n 
2288 | 61,28 | 770 6,79 . 
32,04 | 56,00 10,78 De „ 
23,21 60,83 7,82 6,75 ! 7,29 Proc. Mischkrystalle 
ss wo | 7 6,64 1,10, , 
22,83 | 5347: 7,82 5.94 555, , 
22,85 49,30 7,69 5,71 500 „ n 
22,90 45,42 7,70 | 5,08 | 440 „ n 
23,00 42,92 774 4,76 225 . n 
23,23 38912 7,81 | 4,34 8,80 „ n 
23,05. 34,56 WE: 3838: 806 „ i 
25,38 25,43 852: 2 1, n 
28,41 1533 | 960 1% 0,9 „ n 
3255 | 5 100 0,68 031 „, i 


35,30 | 0 11,88 0 NH,CI 


Die Zusammenstellung lehrt, bei welcher Zusammensetzung der 
flüssigen Lösung diese mit den in der letzten Spalte genannten festen 
Stoffen sich im Gleichgewicht befand. Beziehen wir uns auf die mole- 
kulare Zusammensetzung, so bestand also bis zum Punkte x; = 1,36, 
Y%, = 9,93 die Lösung neben festem Eisenchloridhydrat, wobei bereits 
bei diesem Punkte etwas Doppelsalz auftrat. Das giebt den ersten 
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in Bezug auf die x-Axe steigenden Theil der Gleichgewichtscurve. Im 
zweiten sich ihm eckig anschliessenden und in Bezug auf die x-Axe 
fallenden Theil der Curve besteht das Gleichgewicht der Lösung bis 
x% = 10,78, yı = 6,21 gegen festes ausgeschiedenes Doppelsalz. Im 
dritten noch weiter fallenden mit Bezug auf die Mischkrystalle In 
den Treffpunkten dieser drei Theile kann die Lösung mit dem Salz 
und dem Doppelsalz bezw. mit dem Doppelsalz und den Mischkrystallen 
im Gleichgewicht sein, also jedesmal mit zwei festen Körpern. Während 
man nun von dem ersten Treffpunkte durch Zusatz von Salmiak sofort 
auf den zweiten Theil der Curve gelangt, kann man vom zweiten 
Treffpunkte aus bei fernerem Zusatz von Salmiak den zweiten Theil 
der Curve noch weiterführen, man erhält dann aber labile Zustände, 
indem etwa sich ausscheidendes Doppelsalz alsbald sich in Misch- 
krystalle umsetzt. Stabiles Gleichgewicht ist also, sobald der Gehalt 
an Eisenchlorid unter eine bestimmte Grenze sinkt, nur möglich gegen 
die Mischkrystalle als feste Phase, ebenso wie hinter dem ersten Trefi- 
punkte nur gegen das Doppelsalz, wenn der Gehalt an Salmiak eine 
gewisse Höhe überschritten hat. 

Wenn man solche Gleichgewichtscurven für mehrere Temperaturen 
herstellt und durch die entsprechenden Treffpunkte der Theile dieser 
Curven eine Linie führt, so bildet diese eine neue Gleichgewichtslinie 
für drei Phasen, wovon zwei feste sind. Wir haben zwei solche Linien, 
eine mit den festen Phasen Eisenchloridhydrat und Doppelsalz, und 
die zweite mit deren Doppelsalz und Mischkrystallen. Bei diesen Gleich- 
gewichtslinien sind variabel die Zusammensetzung der Lösung und die 
Temperatur. Die schon angeführten Versuche Mohr’s lehren, dass 
im ersten Falle das Gleichgewicht wesentlich von dem Gehalt an Eisen- 
chlorid, im zweiten wesentlich von dem an Salmiak abhängt, so dass 
wir es auch bei diesen Gleichgewichtscurven nur mit zwei Variabeln 
zu thun haben, Temperatur und Eisenchloridgehalt bezw. Salmiak- 
gehalt. Die Temperaturen wachsen mit wachsendem Gehalt an Chlorid 
bezw. Salmiak; das heisst, mit wachsender Temperatur muss die Lösung 
melhır und mehr Eisenchlorid bezw. Salmiak enthalten, wenn sie mit 
den beiden festen Phasen Eisenchloridhydrat und Doppelsalz bezw. 
Doppelsalz und Mischkrystalle im Gleichgewicht sein soll. 


Die bisher behandelten Beispiele zeigen bereits, wie verwickelt 
unter Umständen die Erscheinungen schon beim Gleichgewicht weniger 
Substanzen sein können. Ich führe noch ein Beispiel an, welches in 
dieser Beziehung ungemein lehrreich ist. 

Es handelt sich um das Gleichgewicht zwischen Wasser, Phenol 
(C,H,0) und Anilin (C,H; N), davon ist Phenol bis zu 40°C. oder mehr, 
Anilin bis — 8°C. fest. Die in Betracht kommende Untersuchung 
rührt von Schreinemakers her!). Wir haben also zunächst an- 


!) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 29, 8. 577 ff.; Bd. 30, 8. 460 ff. 
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scheinend drei Phasen. Da jedoch diese Phasen sich in einander lösen, 
so kann man auch noch Lösungen von Wasser und Phenol, Wasser 
und Anilin, und Phenol und Anilin haben. Die Lösung von Phenol 
und Anilin in Wasser gebt nun ($. 439) so vor sich, dass sich zwei 
Schichten bilden, eine mit vielem Phenol bezw. Anilin, eine mit 
wenigem. Also giebt eine solche Lösung schon zwei Phasen. Sodann 
kann aus der Phenol-Anilinlösung eine bis etwa 30° feste Verbindung 
von Phenol und Anilin ausfallen, welche nach der Formel C,H,.NH, 
.HO.C;H; zusammengesetzt ist und eine neue Phase ergiebt. End- 
lich haben wir das Dampfgemisch als Phase. Yon letzterem sehen 
wir ab. 

Nimmt man erst Wasser und Phenol und geht von tiefen Tem- 
peraturen aus, so hat man die beiden festen Phasen Eis und Phenol. 
Erhöht man die Temperatur, so wird zuletzt Eis schmelzen, Phenol 
löst sich dann im Wasser, dadurch wird die Schmelztemperatur herab- 
gedrückt. Bei — 0,9° soll bereits Lösung vorhanden sein. Nunmehr 
haben wir Eis und Phenol und Phenollösung im Gleichgewicht. Wenn 
alles Eis geschmolzen ist, was bei weiterer Temperaturerhöhung bis 
0% geschehen ist, bleibt nur Phenol und Lösung. Von t= — 0,9° 
bis t= 0° geht also eine Gleichgewichtscurve für Eis und Phenol 
und eine zweite für Phenol und Phenollösung. Die erste ist bei 

== 0° zu Ende, die zweite geht weiter. Bei Temperaturerhöhung über 
0° hinaus bereitet sich nun in der Lösung die Schichtung vor, wo- 
durch diese Lösung als aus zwei Phasen bestehend angesehen werden 
kann, bei ? — 1,5° haben wir dann Phenol, schwache Lösung, starke 
Lösung. Von t = 1,5% gehen also abermals zwei Curven aus, eine für 
Phenol und die schwache Lösung, eine andere für die beiden Lösungen, 
also eine für eine feste und flüssige Phase, die andere für zwei flüssige 
Phasen. Auf der letzteren giebt es einen Punkt, in welchem beide 
Lösungen einander gleich werden, zu welchem man auf doppelte Weise 
gelangen kann, durch Stärkung der schwachen oder durch Schwächung 
der starken Lösung. Kühlt man diese Phase ab, so scheidet sich zu- 
letzt Phenol aus. 

Wasser und Anilin verhalten sich ganz analog; wenn man jedoch 
die beiden Lösungen abkühlt, so scheidet sich nicht Anilin aus, son- 
dern Eis. Also giebt es eine Temperatur, sie beträgt — 0,5°, bei 
welcher die drei Phasen Eis, schwache Anilinlösung, starke Anilin- 

ht sind. Von dieser Temperatur ab gehen wieder 
in, eine für Eis und die starke Lösung, die 
u, jene endet wieder bei 0°. Ausserdem 
für Eis und die schwache Lösung, 
tk Lösung ab, so scheidet sich bei 
eine dritte mittlere Lösung. Bei 
Eis, Anilin, mittlere Lösung. 
u Temperaturen, so gilt eine 
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Curve für Eis und jene mittlere Lösung, eine zweite für Anilin und 
mittlere Lösung. Erstere wird in 0°, letztere in — 8° (Schmelzpunkt 
des Anilins) enden. Zuletzt Phenol und Anilin. Die Lösung ist ein- 
heitlich, doch tritt die schon genannte Verbindung dieser Stoffe auf. 
Gehen wir von 40°, dem Schmelzpunkt des Phenols, nach niederen 
Temperaturen, so haben wir zunächst eine Curve, in der festes Phenol 
mit Phenol- Anilinlösung ım Gleichgewicht ist. Bei etwa -+- 15° 
fällt jene Verbindung aus, und es geht von dieser Temperatur eine 
neue Curve aus, welche das Gleichgewicht mit dieser darstellt. 
Da diese Verbindung für sich erst bei 30° schmilzt (mit Phenol zu- 
sammen wie wir sahen bei 15°), so kann man das Gleichgewicht der 
Lösung gegen sie zu höheren Temperaturen, bis 30°, führen. Von 30° 
ab zu niederen Temperaturen übergehend, hat man das Gleichgewicht 
der Lösung gegen die feste Verbindung bis zu einer Temperatur — 12°, 
Bei dieser Temperatur würden Anilin und diese Verbindung zusammen 
schmelzen, und da Anilin für sich bei — 8° schmilzt, führt von 
t = — 8° nach t = — 12° noch eine Gleichgewichtscurve zwischen 
festem Anilin und Lösung. Im Ganzen haben wir also drei Curven; 
von t — 40° bis t = 15° Phenol und Lösung, t = 15° bis # = 30 
und ? = 30° bis {= — 12° Phenol- Anilinverbindung und Lösung, 
vont = — 8% bis = — 12° Anilin und Lösung. In den beiden 
Scheidungspunkten zwischen den drei Curven bestehen die Phasen 
Phenol, Verbindung, Lösung bezw. Verbindung, Anilinlösung. 


Folgende Tabelle stellt die Verhältnisse für diesen Fall dar. 


Lösung Phenol-Anilin im Gleichgewicht mit 
Verbindung a 
Phenol-Anilin 


_— —_ — nm [ 


Temp. , Molen Temp. !' Molen 
’C. Anilin °C. | Anilin 
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So mannigfaltig und verwickelt sind die Verhältnisse schon, wenn 
auch nur zwei der Stoffe benutzt werden. Viel bedeutender wird 
natürlich die Zahl der Möglichkeiten, wenn man die drei Stoffe zu- 
sammen bringt. Die Lösung enthält nun Phenol und Anilin, und da 
jeder dieser beiden Stoffe mit Wasser geschichtete Lösung giebt, so 
hat man auch hier zwei solche Lösungen mit viel Phenol und Anilin 
und mit wenig Phenol und Anilin. Bei einer Temperatur sind die 
Schichten von einander nicht mehr zu trennen. Diese kritische 
Mischungstemperatur, wie sie allgemein genannt wird, ist 
nach dem relativen Gehalt an Phenol und Anilin verschieden und 
abhängig von der Lösung, von der man ausgeht. Folgende Zusammen- 
stellung zeigt, in welcher Weise ersteres stattfindet, wenn die Aus- 
gangslösung die von Phenol-Anilin ist. 


Molen Anilin auf 100 Molen Phenol + Anilin: 
0 11,58 254 373 50 62,8 7607 87,66 100 


Kritische Mischungstemperatur: 
68° 950 114,5° 127° 139,50 148° 155,50 163° 167° 

Die kritische Temperatur steigt also mit wachsendem Anilingehalt, 
und sie bedeutet die höchste Temperatur, bei der man durch Zufügung 
von Wasser noch zwei Schichten in der Lösung erhalten kann. Iden- 
tisch sind die Schichten nicht, wenigstens nicht, wenn die Lösung 
Phenol und Anilin enthält. Die Zusammensetzung der Lösung bei 
dieser kritischen Temperatur ist z. B. für 


8°C. 95°C. 
Proc. Wasser Proc. Phenol Proc. Wasser Proc. Phenol Proc. Anilin 
65 35 69,9 26,6 35 
148° C. 
Proc. Wasser Proc. Phenol Proc. Anilin 
65 13,2 21,8 


In Bezug auf Wasser ändert sich also die Zusammensetzung 
wenig. Wie sich aber dabei die schwache Lösung zur starken ver- 
hält, ist aus folgendem Beispiel für 95° zu ersehen. 

(Siebe nebenstehende Tabelle.) 

Das vorige betraf die kritischen Mischungstemperaturen, wenn 

Feiner Phenol-Anilinlösung Wasser hinzufügt. Es ist erst nur 
inden, es bilden sich nach Hinzufügung von Wasser 
sich unter einander erhalten, die Schichten ver- 
bald die Temperatur den angegebenen kritischen 
kritische Temperaturen erhält man, wenn 
Phenol in Wasser, die schon zwei Schichten 

die 
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Proc. Wasser Proc. Phenol | Proc. Anilin 
TEE EEE EEE 
93 | N) | 7 
92 | 4,1 3,9 
89 | 8,3 | 2,7 
89,9 | 28,8 | 3,5 
30 | 52,4 17,6 
23 48,5 28,5 
17 41,7 | 41,3 
13 32,9 54,1 
12 21,8 | 66,2 
8 0 92 


Molenzahl Phenol auf 100 Phenol + Wasser: 
N) 2,2 9,6 25,1 


Kritische Mischungstemperatur: 
167 162 176 110 °C. 


Noch andere solche Temperaturen würden sich ergeben, wenn man 
zur Lösung Anilin + Wasser Phenol hinzufügen würde. Solche kri- 
tische Temperaturen für geschichtete Lösungen sind von Herrn 
Schreinemakers auch für andere Lösungen nachgewiesen, so für 
Wasser, Chlornatrium, Phenol; Wasser, Alkohol, Phenol; Wasser, 
Alkohol, Bernsteinsäurenitril und auch sonst bekannt (S. 439 u. a. O.). 
Demnach sind Vorgänge dieser Art kaum umkehrbar. 

Das betrifft alles also die Gleichgewichte der flüssigen Phasen, 
und wir sehen, dass solche Gleichgewichte für geschichtete Lösungen 
bestehen können, bis zu einer gewissen Temperatur. Gleichgewichte 
zwischen einer festen Phase (Eis, Phenol, Anilin, Phenol-Anilin) und 
der geschichteten Lösung haben wir ebenfalls schon kennen gelernt. 

Für die mathematische Behandlung des Problems könnte ich auf 
die allgemeinen Entwickelungen (S. 325 ff.) hinweisen. Ich will sie je- 
doch, da es sich um ein Beispiel handelt, nach Herrn Schreine- 
makers durchführen. Es mögen vorhanden sein z. B.: 


in der starken Lösung 


auf - . 2.2. ..1 Mol. Phenol, x, Mol. Anilin, 4, Mol. Wasser, 
in der schwachen Lösung 

auf . . ee... .1 PN 52) %g .) „ Ya R2) .) 
in der festen Phase auf. 1 „ n G  „ n B nm n 


Die zugehörigen Potentjale (für 1 Mol. Phenol, x, bezw. z,, bezw. 
% Molekeln Anilin, y, bezw. ya bezw. ß Molekeln Wasser) seien 
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®,, D,, P;, die Zahl Molekeln Phenol in jeder Phase N,, N,, \. (also 
die Anilin N,% + XNaa23 + X, die Wasser N,Yı + N% + XNuß). 
so ist das Potential aller Phasen zusammen N, ®, + NP + N,®P;. 
Die Gleichgewichtsbedingung wird hiernach 


a) D,aN, + D,daN, + D,aN; 

+ Nı da & + N as Yyı + Ns — din + MI dn—0, 
da die Zusammensetzung der festen Phase sich nicht ändern kann. 
Zugleich muss sein: 
für das Phenol 

b)aN, +daN, tTaN =0, 
für das Anilin 

c) zdN, + mdN,; + waN, + Nıdz, + Nadz, =0, 
für das Wasser 

d)yıdN, + ydN; + PaN, + May + May 0. 


Multiplicirt man diese drei Bedingungsgleichungen mit A,, As, As, 
addirt zur Gleichgewichtsgleichung und setzt die Factoren der Diffe- 
rentiale Null, so folgt (vergl. S. 326): 

9%, + t+As + Am =0, 
)I DM ++ hm + Ay —O, 
9%, + A, +ha +4ß =0; 


c® 
% +Ah=0, 
[Bi 


- 


+,— 


20; 
I, = 
an + 4, 0. 
Die letzten vier Gleichungen ergeben sofort 
oD _0 OD cd 
cz Cry coYy Oy' 
und ausserdem die Werthe für A, und A,, so dass aus den drei ersten 
Gleichungen dann folgt 
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, , c®, oD: 
|i-9-0- 0) — 4-0 
1.) 20: 
, C 
|3-0- 1-08 _ 9—Pz Fri. 


Die vier Gleichungen lassen — und o®: also auch oD 
1 


oyı ’ Or ' 
= als Functionen der Potentialdifferenzen und der Zusammen- 
setzungsdifferenzen ermitteln. Da ®, nicht von &,, 24 Yı, %; abhängt 
und man deshalb auch hat 

o(dı — Dr) _ CD DM) 9 (Dı — Ds) _ 9 (DB — Di) 


h - — - ‚ = 
.) 0% CXg Yı a Ya 


9 


so geben die beiden letzten Gleichungen, indem 
G-=-9, B-—=9; 
k)ıin—-e—=d, m mh; 
In-s=m %»-ß=m 
gesetzt wird, auch 


Ö () 
In -&75 - Po 


i,) 08 cNı 
hl — op: _n. 
’ 7 om 


' un Cr’ onı ons ' 


wo nur noch die Potentialdifferenzen der beiden Lösungen gegen die 
feste Phase vertreten sind. Das Gleichgewicht hängt also lediglich 
von diesen Differenzen ab, was auch von vornherein einzusehen war. 

Aendern wir nun die Temperatur des Systems, so erhalten auch 
die Variabeln x,, Yı, X%g, Y3 andere Werthe. Hiernach wird, indem wir 
z. B. die erste der Gleichungen unter h,) differenziren: 


2, , an 


Ox} er 0. r 02,c# a9 
c2&3; 02, Ö do, 
an + O2, 0Y + cx0# ad. 


Es ist aber nach Gleichung 107) auf Seite 103 des ersten Bandes 


dieses Werkes — — — JS, also wird 
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ca, c2®, y 0 ,. _ PB Ay 
cacy oXd ° a ? 


=1 (2 - 52) a8. 


Die erste Gleichung unter i) differenzirt, giebt 


co, c®D od; 
Ehe u Tr ayı — 


02®, o®, 
_ —_ _ — — I dy — _ Ed 
(X 0) dx, 0Y, Yı öY, Yı (Yı ß) dyıca dz, 
02 -— oc», oD; 
— HP Fr ayı + 7a 49 5 49 - Ma) og 


woraus folgt 


O 2, 
E — %) ar + — Pd on) dx, 


a0: 02 
+ [ei 1) 32.69, + —® ri da 


_ . os os 
= J E Ss (X %) , ex, — (yı ß) | dd 


Es sei nun das Gesammtpotential ®’ und die Gesammtentropie 
S’, also 


9-9 +9 +9, S=-S +%+ 5 


so haben wir auch 


o®D, o®' 
— Zi u 38. f., 
0x2 0% 
0Sı os 
— = — us f 
ox or, 
Setzen wir 
c2@’ c2@’ ' 62D' 
rn = —- = 72.077757 
j VE er cy ey 
029’ c:9' c2cp’ 
Ya = a 57 —— , , 4 70777 
3 u Crylh CW 


so ergiebt die Differentiation aller Gleichungen unter h,) und i) 
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un N ’ 
rd, + sıdyı — rd — sdy = 3 — —) d®, 
0x, CA 


08 08 
dr + thdyı — day — tdyy = J (5, — 5) 49; 
rn a —e)+s yı — dan + ls m -—e) + — P)] ayı 
=- 78-85-0805. — um — 9 3, ]as, 
[rs (x — @) + 82 (ya — P)] dxs + [2 (m — a) +1, (y, — May; 
os’ 
OYı 


‚ , os 
=-J|8-8-9-90.—-n— | «. 
Aus diesen vier Gleichungen sind dz,, dy,, dz,, dy, als Func- 
tionen von d® zu berechnen und es ist in den Werthen 


a8 a8 de de 
das, da dy dy 
der Zähler die Determinante der Coefficienten. 


Dieselben Gleichungen bleiben bestehen, wenn wir wie früher statt 
der Potentiale ihre Differenzen ® einsetzen und statt der Entropieen 
ebenfalls ihre Differenzen. Machen wir also 


Ss — 8 = 09, 9 — = 0%, 
so gelten alle Formeln, nur ist zu setzen 
0, = Rp = _® Fı - T1 = °P: : 
' 08, ıTakon on?’ 
0? 9, 02 9, 079; 
= y» De u | = 3) 
Tom om 


oh on O& Cm 


und @9,, @g für Ss’ — S’,, Ss’ = Ss’. Also 


an Stelle von Y1, 51. &ır Tr Sy, ig, ferner an Stelle 


os’ os’ 08’ cS' 
02 Oyı 02% 0% 
hängen auch die Aenderungen der Werthe von dx, dyı, dtg, dys bei 
Variation der Temperatur nicht von den Potentialen und Entropieen 
selbst, sondern von deren Unterschieden gegen einander ab, was 
ebenfalls zu erwarten ist. @,, @, ist die Aenderung des Potentials 
bezw. der Entropie beim Ausfallen der festen Phase aus der starken, 
Ps, ©; die entsprechende Aenderung beim Ausfallen aus der schwachen 
Lösung. Doch braucht selbstverständlich ein solches Ausfallen der 
festen Phase aus einer der Lösungen thatsächlich nicht statt zu finden. 
Die Gleichungen aber sind 


von 
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| dd + dm — Qadi, — Hd, — J ( u =) ad, 


052 
od, + nd —- Hd, — vydn =J (7 —— F dd: 
1.) (Qt an)dahı + + an)anı 
— _— = - (0 — 1 a Nnı a daB, 
(03 6a + 0303) dd; + (a5 + 1972) m 
= - (0-20 — ng nn dd. 
Bilden wir nun die Werthe von a8 de de a9 so haben 


d&,' dan’ dEı’ dns’ 
diese sämmtlich gleichen Zähler, nämlich die Determinante I der 
Coöfficienten der Gleichungen 


Pı 6, 03 —6 
6, T, — 6, —7 
— tan ht rm 0 0 
0 0 O6 + IN + | 
Nach Ausrechnung dieser Determinante erhält man 
I—= — (6 — 0101) (% — 0215) (Em — Nah), 


der Nenner ist je nach der Variabeln verschieden, nämlich wenn man 
setzt 


A, = (0, & — @ı + (Mad — Nı 62) si), 
B, = (om — 9911 + (damı — Erna) O£, 35) 
= (ei & — Qt + Ma — Ni m.) 

a) 


B= (v1: — 9m + (&anı — 8173) dE, 
so wird der Nenner für 
%: (6 — 0,7,) (6, A, + Bı), 
Yı: (5 — 3%) (1 Aı + 5 Bı). 
2: — (6° — 0,%)(, A, + TB). 
— (65 — Q191) (A; + % B,). 
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Hiernach hebt sich in Zähler und Nenner für z,, %, der Factor 
0) — 0375, für &, Y, der 0? — _,7, und es sind 


d® d® i 2 _ 
d® d® 
— _—- für 02 — = 


und alle vier Quotienten für 


EM — nd =. 


Da man z,, Yı; £u, Y; %, ß als Coordinaten dreier Punkte in einer 
Ebene betrachten kann, so besagt die letztere Beziehung, dass, wenn 
diese drei Punkte in einer geraden Linie liegen, die Temperatur, für 
welche Gleichgewicht besteht, einen Grenzwerth erreicht hat. Einen 
Grenzwerth erreicht sie auch mit Bezug auf die eine oder andere der 
beiden Lösungen, wenn 6 — 0.%. = 0; &« = 1, 2 ist. Setzen wir 
für 6, 0, T die Werthe ein, so wäre also ein Grenzwerth der Temperatur 
für eine Lösung, etwa die erste, auch erreicht, wenn 


0? 9, Se) (Fr 
20) — ( 02, / \0yı )= 
ist. Die Fläche 9, = f(x, —&, y, — ß) ist dann abwickelbar und die 
Gleichung zusammen mit der Flächengleichung stellt eine Curve dar, 
die man als Spinodalcurve bezeichnet. Im Grenzwerth der Tempe- 
ratur der Lösung also liegen die zusammengehörigen Werthe ®', x, y 
auf einer solchen Spinodalcurve. Diese Werthe scheiden das Gebiet, 
für welches die Lösung für sich gegen die feste Phase im Gleichgewicht 
sich erhalten kann, von demjenigen, in welchem Gleichgewicht nicht 


mehr zu bestehen vermag. Wir werden Gleichungen der obigen Art 
später noch begegnen (vergl. S. 378, 381 und a. a. O.). 


71. Das Entropieprincip und die nichtumkehrbaren Vorgänge. 


Es ist nicht ganz leicht, nichtumkehrbare Vorgänge scharf zu 
definiren. Das Wesentliche besteht wohl in Folgendem. Es giebt in 
der Natur Vorgänge, deren Erfolg man nicht in gleicher Weise auf- 
heben kann, wie man ihn hervorgebracht hat. Ein landläufiges Beispiel 
hierfür ist der Vorgang der Reibung mit Bezug auf die daraus folgende 
Wärmeentwickelung; es ist nicht möglich, durch diesen Vorgang Ab- 
kühlung hervorzurufen, also vermag man nicht durch den Vorgang 
Reibung, Erwärmung wieder aufzuheben. Wie man auch zwei Körper 
gegen einander reiben mag, vorwärts, rückwärts, nach rechts oder 
nach links, es entsteht immer Wärme. Soll die Wärme wieder entfernt 
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werden, so muss ein neuer Vorgang zu Hülfe genommen werden, der 
mit Reibung nichts zu thun hat, wie Abkühlung, Dehnung, Strahlung u. s.f. 
Wir haben ein solches Beispiel schon kennen gelernt (S. 119). Dieses 
ist ein Fall, in welchem die Umkehrung gänzlich unmöglich ist. 

Es kommt jedoch auch vor, dass die Umkehrung scheinbar zum 
Theil wenigstens bewirkt werden kann. Wenn ein nicht vollkommen 
elastischer Körper comprimirt wird, so erleidet er eine zurückbleibende 
Formveränderung. Diese kann durch Zugkräfte, deren Wirken ja dem 
der Druckkräfte entspricht, wieder aufgehoben werden. Allein diese 
Zugkräfte kommen eben neu hinzu, sie sind nicht die Umkehrung der 
früberen Druckkräfte. Man sieht das aus folgender Ueberlegung. Es 
wachse der Druck von 0 bis 9 an. Wir lassen darauf einen Zug wirken, 
der von O0 bis — p zunimmt, dann ist am Schluss die ganze Kraft 
+p—-p = 0 wie am Anfang. War der Körper vollkommen elastisch, 
so genügte der zweite dem ersten entgegengesetzte Vorgang, um diesen 
Körper in seinen ursprünglichen Zustand zurückzuversetzen. Wear er 
aber unvollkommen elastisch, so behält er einen Theil der Deformatiıon, 
und es bedarf nun eines weiteren Anwachsens der Zugkraft über — p 
hinaus, um diesen Theil der Deformation aufzuheben. 

Dieses Beispiel ist noch in anderer Beziehung lehrreich. Der 
zweite Vorgang ist der Art nach genau das Gegenstück des ersten, 
Zug gegen Druck; auch ist der Körper durch ihn in seinen ursprüng- 
lichen Zustand zurückversetzt. Wir haben also mit beiden Vorgängen 
auch hier einen geschlossenen Kreisprocess. Aber der zweite Vorgang 
dehnt sich quantitativ über den ersten hinaus, er entspricht ihm nur 
zum Theil; ein Theil von ihm hat in dem ersteu Vorgang kein Gegen- 
stück. Dieser Theil ist der neu hinzukommende Vorgang. 

Men wäre hiernach versucht, als nicht umkehrbare Vorgänge 
solche anzusehen, deren hervorgebrachte Veränderungen man nur durch 
Hinzunahme von Vorgängen entweder ganz anderer Art oder wenig- 
stens anderen Umfanges rückgängig machen kann. Setzt sich auch 
der ursprüngliche Vorgang mit dem Rückvorgang zu einem ge- 
schlossenen Kreisprocess zusammen, so ist dieses gleichwohl ein eigent- 
licher Kreisprocess nicht, und mir scheint, dass man nicht umkehr- 
baren Vorgängen überhaupt keine Kreisprocesse zuschreiben darf. Die 
Kreisprocesse nicht umkehrbarer Vorgänge sind heterogen, sie be- 
stehen aus Vorgängen, die der Art oder dem Umfang nach verschieden 
sind, während die der umkehrbaren homogen sind oder sein können. 

Vielleicht ist das auch die Ansicht, der Herr Duhem hat Aus- 
druck verleihen wollen!),. Er giebt erst die gewöhnliche Definition 
für einen geschlossenen Kreisprocess, wonach nur erforderlich ist, dass 
die den Zustand des Systems bestimmenden Variabeln von ihren Aus- 
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gangswerthen zurück zu diesen Ausgangswertheu gebracht werden. 
Er fügt hinzu, dass bei dieser Definition weder die Geschwindigkeit 
der Aenderung, noch die Beschleunigung, noch die wirkende Kraft u. s. f. 
berücksichtigt ist. Wir können allgemeiner sagen, es ist die Art des 
Vorganges nicht in Betracht gezogen. Er beschränkt nun, wie es 
auch andere gethan, die Definition dahin, dass nicht allein die Variabeln 
einschliesslich der Temperatur, sondern auch die diese Variabeln 
ändernden Kräfte auf die ursprünglichen Beträge zurückgeführt 
werden sollen. Dem Obigen zufolge dürfte diese Beschränkung Kreis- 
processe bei nicht umkehrbaren Vorgängen überhaupt unmöglich 
machen, worüber später. 

Hieraus aber würde sich ergeben, dass die Anwendbarkeit der- 
jenigen thermodynamischen Gleichungen, welche sich auf geschlossene 
Kreisprocesse beziehen, auf nicht umkehrbare Vorgänge problematisch 
ist. Hierzu wird der eigentlich Carnot-Clausius’sche Satz für ge- 
schlossene Kreisprocesse gehören, den man daher besser für nicht ge- 
schlossene Processe ausspricht, in der Form, dass für jeden Process, 
in welchem vom System bei der Temperatur ® Wärmemengen ÖQ auf- 
genommen werden, auf dem Wege vom Zustand Z, bis zu dem Z,, 
welchen die Entropieen Sz,, Sz, angehören, 

Z 


2 


| <= Sz, — Sz, 


ist, wobei die Zeichen — jedenfalls einem nichtumkehrbaren Vorgange 
entsprechen. Für einen unendlich wenig umfangreichen Vorgang 
wäre dann 

a 7 

%< 


Das Zeichen —> hat zu stehen, wenn der Vorgang nicht von 
einem Gleichgewichtszustande aus geschieht (Bd. I, S. 21 ff.). 
Bei solchen umkehrbaren Vorgängen war 


69 _ 5 


d 


Hier bedeutete S die Entropie des Körpers, welcher dem unend- 
lich kleinen Vorgange unterliegt, öQ die Wärmemenge, die er wäh- 
rend des Vorganges von aussen aufnimmt, 9 die Temperatur derjenigen 
Wärmequelle, die ihm die Wärme liefert, also eines anderen Körpers 
als er selbst (Bd. I, S. 74). Nur sofern die Temperatur dieses anderen 
Körpers sich von der des Körpers selbst nur unendlich wenig unter- 
scheiden sollte, konnten wir ® auch als die Temperatur dieses Körpers 
bezeichnen. Streng genommen aber haben wir ®# durch 9° zu 
ersetzen, falls eben ® die Temperatur der Wärmequelle 

Weinstein, Thermodynamik. II. 293 


354 Zwölftes Capitel. 


bedeutet, die während desVorganges keiner anderen Aende. 
rung erliegen darf als eben nur der Wärmeabgabe. 
Ganz dasselbe gilt auch für den Fall eines nicht umkehrbaren Vor- 
ganges, also ist eigentlich 
2235 
”< 
Da nun öQ die von der Wärmequelle verlorene Wärme bedeutet, 
so hat man auch hierin eine Schwierigkeit gesehen, dass eine Un- 
gleichung zwischen zwei Grössen bestehen soll, die sich auf ver- 
schiedene Körper beziehen, eine auf den Körper, der den Vorgang 
durchmacht, die andere auf den Körper, der sich ganz passiv ver- 
hält und nur die Wärme hergiebt, die jener im Vorgang aufnimmt. 
Diese Schwierigkeit verschwindet natürlich, wenn man das Entropie- 
princip in seiner eigentlichen Form ausspricht, dass nämlich in jedem 
abgeschlossenen, im Gleichgewicht befindlichen System von Körpern, 
für jeden beliebigen möglichen Vorgang, der alle oder irgend welche 
einzelne dieser Körper betrifft, die Aenderung der Gesammtentropie 
aller Körper Null oder negativ ist. Die Wärmequellen gehören dann 
eben zu diesem System, und indem man diese keine anderen Aende- 
rungen durchmachen lässt, als dass sie lediglich Wärme abgeben oder 
aufnehmen, bekommen ihre besonderen Entropieen den einfachen Aus- 
druck 2°, mit dem sie in die Summe aller Entropieen eingehen. 
Der Entropiesatz betrifft also eigentlich rein interne Verhältnisse, ge- 
nau so wie der Energiesatz. In einem System von Körpern kann aber 
Gleichgewicht (im weitesten Sinne des Wortes genommen) gar nicht 
bestehen, wenn nicht alle Körper gleiche Temperatur haben, es sei 
denn, dass einige Körper von einer, Wärme absolut nicht durohlassenden 
und nicht strahlenden, Hülle umgeben sind. So bedeutet 9 die Tem- 
peratur des Systems überhaupt, und diese Grösse kommt allen Körpern 
zu, den den Vorgängen unterworfenen ebenso, wie den als Wärme- 
quellen im oben bezeichneten Sinne anzusehenden. Haben wir aber 
Körper im System, welche ihre besondere Temperatur besitzen und 
behalten können, die also thermisch von den übrigen Körpern absolut 
isolirt sind, so kann das Gleichgewicht zwar auch dann noch bestehen. 
Aber für diese Körper gehören Wärmeaufnahmen oder Wärmeabgaben 
zu den nicht möglichen Vorgängen. Sie können darum nicht mit 
den anderen zusammen behandelt werden und müssen als solche für 
sich, getrennt von dem übrigen Theil des Systems, untersucht 
werden. Sei also die Entropieänderung im nicht isolirten Theil ÖS,, 
die im isolirten Ö S,, so hätten wir bei solcher getrennten Behandlung 
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Da also ÖS, mindestens Null, im allgemeinen aber bei Vorgängen 
ö . 
wenigstens positiv ist, so muss, wenn schon 2 1 Ss ÖS, ist, a fortiori 


diese Grösse S 6S, + ÖS, sein, also haben wir für Vorgänge auch 
N <os, +55, 


oder im ganzen System 
°Q 
598. 


Der Satz bleibt also für Vorgänge bestehen und kann auch für 
Gleichgewichte bestehen bleiben. Gleichwobl darf er so nicht an- 
gewendet werden, weil eben ® nur die Temperatur der nicht isolirten 
Theile zu bedeuten braucht. Das Princip wäre also in der That zu 
beschränken auf Systeme, die nicht isolirte Körper umfassen. Dann 
fällt die Schwierigkeit der Interpretation fort. 

Zugleich ergiebt sich, dass isolirte Körper immer nur einzeln be- 
handelt werden können, niemals in Verbindung mit isolirten oder nicht 
isolirten Körpern. Ebenso Vorgänge, die so rasch geschehen, dass 
ihnen gegenüber die Körper als isolirt zu betrachten sind, eben weil 
auch in diesem Falle die Temperaturen völlig willkürlich sind und 
mit den Tempersturen der Umgebung in gar keiner Beziehung zu 
stehen brauchen. 

Das betrifft jedoch alles nur Vorgänge, die von einem Gleich- 
gewichtszustande heraus geschehen (woselbst alle nicht isolirten Körper 
gleiche Temperatur haben müssen) und sich auf ein unendlich kleines 
Ergebniss beziehen. Untersuchen wir nur Gleichgewichtszustände, 
so bedarf es nichts mehr. Gehen wir aber darüber hinaus, so müssen 
eben die Eintropieen der einzelnen Körper für sich verfolgt werden; 
nicht bloss die der sich ändernden, sondern auch die der Wärme- 
quellen und dann ist z. B. für zwei Körper, wovon einer Wärmequelle 
ist, durchaus zu schreiben 


1) BAER 


und ® ist die Temperatur der Wärmequelle und kann sich ganz 
anders ändern, als die des Körpere. Ist z. B. der Wärmewerth der 
Wärmequelle so gross, dass seine Temperatur durch die Wärmeabgabe 
(oder Wärmeaufnahme) gar nicht beeinflusst wird, so hat man 


23* 
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2) < S, 
woselbst Q absolut die ganze im Vorgang von der Wärmequelle ab- 
gegebene Wärme bedeutet. Wird andererseits die Temperatur der 


Wärmequelle durch irgend welche Mittel stets gleich derjenigen des 
Körpers gehalten, so ist 


ö6Q — 
und so fort, je nach der Art, wie die Temperatur der Wärmequelle 
selbst variirt oder variirt wird. 


Erleidet gar die Wärmequelle andere Aenderungen als bloss solche 
des Wärmeinhaltes, dann kommt für seine Entropieänderung ausser 


der Grösse 2 I noch ein anderer Betrag in Frage, der eben von 


den anderen Aenderungen herrührt. Kurz, wollen wir genauer ver- 
fahren, so müssen wir das Entropieprincip so aussprechen: 

Es sei ein völlig isolirtes System aus % gegen einander 
nicht isolirten Körpern gegeben. Die ganzen Entropie- 
änderungen der einzelnen Körper seien 08, 68, ..., 65, 
so ist zunächst 

< 


4) 9 ++ HS 


Die Zeichen S haben Bezug auf Gleichgewicht, die > 
auf Veränderung. 

Trennt man die Entropieänderung in Folge Aenderung 
des Wärmeinhaltes von derjenigen in Folge anderer Aende- 
rung der Körper und nennen wir erstere allgemein 6$, 
letztere 6S”, so wäre hiernach 


5) DIES Dos: 


Nun sei die von einem der Körper abgegebene Wärme- 
menge — ÖQ' (die aufgenommene also +6Q'), so wird hypo- 
thetisch angesetzt: 


demnach 
B an S Ö Q%k 
) PRLEDIT 


Da es sich nur um innere Vorgänge handelt, so müssen 
Wärmeausgabe und Wärmeaufnahme sich entsprechen. Im 
ganzen ist also ausserdem 


8) ZIk—0. 
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Wenn der Zustand, von dem wir ausgehen, Gleich- 
gewichtszustand ist, muss ferner send, ==... 
—9.—=#, falls # die Temperatur des Systems bedeutet. 
Alsdann ist 
9) ZH SU. 

Ist ein Gleichgewicht möglich, so zeigt es sich un- 
abhängig von den möglichen Wärmevorgängen. 

Für jeden endlichen Vorgang ist 


|rs2=2|% 
|2[5a=o. 


In umkehrbaren Vorgängen haben wir 


11) 3 |08*-5 2 U, BZ |va=0. 


Bestehen somit die möglichen Vorgänge nur in um- 
kehrbaren Vorgängen, so ist im Gleichgewicht wegen 
9%, = =...=%, die Entropie ein Maximum. Wenn kein 
Gleichgewicht stattfindet, haben wir nach dem Lagrange - 
schen Verfahren die eine Gleichung 


12) >; [es —_ + 218g) —0, 


von der man ebenfalls ausgehen kann. 


10) 


In nicht umkehrbaren Vorgängen bleibt es bei den 
zwei Beziehungen. Wir sehen ferner, dass für solche Vor- 
gänge allgemein vollständige Wiederherstellung des Aus- 
gangszustandes wahrscheinlich ausgeschlossen ist, wenn 
nicht neue Vorgänge eingeführt werden, die von den ur- 
sprünglichen mindestens dem Umfange nach verschieden 
sind. Solche Vorgänge werden in der Regel die Mitwirkung 
neuer Körper erfordern. Vorgänge und Körper treten wäh- 
rend desGesammtvorganges oder nach Ablauf der ursprüng- 
lichen Vorgänge neu ein, in Folge dessen sind die obigen 
Gleichungen wiederholt nach einander anzuwenden und 
gegebenen Falls mit immer neuenGesetzen, welche die ein- 
zelnen Aenderungen regeln. 

Anders weiss ich das Entropieprincip und seine allgemeine An- 
wendung nicht zu deuten. Und eigentlich enthält es zwei Principe. 
Eines von der Existenz einer solchen Function wie die Entropie, welche 
im absoluten Gleichgewicht eines Systems stets ein Maximum ist. Das 
andere von der absoluten Gleichheit desjenigen Theiles dieser Func- 
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tion, der allein vom Wärmeaustausch abhängt, mit dem Quotienten 
der Wärmeabgabe durch die Temperatur des die Wärme abgebenden 
Körpers. 

Hinsichtlich des Gleichgewichtes bei nicht umkehrbaren Vorgängen 
ist Folgendes zu bemerken. Es giebt nicht umkehrbare Vorgänge, die 
stets eintreten, wenn sie möglich sind, so Wärmebewegung, weun sie 
möglich ist. Das sind also die natürlichen nicht umkehrbaren Vor- 
gänge, und eigentlich sind alle natürlichen Vorgänge nach unserer 
Auffassung nicht umkehrbar. Solchen möglichen natürlichen Vor- 
gängen gegenüber kann ein Gleichgewicht entweder überhaupt nicht 
bestehen, wie im Beispiel der Wärmeleitung oder Wärmestrahlung; 
oder es besteht zwar, jedoch labil, wie z. B. bei Explosionsvorgängen, 
so dass jedenfalls die Vorgänge zu stabileren Verhältnissen führen. 
Es scheint aber auch nicht umkehrbare Vorgänge zu geben, die zwar 
möglich sind, aber darum noch nicht einzutreten brauchen. Ich er- 
innere an die Reibung; zwei Körper, die sich berühren, reiben noch nicht 
an einander, selbst dann noch nicht, wenn sie sich bewegen, während 
sie in Berührung bleiben; die Reibung beginnt erst, wenn sie sich mit 
verschiedenen Geschwindigkeiten bewegen. Also möglich ist die Rei- 
bung, sie tritt aber nicht ohne weiteres ein. Aber, kann man sagen, 
die Vorbedingung der Möglichkeit ist eben die Verschiedenheit der 
Geschwindigkeit der beiden sich berührenden Körper, wie die der 
Wärmebewegung die Verschiedenheit der Temperatur. So gedeutet, 
dürfte ein Gleichgewicht nicht umkehrbaren Vorgängen gegenüber über- 
haupt nicht bestehen. Und in der That ist ein Gleichgewicht ein Zu- 
stand, aus welchem ein System nicht von selbst herausgeht, und in 
den das System zurückkehrt, wenn es gezwungen worden ist, ihn zu 
verlassen. So giebt es möglichen natürlichen Vorgängen gegenüber 
kein Gleichgewicht, wenn man unter „möglich“ versteht, dass die Be- 
dingungen vorhanden sind, welche die natürlichen Vorgänge hervor- 
rufen können. 

Dass eine derartige Behauptung, wie man sie öfter aufgestellt 
findet, zu weit geht, ist klar, denn man kann sie ebenso gut auf un- 
kehrbare Vorgänge anwenden. Man muss das Wort „möglich“ anders 
auffassen, nur als „nicht ausgeschlossen“. Dann kann Gleichgewicht 
auch mit Bezug auf nicht umkehrbare Vorgänge bestehen. Treten aber 
solche Vorgänge ein, so kann das System nie in seinen ursprünglichen 
Zustand von selbst zurückkehren und auch nicht wieder durch Um- 
kehrung jener Vorgänge zurückgebracht werden. Die Vorgänge spielen 
sich ab, so lange ein Anlass hierzu vorlıanden ist; ist der Anlass zu 
Ende, so hat das System einen neuen Zustand erreicht, in dem es ver- 
bleibt. Und, wie das Entropieprincip besagt, hat es in diesem neuen 
Zustande eine grössere Entropie als ım Ausgangszustande. Allein 
dieses lehrt auch, dass mit Bezug auf nicht umkehrbare Vorgänge das 
Studium des Gleichgewichtes nicht die Bedeutung hat, wie bei den 
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umkehrbaren. Hier kommt wesentlich die Untersuchung der Vorgänge 
selbst in Frage, also die thermodynamische Kinetik, als Gegen- 
stück zu der thermodynamischen Statik, welche wieder be- 
sonders für umkehrbare Vorgänge Interesse hat. 


Die Beziehungen, welche das Entropieprincip nach Carnot- 
Clausius liefert, bestehen nur für umkehrbare Vorgänge in Glei- 
chungen, für nicht umkehrbare können sie ebenfalls Gleichungen sein, 
im Allgemeinen jedoch haben wir es mit Ungleichungen oder Ver- 
gleichungen zu thun. Dieses hat nun von je Schwierigkeiten bereitet, 
und es ist versucht worden, diesen durch andere Fassung jenes Prin- 
cipes zu entgehen. Der Weg, auf dem das zu geschehen hat, scheint 
nahe zu liegen. Weil nämlich für jeden nicht umkehrbaren Vorgang 


6Q \ 
7 =°8 
ist, so wird man setzen 
13) 69 = 955 —Öa, 


woselbst Ö4 positiv oder Null ist, und es kommt darauf an, für da 
plausibele Annahmen zu machen. Aus der Gleichung folgt jedoch noch 


14) 6Q-+da=#ÖS. 


Nun ist für jeden umkehrbaren Vorgang 6a = 0, für jeden nicht 
umkehrbaren aber positiv, und da aufgenommene Wärmen positiv ge- 
rechnet sind, so hat man: 

In einem nicht umkehrbaren Vorgang wird weniger 
Wärme aufgenommen und mehr Wärme abgegeben, als 
ineinem umkehrbaren, der, von dem gleichen Zustande 
ausgehend, zu dem gleichen Zustande hinführt. 


Im Gleichgewichtszustande haben wir umgekehrt 
15) 69 = 955 + da, 
wo abermals ö«a Null oder positiv ist. 


Besteht Gleichgewicht mit Bezug sowohl auf einen 
umkehrbaren Vorgang, als auf einen nicht umkehrbaren 
Vorgang, so wird die gleiche Störung des Gleich- 
gewichtes (gemessen durch die Entropieänderung) beim 
nicht umkehrbaren Vorgang mit grösserer Wärmeauf- 
nahme undgeringererWärmeabgabe geschehen, als beim 
umkehrbaren. 


Diese beiden Sätze sind ein Ausdruck des Entropieprincips für 
nicht umkehrbare Vorgänge. Es handelt sich nun darum, Annahmen 
über diesen Unterschied in der Wärmeaufnahme bezw. -Abgabe zu 
machen. Wir verdanken eine sehr schöne Untersuchung nach dieser 
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Richtung hin Herrn O. Wiedeburg!). Doch sind auch Arbeiten von 
Herrn v. Wesendonck?), Duhem’) und Anderen zu erwähnen. 

Die Grösse da ist zu bestimmen mit Bezug auf umkehrbare Vor- 
gänge gleichen Erfolges. Dass es solche umkehrbare Vorgänge giebt, 
zweifelt der erstgenannte Forscher an. Genauer ausgedrückt bezweifelt 
er, dass die Entropie bei nicht umkehrbaren Vorgängen sich so ändert, 
wie bei umkehrbaren, und der Erfolg besteht eben in der Entropieände- 
rung. Sind z. B. die Variabeln p, v, ®, so wäre bei umkehrbaren Vor- 
gängen S eine Function zweier derselben, etwa p, 9, und zwar immer der 
jeweiligen Werthe dieser Grössen. Kann man nun den Erfolg eines 
jeden nicht umkehrbaren Vorganges auch durch einen umkehrbaren 
erzielen, so folgt hieraus, da über den Umfang der Vorgänge nichts 
gesagt ist, dass auch der Erfolg eines beliebigen Theiles eines nicht 
umkehrbaren Vorganges durch einen umkehrbaren gleichen Ausgangs- 
und Endzustandes erreicht zu werden vermag. Hieraus aber ergiebt 
sich dann, dass auch in nicht umkehrbaren Vorgängen die Entropie 
Function nur der jeweiligen Werthe der Variabeln ist, wie in umkehr- 
baren. Bedenkt man, wie verschieden umkehrbare Vorgänge sind von 
nicht umkehrbaren, so wird man allerdings ein solches Verhältniss 
für wenig wahrscheinlich halten. Doch kommt es augenblicklich darauf 
nicht an. 

Gehen wir von einem umkehrbaren Vorgange aus, so ist 


69 =#ÖS. 


Es bedeutet aber ÖQ eine Energiezufuhr, und diese soll sich also dar- 
stellen als das Product der Temperatur der die Wärme abgebenden 
Quelle und der Entropievermehrung des Körpers. Herr Wiedeburg 
betrachtet deshalb, in welcher Weise solche Energiezufuhren in 
anderen, nicht auf unmittelbarer Wärmezufuhr beruhenden Vorgängen 
berechnet werden, um ein Analogon zu gewinnen. Wird einem Conden- 
sator, dessen Potential @ ist, plötzlich die Elektricitätsmenge dg zu- 
geführt, so steigt seine Energie um dE = @dq. Da die Elektricitäts- 
menge in gleicher Weise abgeführt werden kann, ist dieses ein 
umkehrbarer Vorgang, und in der That kann dq positives und nega- 
tives Zeichen haben. dE = pdq entspricht also der thermodyna- 
mischen Gleichung dQ —= PdS für umkehrbare Vorgänge. Wenn wir 
nun die Elektricitätsmenge mittelst eines Drahtes aus einer Strom- 
quelle zuführen, so entspricht jeder Elektricitätsmenge dqg zugleich in 


!) Wiedem. Ann. Bd. 61, 8. 705; Bd. 62, S. 652; Bd. 63, 8. 154; 
Bd. 64, S. 519; Bd. 69, 8. 66; Ann. d. Phys. Bd. ı, S. 758; Bd. 5, 8. 513; 
Zeitschr. f. physik. Chem. Bd. 29, 8. 28. 

?) Ann. d. Phys. Bd. 1, S. 746. 

®) Theorie thermodynamique de la viscosite, du frottement et des faux 
&quilibres chimiques. Paris, A. Hermaun, 1896, und a. O., die bald zu er- 
wähnen sind. 
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der Stromleitung, deren Widerstand w sein mag, eine Energiezufubr 
dq 

ın Form von Wärme, deren Werth w (2 7 2) dt ıst, falls dt das Zeit- 


element bedeutet, während dessen die Elektricitätszufuhr dq stattfindet. 
Wir haben dann für die ganze Energieänderung 


a) dE=gdga+tw (5) dt. 


Der erste Theil ist umkehrbar, der andere aber nicht, denn lasse 
ich die Elektricitätsmenge dq durch den Draht zurückfliessen, so fällt 
zwar pdy auf Null, aber (z 
an. Wir haben also im Ganzen einen nicht umkehrbaren Vorgang und 
für diesen eine Gleichung, welche die Erweiterung der Gleichung 
für einen umkehrbaren Vorgang darstellt. Der Vorgang spielt zwischen 
der Stromquelle einerseits und der Leitung mit Condensator anderer- 
seits. Die Stromquelle ist mit der Wärmequelle zu vergleichen, sie 
giebt die Energie dE ab. 

Gehen wir zur Vergleichung mit dem Entropieprincip über, so 
wäre also d E zu ersetzen durch dQ, ® durch ®, ferner dq durch Ö S, 


9 2 
also (3) durch (7) ‚ und indem unter ® ein positiver Factor ver- 


=) dt wächst um den gleichen Betrag 


standen wird (entsprechend dem Widerstande w), wäre für nicht um- 
kehrbare thermische Processe 
16) d0—=8a5 + (5) di. 

9 ist die Temperatur des betreffenden Körpers, $ seine Entropie, 
w eine von seinem Zustande abhängige Grösse. Nun ist aber für die 


Wärmequelle, welche die WärmedQ abgiebt, wenn die ihr zugehörigen 
Grössen durch Accente ausgezeichnet werden, 


v’ 
dQ'’—= — dQa=H#dS + w( (A) 


Für umkehrbare Vorgänge aber ist dS + dS’=0, also dS’ 
—= — dS. Das führt Herr Wiedeburg in die obige Gleichung ein, 


as’\2 das\? . 
ferner setzt er auch (& ,) = (7) und erhält so 


2 
17) do — #'45 — o' (5) di, 


was eben das Carnot-Clausius’sche Princip für nicht umkehrbare 
Vorgänge, ausgedrückt durch eine Gleichung, sein soll. 

Mir scheint aber, indem dS’ = — dS auch in die Gleichung für 
nicht umkehrbare Vorgänge eingetragen wird, gerade der Grundsatz 
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wieder eingeführt zu sein, den Herr Wiedeburg vermeiden wollte, 
nämlich, dass nicht umkehrbare Vorgänge hinsichtlich der Entropie- 
änderung mit umkehrbaren Vorgängen verglichen werden können. 


02: ds’\? a S\? 
Noch zweifelhafter ist mir die Berechtigung, (Gr) durch (57) zu 


ersetzen. Indessen befinden wir uns im Reiche der Hypothesen, und 
als hypothetische Gleichung kann die obige Wiedeburg’sche zunächst 
acceptirt werden. 

Charakteristisch ist in dieser Gleichung, dass die momentane 
Wärmeaufnahme nicht mehr allein von der momentanen 
Entropieänderung abhängt, sondern auch von der Ge- 
schwindigkeit dieser Aenderung, und zwar so, dass die 
Wärmeaufnahme für eine bestimmte Entropieänderung um 
so geringer ist oder zu sein braucht, je grösser die Ge- 
schwindigkeit der Entropieänderung ist, und umgekehrt 
die Wärmeabgabe um so grösser, wenigstens bei natürlichen 
Vorgängen, wofür dS positiv ist. 

Herr Wiedeburg erweitert noch seine Theorie in folgender 
Weise. 

Neben den thermischen, durch die Variabeln ® und S charakte- 
risirten Vorgängen sollen noch andere durch Variabele Z und M 
bestimmte bestehen, L entspreche #, M entspreche $S. Dann setzt er 


2 2 
dd — 48% (77) dt —gdM +y' (7) dt, 


dM\? 


18) 
"dL=aM—# (7 m 


ERBEN. 
d—g’dS+y 7) dt. 


ce, k,g, y; c", k', g”, Yy" sind Grössen, die von dem Zu- 
stande des Körpers abhängen, unter anderem auch von © und L. 
Wenn man nun aus diesen Gleichungen dS und dM berechnet, so 


folgt: 
ds dM 
' ' 
dd + k a v (Zr) 
1 — g’g” 
+ [ran + #(, at y(ö ra 
| 1 — g'g” 
dM (2) 
” .n me (F» 
edL4+k (Fat —y 7) 4 
1— gg" 
dS\2 dMı® 
, „ (UP ET Eu adaesı ’ 
+ [ea# + k (2) ar y (=) at|s 


1 __ gg" 


dS = 


19) 


dM= 
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Da die Grössen c', X,... noch völlig willkürlich sind, so setzt 
Herr Wiedeburg zwischen vier von ihnen eine Beziehung fest, 
nämlich: 


20) I —r, 


dann wird 


3 
1—)daS—=dd# + cc"rdL+ (7) dt(k — g’y") 


aM\? 7 __g 
— (ir) dt(y — g’k"), 
g „ ! rn." ds "__ Un Al 
A— gg )dM—=c'dL+ de rad — (77 Tr) — g" We) 
da 
+ ( A ) dt (k'" — 9" y') 
und nach Multiplication mit ® bezw. L und Addition 


6 gg) was+ Lama IE" 


+ (GE) ate@ 97" —g"R)L] 


d ? ' ’ , JR 
- (are) WII) 


Die beiden rechts stehenden Glieder der ersten Zeile geben das 
Differential 


21) 


) + dc'rd(®_L) 


' „ 
4,9 + ce r@D) + SR). 
Setzen wır hiernach 


c' 1 
_92 rn , ı\ _  _— A, 
(5? + Ce r8#L + (< 52) 1 gig" A 


1 
22 Kg" ML — = — u 
) K ) "—gk) 1; 79 5 


1 
nt _ a1 _ IL" _ ans! .— 
IY —gk)9®—(k—g y)L) 1 gg" + @;, 
so wird 
dA=9dS + LdAM + as (5) dt + 0, (0 Hat. 
Die Grösse dA zerfällt hiernach in zwei Theile: 
— 2 

| dA, = #48 + 0 (77) dt, 
”3) dM 
| dAs = La + 0, (% ) at. 
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Wenn es sich um umkehrbare Vorgänge handelt, ist dA, = #dS. 
dA; — LdMH, also entsprechend, dA,, dA, einer zugeführten Energie. 
Diese Bedeutung muss auch bestehen, wenn es sich um nicht umkehr- 
bare Vorgänge handelt. Nun seien, wie immer, bei dem Vorgang 
zwei Körper betheiligt, für welche die betreffenden Grössen durch 
Accente unterschieden werden. Dann nimmt Herr Wiedeburg an, 
dass unter allen Umständen 


das tas—0, dM'+dM—o, 


24 


ist. Die erste dieser vier Bedingungen besagt wieder, dass im nicht 
umkehrbaren Vorgange die thermodynamische Entropie sich so ändert 
wie im umkehrbaren; die zweite spricht das nämliche für die dem 
nicht thermodynamischen Theil angehörige Entropie M aus. Die beiden 
letzten Gleichungen besagen nur, dass die Energieübertragung ledig- 
lich zwischen den beiden Körpern geschehen soll, von denen einer die 
Energiequelle zur Abgabe oder Aufnahme von Energie ist. Wir be- 
kommen aber hiernach abermals unsere frühere Gleichung 


' ' ’ dS\? 
25) dh=—dAh—=His— as (7,) dt. 


Also führen dieGleichungen 18), 20), 24) ebenfalls zur Gleichung 
17), welche den Carnot-Clausius’schen Satz für alle Vorgänge in 
Form einer Gleichung darstellen soll. 

Es darf nicht unterlassen werden hinzuzufügen, dass der genannte 
Forscher die angesetzte Beziehung dS’ + dS — 0 anders deutet, als 
hier geschehen ist. Er meint, sie besage, dass die Entropie durch nicht 
umkehrbare Vorgänge keine Vermehrung erfahre, das Princip der 
Vermehrung der Entropie also nicht anzuerkennen sei. Diese Deu- 
tung halte ich nicht für genügend begründet, und kann sie dafür 
nicht halten nach der Art, wie die Beziehung eingeführt wird (S. 361). 

Hier möchte ich erst auf zwei eigenartige Folgerungen aufmerk- 
sam machen, zu denen diese Theorie führt. 

Für den die Wärme aufnehmenden Körper ist, indem für @; ge- 
setzt wird ®, 

ds\? 
Für die Wärmequuelle dagegen 


’ I< ‚ (AS\” 
WW" = — dd= —- FdUS+o (7) dt. 


Ziehen wir die letzte Gleichung von der ersten ab und dividiren 
sie durch 2, so ergiebt sich 


— oo 2 
26) 0= dS + S— (7) dt. 
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2: I 
Ist nun @ -- @’, so wird, indem man — - —# setzt, 


27) dQ = #dS. 


Daraus folgt: Zwischen zwei gleichen Körpern, selbst wenn sie 
verschieden temperirt sind, kann ein nicht umkehrbarer Vorgang gar 
nicht oder nur unter der Bedingung eines umkehrbaren Vorganges 
stattfinden, mit einer Wärmequelle, deren Temperatur das Mittel der 
Temperatur der beiden Körper darstellt. Beispielsweise würde der 
gewöhnliche Vorgang der Wärmebewegung, wenn er sich zwischen zwei 
gleichen Körpern abspielt, nach dem Gesetze der umkehrbaren Vorgänge 
erfolgen, und es gälte überhaupt auch für umkehrbare Vorgänge die 
Beziehung 


28) dQ=#dS, 
sobald die Körper gleich sind, und die 
29) 60 <HBas, 


wenn die Körper ungleich sind. Es ist zu wenig über nicht umkehr- 
bare Vorgänge bekannt, als dass man sich über einen solchen Schluss 
bestimmt äussern könnte, er scheint mir jedoch nicht zu Gunsten jener 
Theorie zu sprechen. 

Wenn ferner der Vorgang zwischen den beiden Körpern sich 
adiabatisch abspielt, 8o scheidet einer der Körper — derjenige, der nur 
als Wärmequelle dient — eigentlich überhaupt aus, es kommt nur der 
Körper in Betracht, der den Vorgang durchmacht, dann aber ist die 
Gleichung 17), in der #’ und @’ sich gerade auf den passiven Körper 
beziehen, nicht recht verständlich, da es jeder beliebige Körper sein 
könnte, d. h. da #’ und @’ dann völlig beliebig sind. Wir müssen 
dann haben dS = 0 und = = 0, d.h. nicht umkehrbare Vorgänge 
verlaufen nach den Gesetzen umkehrbarer Vorgänge, wenn sie adiaba- 
tisch geschehen. Auch das scheint mir wenig wahrscheinlich zu sein. 

Wie die Theorie auf noch mehr besondere Vorgänge als zwei zu 
erweitern ist, braucht nicht mehr dargelegt zu werden. Herr Wiede- 
burg hat sie noch auf drei Vorgänge ausgedehnt, die Rechnungen 
sind ebenso geführt wie für zwei Vorgänge. Die Gleichungen unter 
13), welche der genannte Forscher „Zustandsgleichungen“ nennt, haben 
immer die nämliche Form. Sind die für die einzelnen Vorgänge der 
Entropie entsprechenden Grössen Mı, Dig, Ms; u. s. f., die der Tempe- 
ratur entsprechenden L,, La, Ly u. s. f., so kann man das System der 
Zustandsgleichungen schreiben: 
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as da, 


ed$ — ds — x (77) dt RLD ar u er ') dt — & dM, 
AM, 
d 
ce'dL,=dM, — (a) dt — gı ds + yi 1) dt — 92 daM, 


30) 
" _ 2 
+ rl 6r at: 


ea Lau," (“°) at dt — 9 as +Y1 (5 S\ dt — 93 "dad, 


Die Grössen #,, L,, La, Las, - - ., nennt Wiedeburg, einer von 
Ostwald eingeführten Bezeichnung folgend, Intensitätsgrössen. 

Zwischen den dCoöfficienten bestehen zunächst Bedingungs- 
gleichungen, welche es, wie im Falle zweier Vorgänge, ermöglichen, 
die eingeführte Energie als Differential einer quadratischen Function 
der Variabeln ®, L,, La, . . . darzustellen. Herr Wiedeburg nimmt 
noch andere Relationen als’ wahrscheinlich an, unter anderem solche, 
welche besagen, dass die „Widerstandsgrössen“ ®,,@,, ... unabhängig 
sind von der jeweiligen Intensitätsgrösse desjenigen Vorganges, mit 
dessen Differentialquotienten (ins Quadrat erhoben) das betreffende ® 
multiplicirt ist. Für zwei Vorgänge haben wir hiernach gemäss Glei- 
chungen 20) und 22) 


’ „ 
[?-8-- 
3l 
) k —g y" — 0, 
k"—g’y' _— 0. 


Aus dieser Beziehung folgt 
kK—=rcy", k'—rc"'y' 


und es werden die Widerstandscoöfficienten nach den beiden letzten 
Gleichungen unter 22) 


32) ag —=y"L, an —=Yy#®. 


Ich ändere nun die Zeichen etwas, indem ich die Accente durch 
ebenso viele Zahlindices ersetzee Wir bekommen alsdann!'an Stelle 
des Gleichungssystemes 18) 


Wiedeburg’s Theorie der nicht umkehrbaren Vorgänge. 367 


| dSs\2 =) 
[era an (ara tn (7 dt, 
33) 


p) 2 
GdAL=dM —rceYı (Ja rodS + 9% (7) dt, 


worin nur noch fünf Coöfficienten vorhanden sind. 
Das System 23) geht über in 


2 
dA —=9dS+ yl 7) dt, 


34) 
dA, — LdM+ 2(77) dt, 


und der Hauptsatz in 
2 
35) 0—=#dS— „L (2) dt, 
woselbst wieder 9’, 93, L’ sich auf die Wärmequelle bezieht. 


Die ® sind als Widerstandscoäfficienten bezeichnet worden, sie 
entsprechen dem w, welches in der Gleichung a) für Uebertragung 
elektrischer Energie vertreten ist. Bedeutet also in unseren jetzigen 
thermodynamischen Beziehungen M eine diese Uebertragung in der- 
selben Weise ergebende Grösse, wie die Entropie bei thermischen 
Uebertragungen, so wäre @, überhaupt mit w zu verwechseln. Nun 
soll @; = y,®# sein. Das bedeutet, der elektrische Widerstand von 
festen Metallen wächst proportional der absoluten Temperatur, und 
das entspricht bekanntlich sehr annähernd der Erfahrung. Zugleich 
ist für diesen Fall L = p = dem elektrischen Potential, und da 
@, = Ya ist, so würde der thermische Leitungswiderstand propor- 
tional dem elektrischen Potential wachsen, zu dem das Metall geladen 
ist. Dieser Schluss ist noch nicht geprüft und lässt sich auch nach 
Wiedeburg, angesichts des ausserordentlich hohen Potentials der 
Erde, gegen welches alle erreichbaren Potentiale bei geladenen Me- 
tallen nur gering sind, auch nicht hinlänglich prüfen. Jedenfalls glaubt 
der genannte Forscher, dass seinen Annahmen von der Erfahrung 
nicht widersprochen wird. 


Als zweites Beispiel für den Fall zweier Vorgänge diene ein eben- 
falls von Herrn Wiedeburg gegebenes. Ein an einem Ende ein- 
gespannter Stab werde an seinem unteren Ende tordirt und erfahre 
zugleich Wärmeänderungen. Neben 9, S muss von den anderen Varia- 
beln .Y Jer Torsionswinkel, L das Drebungsmoment der Torsionselasti- 
cität sein. Wir nennen den Torsionswinkel %, das Torsionsmoment T 
und haben also 
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IS \2 
ad9 — dS — rc, Ya 7) dt raar — 7, () dt, 


2 S\? 
„dl = dw—rcy, (F) dt — ra4S- y, 7) dt. 


Für constantes S, also ohne Rücksicht auf die Wärmevorgänge. 
folgt hieraus 


DaDs=ds — rap =) dt. 


also 
dv 
du =@(dT)s + ra? ar "at. 
’ Ä t 
Setzen wir einmal (47T); = + Ö, ein andermal (dT)s = — Ö 


und bezeichnen die zugehörigen dy mit dy; und dy_, so ergiebt sich 
dv ,\? 
= tadtran (gr) 


d4i_= — 6 +raYı (= dt. 
dt 
Hieraus folgt, dass die beiden dYy nicht entgegengesetzt gleich 
sind, vielmehr ist 


a0 + a6. = ran |)’ + (ey Jar 


Diese Ungleichheit ist kein neues Ergebniss, sondern eben schon 
in der Annahme, dass der Torsionsvorgang ein nicht umkehrbarer sein 
soll, enthalten. Sie muss aber so verstanden werden, dass der Torsions- 
winkel nicht wieder auf seinen ursprünglichen Betrag zurückgebracht 
werden kann, wenn man die gleiche Torsionskraft in entgegengesetzter 
Richtung wirken lässt, ganz so wie bei Deformationen mit „dauernden“ 
Formveränderungen. 

Die „elastische Nachwirkung“ aus dieser Gleichung herauszulesen, 
scheint mir nicht zulässig. Ebensowenig aus der integrirten Differen- 
tialgleichung 


d 2 
Ca (T— To) = UV — Un — Y(yfı |) dt, 
0 


denn die Differentialgleichung enthält nichts von der „Vorgeschichte“ 
des Stabes, also kann auch das Integral nichts davon enthalten. Viel- 
mehr giebt die Differentialgleichung eine quadratische Gleichung 


dy — 1 dv u 1 daT 
fr rc,Yı dt” ry, dt’ 
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also 
dd ı 1 y ı dT 1 
a dran Var + osriorg? 
und 


t — 
l 1 1 dT 1 
eat ae 
to 


Das Integral rechts hängt davon ab, welche Function T von t ist. 
Ist T' constant, so hat man 


vY—ıW%,=0 oder = (t—1,). 


rCayı 

Ist 7 proportional der Zeit, nämlich T— T, =at, so wird 
aT 
at 
irgend eine beliebige Function von t sein. Danach richtet sich das 
Integral, und von elastischer Nachwirkung ist darin nichts vorhanden. 
Das bietet also Herrn Wiedeburg’s Theorie nicht, und kann es auch 
nicht bieten, da nicht umkehrbare Deformationserscheinungen in der 


—= a und % — %, abermals proportional E — l.. Aber T kann 


allerverschiedensten Weise denkbar sind, und es hängt alles von a7 


dt 
ab. Der Unterschied gegen die gewöhnliche Theorie ist gerade darin 
zu sehen. In dieser bedarf es der Kenntniss, wie das Torsionsmoment 
mit der Zeit etwa varıırt, nicht für die Kenntniss des Torsionseffects, 
denn es ist % — %, = ca(T — To), in der neuen Theorie ist diese 
Kenntniss aber unumgänglich, was in der Wiedeburg’schen Be- 
handlung seines Beispiels gerade nicht hervortritt. 

Ferner haben wir 


dv\2 
(dd) = — rady + Yı (Tr) dt. 


Das gäbe den Wärmeeffect durch die Torsion. 

Beide Theile sind mir physikalisch nicht recht verständlich. Der 
erste Theil des Wärmeeffects würde besagen, dass, je nachdem ich im 
einen oder anderen Sinne drille, der Draht sich erwärmt oder abkühlt. 
Das ist wohl noch nicht beobachtet und bei homogenen Substanzen 
auch nicht anzunehmen. Der zweite Theil ist proportional dem Qua- 
drate der Torsionsgeschwindigkeit, von der Richtung der Drillung also 
zwar unabhängig, aber ganz so, wie der erstere, von den relativen 
Bewegungen im Drahte unabhängig. Also die Reibungswärme kann 
es nicht sein. 

Fasst man die Wärme als von der Art der lebendigen Kraft einer 
Bewegung auf, so würde dieser zweite Theil besagen, dass auch nicht 
molekulare, sondern gewöhnliche Massenbewegung Wärme ist. Das 
ist schon öfter behauptet worden. Indessen trifft das immer nur den 

Weinstein, Thermodynamik. II. 24 
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zweiten Theil; Bewegung selbst hat wohl noch Niemand für der Wärme 
entsprechend angesehen. Beide Theile also würden einen neuen, bisher 
nicht bekannten thermischen Effect der Torsion andeuten, scheinen 
mir aber beide sehr problematisch. 

Weiter ist als Gegenstück zum vorigen Effect 


as\? 
say =—radS+y, 7) dt. 

Das soll der thermisch-elastischen Nachwirkung Rechnung 
tragen. Doch weiss ich diese Gleichung ebenso wenig physikalisch zu 
deuten, wie die frühere. Dass das Torsionsmoment durch Wärme- 
vorgänge sich ändert, ist gewiss. Aber diese Aenderung wird aufgefasst 
als nicht durch die Wärmeänderung selbst, sondern durch die in Folge 
dieser Aenderung eingetretene Aenderung der molekularen Eigenschaften 
des Drahtes hervorgebracht. Dem trägt die obige Gleichung nicht 
Rechnung, sondern nur den unmittelbaren Wärmeänderungen. 

Endlich haben wir noch 


2 
ala), = dS — raYs (7) dt, 


was dem Früheren zu Folge zum Carnot-Clausius’schen Principe 
führt. 
Für die Reibungsvorgänge wird wohl, im einfachen Falle einer 
linearen Strömung, L, eine Kraft, M, eine relative Geschwindigkeit sein. 
Herr Wiedeburg bat ein Beispiel auch für drei Vorgänge ge- 
liefert, indem er zu den Wärme- und Elektricitätsvorgängen noch die 
„Härtevorgänge“ hinzunahm. In diesem Falle haben wir drei Wider- 
standsooefficienten: 
0, =aL, + a1, 
36) 9 —=b9 +bL, 
0 =(, La + GP. 


L, ist wie früher ein elektrisches Potential, L, eine Art Cohäsions- 
intensität, M, eine Elektricitätsmenge, M, eine Cohäsionsquantität. 
Man ersieht hieraus schon, dass es meist schwer ist, für den betreflen- 
den Vorgang bestimmte Definitionen der einzelnen Grössen auf- 
zustellen. 

Auch hier sind die Formeln ungemein schwer physikalisch zu 
deuten, und ich gehe deshalb darauf nicht weiter ein. 


Die Wiedeburg’sche Theorie ist hier sehr eingehend behandelt; 
in ihrem gegenwärtigen Stande ist sie offenbar sehr mangelhaft und 
schwer zu fassen. Es ist möglich, dass sie weiter ausgebildet werden 
kann. Namentlich wird man meines Erachtens die Beziehungen 
zwischen den Üoöfficienten aufgeben müssen, wie das der Urheber 
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dieser Theorie selbst andeutet. Es ist schade, dass es dem geistvollen 
Manne nicht vergönnt gewesen ist, seine Arbeit zu vollenden. 


Mit nicht umkehrbaren Vorgängen hat sich auch Herr Duhem 
beschäftigt’). Soviel ich aus seinen Arbeiten entnehme, in deneu — 
was bei der ausserordentlichen Schwierigkeit des Gegenstandes nicht 
auffallen kann — der Standpunkt oft gewechselt und die Ergebnisse 
viel nachgebessert sind, beruht seine Theorie in Folgendem: 

Es sei ein Vorgang bestimmt durch Temperatur und eine Va- 
riable x, die einen Dissociationsgrad, das Stadium einer chemischen 
Reaction, den Grad einer Härtung u. s. f. darstellen kann; so wird für 
umkehrbare Aenderungen angenommen (Bd. I, S. 101, Gleichung U,) 


- _ OF _ oF 
37) = -(%), U=rF—8(55), 
und es ist im Gleichgewicht 

c 
38) daW= — (=) ‚9a 
S, U, F sind Functionen von & und ®. 
Setzt man 
dW= — Xdz, 
so wird 
39) X ( o 
CZ/$ 


Aendert nun sich der Zustand des Systems so, dass die Variabeln z, 
% und das X übergehen inz + 62,9 + 6%, X + 6X, so wird, 
wenn der neue Zustand abermals ein Gleichgewichtszustand ist, 


40,) öW'= — (X + 6X)d(x + 6x) 
—_ F@+62,9+69) 
m ( cC(z+6x) FRE +2) 


oder auch, weil die Differentiation nach x + Öx nichts anderes ergiebt 
als die nach x 


‚__% oF cr 
wIW=—,, B + (52),02 + (F5 ‚se |,a« + da), 


indem die Entwickelung nach dem Taylor'schen Satze auf die linearen 
Glieder beschränkt wird. Hieraus folgt 


!) In einer Reihe von Aufsätzen über dauernde Aenderungen und die 
Thermodynamik, erschienen in Ostwald’s Zeitschr. f. physik. Ohem. Bd. 22, 
S. 545; Bd. 23, 8. 193; Bd. 28, 8. 577; Bd. 88, 8. 641; Bd. 34, 8.312; Bd. 85, 
8. 680; Bd. 37, 8. 91. 


24* 
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ar Elch 
— (EF\ 951 2. |[c 
= (Fr)? && I .,® 


Ist diese Beziehung für X, die als äussere Kraft bezeichnet werden 
kann, erfüllt, so stellt auch die zweite Lage eine Gleichgewichts- 
lage dar. 

Herr Duhem macht nun die Annahme, dass für die studirten 
Systeme jede reelle oder virtuelle Aenderung, die aus einer 
stetigen Aufeinanderfolge von Gleichgewichtszuständen 
besteht, eine umkehrbare ist. Die Gleichung 41) ist also Be- 
dingung für diese umkehrbaren Vorgänge. Ist nun ein Vorgang nicht 
umkehrbar, so wird im Allgemeinen auch die Gleichung 41) nicht 
stattfinden. Herr Duhem setzt dann an 


2) 9X= RZ =[& 9 Hraamı02 


woselbst |öx| den absoluten u von öx angiebt, und diese Glei- 
chung soll gelten, wenn ein nicht umkehrbarer Vorgang aus einer Auf- 
einanderfolge von Gleichgewichtszuständen besteht. Das ist also die 
Grundgleichung der Duhem’schen Theorie für den besonderen Fall 
einer Variabeln neben ®. 

Sind mehrere Variabele LVE BES vorhanden und ihnen ent- 
sprechend mehrere Kräfte X,, X, ... (wobei „Kraft“ lediglich den 
Factor der betreffenden zugeführten äusseren Arbeit bedeutet), so wäre 


or &@F 
In I + a Hama 


4) ö 


» 


[23 


+ nt the 
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4X _@F 

de Öm 
Die durch diese Gleichung bestimmten Werte von F (f muss be- 
kannt sein) als Function von x und X bilden eine aufsteigende 


44) 


Isotherme. Nimmt z stetig ab, so wird |dz| = — dz und 
daX_aF 
44) True 


Das giebt die absteigende Isotherme. 

Man sieht hieraus, da f von Null verschieden sein soll, dass eine 
Isotherme nur aufsteigen oder nur absteigen kann. Dagegen können 
sich die beiden Arten Isothermen schneiden. Im Schnittpunkt haben 


wir, wenn die = durch + und — unterschieden werden, 


. ar 
) D,+ 2) ur] da 


F ist eine Function nur von % und ®, zeichnen wir also alle Iso- 
thermen beider Art, so liegen hiernach die Schnittpunkte gleicher Iso- 
thermen auf einer zur X-Achse parallelen Linie. Wo sich nun zwei 
solche Isothermen schneiden, kann z steigen oder fallen, also wird der 
Schnittpunkt ein Gleichgewichtspunkt sein. Bei möglichen isother- 
mischen Aenderungen verschiebt sich also durch Tempersturänderung 
das Gleichgewicht parallel der Kraftachse. Herr Duhem macht dazu 
die Hypothese 


46) aXdz>0, 
d.h. dass Kraft und Variable sich stets im gleichen Sinne ändern. 
Alsdann ist 
aF oF 
47) a t/>4 ga />% 


also. nnter allen Umständen 
» Fr 

cr >0 

nntlich (S 307), gegenüber umkehrbaren Vor- 

‚Stabilität des Gleichgewichts. Die gleiche Be- 

nüber umkehrbaren Vorgängen bestehen. 

die Vorgänge werden isobar genannt. 


Fr 
I ann 20 + ylaalı 


ar 


Br E 
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für absteigende Isobaren 


495) 0 = (u f)dz + — d®. 


Es gilt also das Nämliche wie von den Isothermen. Für die Sta- 
bilität eines etwaigen Gleichgewichtes hat Herr Duhem auch hier 
zuerst eine besondere Hypothese gemacht. In seiner letzten erschie- 
nenen Arbeit scheint er diese und die frühere allgemein durch die 
Hypothese zu ersetzen, dass die Function F(#®, x, 2, ...) — X,&ı 
— X,7g .. . ein Minimum sein soll. 

Bilden wir jetzt einen beliebigen endlichen Vorgang durch Inte- 
gration der Grundgleichung 42), so ist dabei zu beachten, dass |dz 
immer einen absoluten Werth darstellt, also nicht der Veränderung 
von x selbst entspricht. Deshalb zeichnen wir das Integral des letzten 
Gliedes aus durch ein Summenzeichen und haben, wenn dem Anfangs- 
zustand die Variabeln x, ©), Xo, dem Endzustand die x,, 9,, X, an- 
gehören: 


OF(m,81) _OF(z. 80) 


0) XL, —- = 7 DE + Z/(2,9, X)|de|. 
Geschlossen kann hiernach der Vorgang nur sein, wenn 
51) Zf(x, $, X) |dxe| = 0 


ist. Daraus und aus der Thatsache, dass |dx | immer positiv ist, folgt, 
dass in einem nicht umkehrbaren Kreisprocess f sein Zeichen minde- 
stens einmal wechseln muss, mindestens einmal muss / durch Null 
gehen. 

Nehmen. wir alle möglichen Kreisprocesse, so bekommen wir un- 
endlich viele Punkte, in welchen /f Null ist. Die Gesammtheit dieser 
Punkte, in denen also 


52) I(«, d, X) —=)( 


ist, nennt Herr Duhem eine natürliche Zustandsfläche In 
jedem Kreisprocess wird diese Zustandsfläche mindestens zweimal 
geschnitten. 

In der Gleichung 50) sei x, —= x + Öx und öx sehr klein, 
ebenso sei 8, —=#,-+ 6% und Ö6# sehr klein, dann ist auch X, — X 
sehr klein, somit 


03 F 02F 
X —- = 3, 0° + — 32.08, ———68 +2/(2, 9, X) |de|. 
Der Vorgang sei isobar und isothermisch, so wird X, — X, = 0, 
69 — 0 und 
Ef(z,®, dx] 
53,) nn ler 


0x: 
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Öx ist die dauernde Aenderung der Variabeln x, diese ist also von 
derselben Grössenordnung wie |dz |. 

Wir können den Vorgang auch endlich nehmen, er muss dann 
so beschaffen sein, dass die dauernden Aenderungen von x klein sind. 
Ist er auch isobar und isothermisch , oder, falls er nicht genau iso- 
thermisch und isobar ist, sind die Aenderungen von Temperatur und 
Kraft noch klein gegen die Aenderung von x, so gilt die obige Glei- 
chung auch für solche endliche Vorgänge. Wenn auch noch die 
Aenderungen so ablaufen, dass überhaupt x, 9, X jeder Zeit von den 
Anfangswerthen nur wenig verschieden sind, so haben wir unter den 
vorgenannten Uınständen !) 

53 nn ERME I] 
öx2 

Es ist angenommen, dass auch bei nicht umkehrbaren Vor- 
gängen 

02F 


da? 


ist. Alsdann hängt das Zeichen von %, — x, von dem von fab. Da 
die Fläche f = 0 die Gebiete positiver und negativer Werthe dieser 
Grösse f scheidet, so ist die dauernde Aenderung &, — x, positiv oder 
negativ, je nachdem der Vorgang auf der einen oder anderen Seite der 
natürlichen Zustandsfläche liegt. Schneidet sein Weg die Zustands- 
fläche, so kann die dauernde Aenderung in dem einen oder anderen 
Sinne ausfallen. 

Das Anwendungsgebiet einer solchen Gleichung ist darum ziem- 
lich beschränkt, denn beispielsweise sind alle Vorgänge, die sich Kreis- 
vorgängen nähern, ausgeschlossen, weil bei diesen / während des Vor- 
ganges mindestens einmal sein Zeichen wechseln muss. 

Geschieht der Vorgang so, dass stets f(x, 9, X) — 0 ist, dass 
also die Curve, welche ihn darstellt, ganz auf der natürlichen Zustands- 
fläche liegt, so ist der Vorgang umkehrbar, also alle reversiblen, 
umkehrbaren Vorgänge liegen auf der natürlichen Zu- 
standsfläche. Entfernt sich der Weg nur sehr wenig von der 
natürlichen Zustandsfläche, wobei er sie, wenn er einem Kreisprocess 
angehört, ınindestens zweimal schneiden muss, so ist der Vorgang zwar 
nicht mehr genau reversibel, aber (abgesehen von Vorgängen explo- 
siver Art) nahezu reversibel. Solche Vorgänge werden „pseudorever- 
sibel“ genannt. Solche pseudoreversible Vorgänge sollen sich so ver- 
halten wie reversible, also der Gleichung genügen 


!) Die Bedingungen sind hier etwas anders und schärfer gefasst, als von 
Herrn Duhem geschehen. " 
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| Ro —= $(x, #ı) — S(au 9). 


Wie sich Vorgänge, die weder reversibel noch pseudoreversibel 
sind, gegenüber dem Carnot-Clausius’schen Principe verhalten, 
scheint Herr Duhem, der letzterschienenen Arbeit zufolge, unent- 
schieden zu lassen (s. auch S. 352). 

Bleiben wir also noch bei den pseudoreversiblen Vorgängen. Es 
ist die aufgenommene Wärmemenge 


JdQ =dU— Xda. 
Für solche Vorgänge besteht sehr angenähert die Gleichung 


a9, XD) =0, 
also, wenn wir daraus X berechnen, die 
X=9(9). 
Ferner ist 
oF oF oF oF 
o2F o2F 
somit 
OF 02 F 0? F 
— (I I__9 __ — —9_.—_ 
so) Ja=(7 . 0) da — 8 I, a8. 


Diese Gleichung, durch ®# dividirt, soll ein vollständiges Integral 
geben, also ist 
0 /190F o?F 5) _ ) =) 


08 \8 02 92098 9) 0x \09 


woraus folgt 
1/02 F cg 1 /0oF _ 
5) 5 (5 38) la) 


Bei umkehrbaren Processen mit p als Kraft und v als Variabeln 
ist diese Gleichung wegen 


oF 
i=y=-ıI1-=, 
identisch erfüllt. Sonst habeu wir, wenn 
oF _ 
05 7 
gesetzt wird, nach 55), 
oY 
d 28 — (7) Z— 0, 


also durch Integration 
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log» — loyd — pP’ (a), 
wo @' nur von « abhängt, und es wird 


nm n} 


0 
v=;, 


—y=#%yp(). 


Indem man für @ (x) schreibt 7) = 22 und für —9o@-+ F setzt F(x,9), 


wird 


05.9) 
56) X=y9= = 
Das entspricht genau der Form für umkehrbare Processe, woselbst 
mt X = — y z=vdapm= — oz war. Da wir gesetzt hatten 
Ö =—tdo + F, 
so ist, weil @ von ® nicht abhängt, 
eF s 
PT Ya + Q, 
somit 
- _: 08 98 


also dieselbe Function von 75 wie bei umkehrbaren Processen von F. 
Schreiben wir ferner analog wie für umkehrbare Processe, woselbst 


U=F-+JBS ıst, 
53) U=-5% + JP6S, 


so wird die der Entropie entsprechende Function © 
2.08 

59) JS=— 5 

und für Vorgänge 

AN _ 36 

60) ey —d ©. 

Das heisst pseudoreversible Vorgänge sind genau so zu behandeln 

wie reversible, für welche die freie Energie % und die Entropie © ist. 


Wir nehmen als dritte Variable v hinzu, so giebt die Gleich- 
gewichtsbedingung gegen mögliche umkehrbare Vorgänge, falls auf 
den Körper ein allseitig gleicher Druck wirkt, 


OF (x, v9) _ _ 
ev P- 


Besteht neben dieser Gleichung, die immer bestehen muss 
(Seite 305), auch die 


61) 
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cF 
— in 
ex 


so nennt Herr Duhem dasGleichgewicht ein vollständiges, anderen- 
falls ein theilweises. 

Ferner wird die freie Energie so gerechnet, dass sie in einem 
Gleichgewicht, welches mit Bezug auf einen möglichen isothermischen 
umkehrbaren Vorgang stabil ist, ein Minimum darstellt, so dass 


62) ($ F); = 0, (63 F)s > 0 
ist, woraus folgt, dass wir haben müssen 
63) Em + 20 adv + 2 807 > 0, 


Da die Aenderungen Öx, Öv möglich sein sollen, müssen sie auch 
reell sein. Folglich ist 
OF 02F 02F 
64) 022 002 - (5) > 
Aber es ist auch (Seite 307) 
0° F 


65) FyT 


>0, 
somit muss sein 
c?2F 


66) Fe] >d. 


d7 en kann positiv oder negativ sein. 
Nun haben wir für zwei benachbarte isothermisch - isopiestische Zu- 
stände 


Die entsprechende Grösse 


_ _OFlav,®) _ 9OFlc +dx,v+6V,®) 
Ov ’ u O(v + Öv) ’ 
woraus folgt 
02 F oF \ 
OF, 1. . . . .: 
den ist positiv, somit haben wir gleichzeitig 
0? F 0x 
68) | Oxv >®, ov <o0; 
0? F 0x 
| Ox0v <<» 0v >. 


Die aufgenommene Wärme ist allgemein 


JöEQ—=ÖU+pÖbv 


oF 
U=F— (5), 


und da 
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ist, wird 


9) IQ [7 — 8 (5 ‚|+»% 


oF as |/oF\ | 
In isothermischen Vorgängen ist somit 
= 02 F 
dv v8 (55; et En 5 8°) + pöv 


oder wegen des Werther von p 


70) JQ= 57 da 2 (0; 82 + 9°)" 


Bei vollständigem Gleichgewicht soll or = (0 sein. Dann wird 


0x 


71 Jo (5 ö OF; 
a9 (500° rt 0). 


Endlich, wenn der Vorgang auch noch isopiestisch ist, nach 67) 


®” /@F 0F 0? F 3) da 


100-4 


An ar (dw 0n do 5800 dvde 


0v? 
Im allgemeinen Fall führen wir an Stelle der freien Energie das 
thermodynamische Potential ein. Da F= © — pv ist, so haben wir 


(5). 7, weil 9 und 9 unabhängige Variabele sind, also 
‚fo 0» 
SU —= dB — ölpı) — 90 (5 15 88, 
woraus folgt 
73) JIQ—=d® — % 12.59 — vöp 
ey 
o®D 
2 (0 - #55) — vör 
oder | 
7) J0Q0= dr +25 88 4 65 89 — 5 98 
2 020 
8 (5 05 0® +; 5: 2 2,05 öp) — vöp 
_ 0® c® OD _ 020 
6x 62 et EEE a7 TE + 092 2 
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Für einen isopiestischen Vorgang wird hieraus 


o® 
75) 79=(7, — 5) de ® Er D 98, 
und wenn auch die Temperatur constant ist, 
o® 62 
76) 0-(—? 555) 8° id 


Die Grösse ® ist als Function von x, p, 9 aufgefasst, indem wir 
darin die Variabele v9 mit Hülfe der Gleichung 61) eliminirt denken. 
Nun ist, indem v als Function von x, p, 9 eingesetzt wird, 


0o® OF OF 0» Ov 
a u mtr 
Also haben wir wegen 61) auch 
o» cF 
m 62 02’ 
und entsprechend 
o® 
7 
8) Fr} =v, 
o® oF 
05 


Die erneute Differentiation ergiebt 


2 MF aF oo 
0x2 ° 0x2 0x:0v 0x’ 


2 _ dv 
Op?  0p' 


2 OF, OF © 
09 09 !' 99er c0#’ 


80) 2 _ OF, @Fw_OaF , GF 
0209 0209 | Qz0v 08 Odez ' 290 dx’ 
%B _&@F 
0200 Oxov' 


02® 0F ov 
0x PET Oxdv Op’ 
u.8 f. 


De ferner aus der Differentiation von 61) folgt 
02 F Oöv op c?F 
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so bekommen wir nach den Gleichungen unter 80) und den Un- 
gleichungen 63) bis 66), 


ca® c?F zz) 1 1 = 02F 


dar Gar mir) af arlıee ie 
ov? ov? 
cC?F\? 
zu (z 5) | >o0 
0?® oV 1 
op? ©p 9 F <o 
82) Cp3 

02 020 02 
On dp 5) <o 

0? F 
02 0200 < 
0x0p cr > 

cv? 


Die Hauptgleichung 61) nimmt nun Herr Duhem auch in diesem 
Falle als für nicht umkehrbare Vorgänge gültig an. Ebenso müssen 
die Gleichungen 69) bis 76) bestehen bleiben. Die anderen Beziehungen 
werden dem früheren Fall entsprechend abgeändert. 

Die Nichtumkehrbarkeit bestehe mit Bezug auf die Grösse x, so 
wäre für nicht umkehrbare A nach ” 


ar, 
0x? er r 
Diese Gleichung kann auch in eine solche des thermodynamischen 


Potentials verwandelt werden, indem wir die Gleichgewichtsbedingung 
nach v aufgelöst denken. Wir haben dann 


83) 0X= x + —— 68 + —— ör + f(v,9,X)jör|. 


u 


0 — 2” Ör +2 0 + 2° 


und erhalten 
c?F 02F cv 
4) IX- (55 + Oxcv 22) da 


OF 0v 
| 
+ tan Mid. 


Tee 
DrchT 0z0vc9 


Also zufolge der Gleichungen unter 80) 


c2® 0?® 02® 
85) tt en Ööp +9(x,92,9,X)!Öx], 


Die Gleichung entspricht genau der für F\ 
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Isotherme Vorgänge 
0? PP, 
= —— Öö Öö 
6  dX=- O2 + rt N ldel, 


und falls sie auch isopiestisch sind 


0?® n 
87) X = —— dr +g" (&,X)|dr|. 
0x: 
Für die isothermisch -isopiestischen Curven gilt also alles für den 
früheren Fall Angegebene. 
Geschieht der isothermische Vorgang ohne Beeinflussung der Ver- 
änderlichen x durch eine Kraft ni so haben wir 


88) 0 = ———6p + — D 52 +9" (a,p)|öe]. 


Die einzelnen Glieder können also nicht alle gleiches Zeichen haben. 
Bei umkehrbaren isothermischen Vorgängen ist 

c?2® 

ax > 
und ebenso bei nicht umkehrbaren nach den Gleichungen unter 82). 
Herr Duhem erweitert diese Gleichung auf nicht umkehrbare, indem 
er setzt 


0?® „ 

89) Im trıam>®, 
a® n 

90) 922 9 (x, p) >d. 


Die Function g ist also nicht willkürlich, sondern für Zustände stabilen 
Gleichgewichts entweder positiv oder zwar negativ, aber dann absolut 
kleiner als I 

einer als >; - 


Ferner ist 


= = + s) Öx + 27% — FR; für aufsteigende Isothermen, 


9) 0?® 
— (<—— — g)Ö6 eo 25 bstei 

0 ( 52? g) cH+ 57 = p für absteigende Isothermen, 
Ersetzen wir darin p durch ®, so gelten die Gleichungen für auf- 
steigende bezw. absteigende Isopiesten. In beiden Fällen haben wir es 
mit Curven zu thun in der x, p-Ebene bezw. x, $®-Ebene. Wird die 
Grösse x durch eine Kraft X beeinflusst, so handelt es sich um iso- 
thermische bezw. isopiestische Flächen mit den Coordinaten x, p, X 
bezw. x, 9, X. Endlich haben wir auch isobarische Flächen mit den 
Variabeln x, p, 9. Die Gleichung 


92) S«v9, X)=0 ode 9(x,», #9, X) = 
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giebt nicht mehr eine natürliche Zustandsfläche, sondern eine unend- 
liche Zahl solcher Flächen, und zwar isothermisehe, isopiestische (oder 
isometrische) und isobarische. 

Bei isobarisch-isopiestischen Vorgängen haben wir 


93) (9) = 0, 


also eine natürliche Zustandslinie in der Ebene x, 9. Jeder umkehr- 
bare Vorgang muss auf seinem Wege mit dieser Linie zusammenfallen. 
Der Vorgang kann in sich zurücklaufen, wenn diese Linie Schleifen 
bildet. Die Linie theilt die Ebene in zwei Gebiete, deren eines positiven 
Werthen von g entspricht, während das andere negative hat. Da, wie 
früher, geschlossen werden muss, dass in einem Kreisvorgang 9 minde- 
stens zweimal sein Zeichen zu wechseln hat, so muss ein nicht umkehr- 
barer solcher Vorgang die Linie 9 (2,9) = 0 mindestens zweimal 
schneiden. Ist der Vorgang nicht auch isobar, so wäre 


9(&,#, X) = 0 


die natürliche Zustandsfläche, und es träfen wieder alle früheren 
Schlüsse zu. 
Die Differentiation dieser Zustandsgleichung ergiebt 


2 de + = dd + =. dX=0, 
somit, wenn wir den Vorgang auch isothermisch machen, 
09 
CX °x 
Tg 
oX 
daraus folgt 
09 _ oX 09 
02 08 0X 


2 0X 
Ist der Vorgang so geartet, dass x mit X wächst, so wird Fr >o0 


sein. Herr Duhem macht nun offenbar die Annahme, dass die Func- 
tion g mit x wachsen soll. Alsdann ist 


9 —o, 
Rn 


5 I Nimmt umgekehrt x mit wachsen- 


dem X ab, so haben wir zugleich os <0, also abermals —— > 7 
Somit sollen allgemein für isothermisch-isopiestische Vorgänge die Be- 
ziehungen gelten 


negativ. 
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og 
% ax <° 
22 > 0 für wachsende z, 2 <0 für fallende =, 


Sodann haben wir für isopiestische Vorgänge, der Gleichung 53,) 


nachgebildet: 
00) nn aD. 
K2 

Der Nenner ist nach 89) positiv, Z|d=| ist ebenfalls positiv, also 
hängt das Zeiohen von &, — x, von dem von g ab, und zwar ist es 
dem dieser Grösse entgegengesetst. Im Grunde genommen enthält dig 
obige Gleichung nichts weiter als eine Definition, sie setst fest, wann 
die Grösse x als wachsend anzusehen ist, oder falls dieses feststeht, 
wann 9 negativ oder positiv gerechnet werden soll. 

Pseudoreversible Vorgänge giebt es auch bei solchen Vorgängen, 
die ausser von der Kraft noch von drei Variabeln abhängen. Geometrisch 
zu versinnlichen sind sie wie im früheren Falle, wenn mindestens eine 
der Variabeln als solche herausfällt. 

Die weiteren allgemeinen Auseinandersetsangen des Urhebers 
dieser Theorie sind ungemein verwickelt. Das Wesentliche ist jedooh, 
wie der Leser auch hier die Umwandlung einer Ungleichung in 
eine BlaegnEE \ 2) gilt en umkehrbare Vorgänge, 
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setzen, wird, wenn wir als Variabele nunmehr I wählen 
X=90h 
und die freie Energie wird eine Function von !,g, ® sein. Die Ab- 


hängigkeit von q wird vernachlässigt. Indem wir die freie Energie 
mit 90, multiplieirt denken, ergiebt die Duhem’sche Theorie nach 42) 


@F ©F 
1120 = ale (Sn dl + 3795 20) + 7’Gn106,8)j8l. 
Es wird nun angenommen, dass das Gesetz, welches den Vorgang 
regelt, von Länge und Querschnitt des Drahtes unabhängig ist. Als- 
dann muss 
!' 0,0 1n6,8) = 91, f(,6,®) 
sein, somit 
5 Fyıır 59 + 709181). 
dm ws "9 


Die natürlichen Zustände sind bestimmt durch die Fläche 
(6,9) =0. 


Wir nehmen aber an, dass der Vorgang isothermisch bei der Tem- 
peratur ©, geschieht, dann ist 


ar 
6 = 5 814 50,8 
und die Zustandslinie 
/06,9)=0 


liogt in der 1,6- Ebene. Da im Coordinatenursprung I = 6 — 0 ist, geht 
die Zustendslinie von diesem Ursprunge aus. Die ! seien Ordinaten, 
die 6 Abscissen. 
Es wird nun angenommen, dass die Zustände so lange stabil sind, 
Is die Dilatation eine gewisse von der Temperatur abhängige Grösse 
hreitet, darüber hinaus sollen sie Jabil werden. Ist also f 
live Grösse, so lassen zufolge 533) die sehr kleinen unver- 
n Schwankungen der Temperatur und der Spannung die 
abnehmen bis zu einem bestimmten Werthe. Haben wir 
#< 0, so nimmt die Länge des Drahtes und die Dilatation 
u, entweder ebenfalls bis zu einem bestimmten Grenzwerth, 
les Manss hinaus. Herr Duhem glaubt hierin die Er- 
d elastischen Nachwirkung sehen zu sollen, so lange es 
n der Dilatation handelt. Die Beobachtungen er 
n.auf dio fortschreitende Verlängerung eines Drahtes, 
ter mässiger Belastung hält, und auf die fort- 
eines Drahtes, der nach einer mässigen Be- 
"emperatur und Spannung des Drahtes sollen 
2 5 
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nur innerhalb sehr enger Grenzen hin und her schwanken. Wenn 
kein Grenzwerth vorhanden ist, kann die Verlängerung stetig fort- 
schreiten. Nun haben wir, indem ® als constant angesehen wird, 
N) _ Fr für die aufsteigende natärliche Zustandslinie, 
m” +f 


= „für die absteigende natürliche Zustandslinie, 


--- 


Nach 89) und 90) ist der Nenner positiv; da für diesen Fall f negativ 
sein sollte, so wird 


ar 
gs, 
@,-( 
Die Spannung © nehme um eine Grösse @ zu oder ab und gehe darauf 
wieder auf den ursprünglichen Werth 0, zurück. Dann ist, falls @ einen 


kleinen Betrag hat, 
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Wir haben aber 
Dr\20f dr osF 
du a8) di 2/ Zu Im 4 


u (er) 


Der Nenner ist positiv, das Zeichen hängt also ab von dem Zeichen 


des Zählers. 
Ist die Aenderung pseudoreversibel, so haben wir f = 0 zu setzen. 
Dann bleibt 
of 
au = — 2na 2 
ı @F\® 
(er 


und es hat u entgegengesetztes Zeichen wie “ Da letztere Grösse 


positiv oder negativ sein kann, vermag die Grüne 54 {7 ebenfalls positiv 


oder negativ zu sein, so dass die Deformation ich FREE oder 
verzögert, je nachdem die Function f mit wachsender Dilatation ab- 
nimmt oder zunimmt. 


Ferner haben wir für a = 0, also für gleichmässiges Fort- 
schreiten der Dilatation in pseudoreversiblem Vorgange 


Das würde besagen, dass f in Bezug auf ! überhaupt constant ist, 
was bedeutungalos ist. Allgemein aber kann G=- = 0 sein, entweder 
@oder % Nülliist, was eben zur Folge hätte, dass die Spannung 
haupt nicht schwanken soll, oder wenn 
"öf _,„,@F OF 2 
‚a zu am +" 
jung zwischen den Grössen 7 und 0, und stellt 
ne dar. Die Linie trennt zwei Gebiete von 
Deformationen an, die sich in Folge von 
gen der Spannung um einen Mittelwerth 
noch verzögern. Von den beiden Gebieten be- 
i die sich in Folge solcher Schwankungen be- 
» solehe, die sich verzögern. Da die Gleichung 


sh erfüllt ist, s0 geht diese Grenzlinie durch 


Y= 


338 Zwölfter Capitel. 


denjenigen Punkt 7,05, für welchen die Dilatation den Grenzwerth hat, 
unterhalb dessen der Zustand stabil sein kann, oberhalb dessen er 
labil ist. Die Coordinaten dieses Punktes sind eben die aus den 
Gleichungen 


zu berechnenden, und die Grenzlinie schneidet die Zustandslinie in 
diesem Punkte. 

Ist der Vorgang so geartet, dass sein Weg die Grenzlinie schneidet, 
so bringen die Spannungsschwankungen zuerst verlangsamte Defor- 
mation hervor, dann gleichmässig sich ändernde, zuletzt beschleunigte 
Deformation, alles in Abhängigkeit von der Spannung 6, um welche 
die Schwankungen geschehen sollen, und der zugehörigen Dilatation. 

Da letztere je nach der Stelle des Drahtes verschieden ist, so wird 
auch die Geschwindigkeit der Deformation in Folge Schwankungen 
längs des Drahtes variiren. Wie sie variirt, hängt nun von fund F 


ab. Sind und die freio Energie so geartet, dass 34 ponitir ist, a0 


nimmt die Geschwindigkeit der Deformation längs des Drahtes nach 
oben hin stetig ab. Findet das Umgekehrte statt, so wächst sie nach 
oben hin stetig an. Nun nimmt mit wachsender Dilatstion zugleich 
der Querschnitt ab. Giebt es also im Draht eine Stelle, für welche die 
Dilatation rascher wächst als für die sie umgebenden Stellen — was 
von der Natur der Functionen F und f abhängt — so wird an dieser 
Stelle die Dilatation am raschesten ansteigen, der Draht wird also 
daselbst den Querschnitt rascher verkleinern als an anderen Stellen 
und eine Einschnürung erhalten, die gegebenen Falls das Zerreissen des 


Drahtes herbeiführen kann. Das wird dort geschehen, wo au ein 


ol 
absolutes Maximum hat, während es zugleich negativ ist, also für 
"u ou 
In = 0, FI <o 


In ähnlicher Weise behandelt Herr Duhem die Umwandlung des 
Schwefels in verschiedene Modificationen, die Erscheinung der Härtung 
der Metalle u. s. f. Auf einiges die Legierung der Metalle Betrefiende 
kommen wir noch zurück. Alles thut nur dar, dass man in die Theorie 
das hinein interpretiren kann, was die Erfahrung bietet. Indessen ist 
damit doch schon etwas gewonnen. 

Die letzte zu erwähnende Theorie ist von verschiedenen Forschern 
bearbeitet. ienfassende und erweiterte Darstellung hat 
Herr Lad um so lieber 
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vor, als ich selbst schon vor mehr als 15 Jahren eine ähnliche Theorie 
entworfen habe, die nur, weil ich sie nicht anzuwenden wusste, bei 
Seite gelegt wurde. Der Grundgedanke ist der nämliche, der Max- 
well bei der Ableitung seiner grossartigen Theorie der elektromagne- 
tischen Erscheinungen geleitet hat, nämlich die Benutzung der 
Lagrange’schen Gleichungen der Mechanik, die auch aus dem 
Hamilton’schen Princip abgeleitet werden können, indem den 
Grössen, die daselbst vertreten sind, umfassendere Bedeutung ver- 
liehen wird. 

Es sei der Zustand eines Systems bestimmt durch die unabhän- 
gigen Variabeln q9,, 9% --., 4n und deren Differentialquotienten nach 
der Zeit, die wir gı, 94 --+ Qn nennen. Die von aussen auf das System 
geleistete Arbeit bei einer virtuellen Aenderung der Variabeln ist 


96) —dW=- 2 Pöy,, 


woselbst P; die „Kraft“ ist, welche die Aenderung der Variabeln % 
bewirkt. 

Die Energie U soll abhängen sowohl von den Variabeln als von 
ihren Veränderungen mit der Zeit, wir bezeichnen sie deshalb mit einem 
anderen Buchstaben T und setzen hiernach 


oT oT ,%, 
97) Tut Ati 


Endlich nennen wir die vom System während einer Zeiteinheit auf- 
genommene Wärme Q. 

Nunmehr ergiebt das Hamilton’sche Princip für einen Vorgang 
im Zeitabschnitt t, — t,, an dessen Anfang und Ende Variationen nicht 
mehr möglich sind, 


121 
98) [erT—- ZB. — JQ)d=o. 

bo 

Wir betrachten zunächst den Fall einfacher Wärmeleitung. Die 

Wärme Q kann dann in ein Element des Körpers nur durch die Ober- 
fläche eindringen; nennen wir dO ein Element dieser Oberfläche, Q’ die 
eine Einheit derselben treffende Wärmemenge, (Q', n) den Winkel 
zwischen der Richtung des Wärmestromes und der nach innen ge- 
zogenen Normale an d0, so ist 


99,) = [[Q’eos(g‘, n)do 
und in bekannter Umwandlung 

,— ([((%& | °% ı %% 
09, = ||| (SE + + Eur, 


falle dv ein Raumelement des Körpers bedeutet. Ist der Körper, wie 
wir annehmen, sehr klein, so geht das über in 
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99,) = (FE + +2 Se) ar. 


Oz, Qy Q; sind die Componenten der Wärmemengen. In diesem Falle 
also haben wir 


100) Ifer- >) Pig — ( 0: , 20 2 + e)arl dt. 


t 

Die Grösse T ıst unbekannt; man weiss nicht von vornherein, wie sie 
von den einzelnen Variabeln abhängt. In Bezug auf eine solche Va- 
riabele, die Temperatur, vermögen wir aber aus dem Vorgang reiner 
Wärmeleitung eine Angabe zu machen. Allem nach, was wir hierüber 
wissen, hängt nämlich die Wärmebewegung nur von der Temperatur- 
änderung ab, nicht von der Beschleunigung oder Verzögerung, mit der 
diese Aenderung vor sich geht. Daraus folgt bei Berücksichtigung der 
Hamilton’schen Gleichung, dass Ö /' von einer Veränderung von 9 
unabhängig sein muss. Hiernach ist T nur noch Function von ®, nicht 
mehr von #. Wir bezeichnen jetzt die Variabeln ausser 9 mit £&,, 
&,, ... und ihre Differentialquotienten nach der Zeit mit &1, & ... Dann 
ist also 


101) IT=, 00 + I; + DE J: 


— öoW= >; PH 
6Q = Q’/59 +6, 


woselbst ÖQ’ nur von den Variationen der £ abhängen kann. Die 
Wärmeleitung ist ein nicht umkehrbarer Vorgang, wollen wir auf die 
bekannten Gleichungen zurückkommen, so müssen wir für nicht um- 
kehrbare Vorgänge Q° — 0 ansetzen. Also die Hypothesen, die wir 
bis jetzt gemacht haben, sind 


oT 
ag = — 0 für alle Vorgänge, 
102) 00 
5» — 0 für nicht umkehrbare Vorgänge. 


Im Falle reiner Wärmeleitung soll T auch nicht von den &’ abhängen. 
Ferner haben wir für wirkliche Vorgänge, welche in der Zeit variiren, 


__. d# __dE 
9 - dt, =, dt. 


Die Hamilton’sche Gleichung geht also über in 


oTas oTdk Q; x 2%: 
IL at +; dt ul + du + av| dat 


to 
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und wir bekommen, wenn als Variabele nur die Coordinaten angesehen 
werden, 


103) 


os 


Nun bedarf es für diesen Fall noch einer Hypothese über die Ab- 
hängigkeit der Grössen T und Q;, Qy, Q; von der Temperatur. Diese 
besteht darin, dass man setzt 


Fr 
— (0% 9% ı 0% 
- 3( ++ av. 


T—=JucaBddV, 


0% 

104) 0: = + a eu +2 +5. 
0° 0% 
4 = 7, ta te 2: 


Alsdann giebt die chung 103) sofort die Fourier’sche Gleichung 
für die Wärmeleitung. Von allgemeiner Bedeutung sind nur die Hypo- 
thesen unter 102); die anderen sind besondere Hypothesen für den be- 
sonderen Fall einer Wärmebewegung. Erstere behalten wir also all- 
gemein bei. 

Wenn wir in der Hamilton’schen Gleichung 98) ÖQ ersetzen 
durch &R;ö6g;, indem wir mit R;Ö g; diejenige Wärmemenge be- 
zeichnen, welche bei Aenderung der Variabeln q; um Ö g; aufgenommen 
wird, also 


105) 69Q9=Z&Rödy 


setzen, so geht diese Gleichung über in 


t 
106) jr — za 4 TRyögldt = 0, 
woraus in bekannter Weise die Lagrange’schen Gleichungen folgen 
oT oT 
107 5) a a JR=0. 
TARKT: 


Diese führen, ebenfalls in bekannter Weise, zu dem Princip der Er- 
haltung der Kraft, indem sie ergeben 


108) J$Q=d5T— ZPög, 


der erste Hauptsatz der Thermodynamik. Wir theilen nun die Energie 7' 
in zwei Theile, einer U® soll nur von den Variabeln abhängig sein, der 
andere 7° auch von den Veränderungen dieser Variabeln, dann ist 
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oT° 
109) ıT=%, 208 +5 FR+ DZ + DIE - 68; 
ion 
+ I ;E r d5 


Wir machen jetzt eine weitere uynoihon über die Gesammt- 
energie T, nämlich, dass 7°’ von ® nicht abhängt, setzen also auch 


oT° 


110) #7 0 für alle Vorgänge, 
so dass ist 

CE 
111) IT= 2, HIT + DT 364 DE Ö. 


Ferner nennen wir den Theil der Benmtehn welcher einem etwa 
umkehrbaren Theil des Vorganges angehört, Q°, den anderen, zum 
nicht umkehrbaren Theile gehörigen Q’; die entsprechenden R sollen 
R’ und R’ heissen, so ist also 


112) 699=d5Q9 +ö" = ZERöEH + LZRÖE + RP, 
da nach der zweiten Hypothese unter 102) der nicht umkehrbare Theil 
der Wärme von der Temperatur nicht abhängen soll. 
Nunmehr wird, indem man setzt 
oU! or’ 
O8: 


das Hamilton’sche Princip 


&ı 
114) > GE 65 + DE L: + >: — DD) PE 
do 


ou , _ 
+ (38 7 umso — mul dt=v. 
Da die Variation der Temperatur von allen anderen Variationen unab- 
hängig ist, muss schon sein 

ou® 


—_ ao 0 
115) a5 IE 


113) 


und dann bleibt 


tı 
oT’ OF 
oT? _ OF id, | di 
116) SGE+35-* —JIR;) ö8 + Di Ei 0. 
In umkehrbaren Vorgängen sind die R’ = 0, ferner kommen die 
Differentialquotienten der Variabeln nicht in Betracht, sobald solche 
Vorgänge lediglich als solche beobachtet werden, die von Gleichgewicht 
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zu Gleichgewicht führen (S. 372). Es kommt also überhaupt die ganze 
Grösse 7 nicht in Betracht, da der von den Variabeln allein abhängige 
Theil als in F’ mit eingeschlossen angesehen werden kann, U? ist dann 
die ganze innere Energie und gleich U. Somit hätten wir 


117) \($- ” + D)öb=0 
t, 
und, weil alle Variabeln unabhängig sein sollen, 
or 
118) K= 7% 
Setzt man jetzt 
g® S os 
0 — = — 
119) R ur EN R= » > 12 


80 = 92258 +35 du 808, 


wo also 5 eine neue Function bedeutet, so hat man nach 115), indem 
U’ jetzt mit U bezeichnet wird, 


OU 0 
120) an 
und nach 113) 
or' oU 08 
somit nach 118) 
cU 08 C oF 
22 = — — J9 
2) Be TU TD= 


Die Gleichungen 120) nnd 122) sind die bekannten Grundformeln der 
Thermodynamik für umkehrbare Vorgänge, in denen S die Entropie, 
F' die freie Energie bedeutet. Man darf aber nicht ausser Acht lassen, 
dass in Folge der Gleichsetzung von 6Q° mit 96 S das zweite Princip 
der Thermodynamik schon eingeführt ist. Also ohne dieses Princip 
sind die Gleichungen 120) und 122) nicht abgeleitet und auch auf 
diesem Wege nicht ableitbar. (Vergl. Bd. I, Abschn. 12.) 

Die Hauptgleichungen, welche diese Theorie eigentlich ergiebt, 
sind die 115) und 118), also 


oU 
123) Ze 
oF _ oU 
P, = — JR!. 
oE c& Ri 
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Dass eine Function S existirt, als deren Differentialquotienten nach den 
0 d 

betreffenden Variabeln sich die Grössen = und = darstellen lassen, 

ist rein hypothetisch und bedeutet eben den zweiten Hauptsatz der 

mechanischen Wärmelehre für umkehrbare Vorgänge. 

Von nicht umkehrbaren Vorgängen haben wir den der Wärme- 
leitung schon betrachtet und zur Ermittelung der Abhängigkeit der 
Energie T von ®’ benutzt. Den Vorgang der Reibung zu untersuchen, 
ist: nicht mehr nöthig; das ist bereits in der Darlegung der Theorieen 
von Kirchhoff und Maxwell geschehen (Bd I, 7. Cap., dieser 
Band, Abschn. 60 und 67). Die Kirchhoff’sche Theorie insbesondere 
hat ja unmittelbar die Gleichungen der Mechanik und Thermodynamik 
zur Grundlage. Wir nehmen den Vorgang der Diffusion, bei diesem 
bewegen sich zwei oder mehr Substanzen in einander. Wir nehmen 
der Einfachheit halber nur zwei Substanzen an. Für beide zu- 
sammen wird gesetzt 


t 
12) [ON HIN + HIW —-EPRR— IN 0 
En 

Von der Reibung bei der Diffusion sieht Herr Natanson ab. Die 7° 
setzt er an als die lebendigen Kräfte der Bewegung der Tbeilchen, 
die U als die Arbeiten bei der Ausdehnung der einzelnen Substanz- 
elemente in Folge der Bewegung, die P als die äusseren, und Druck- 
kräfte, welche auf die Elemente wirken. Sind also dV,, dV, Raum- 
elemente der einen und der anderen Substanz, iı, 4, die entsprechenden 
Dichten; p,, p3 die Drucke; X,, Yı, Zı;5 X, Ya, Zg die Componenten 
der äusseren Kräfte; do,, do, Flächenelemente, %,, %., %ı, Ua; Yg, Wa die 
Geschwindigkeitscomponenten, so wird hiernach angenommen. 


ST’ — 3 IImarı (u Ho? + w, 


125) 1 
y 3 WaÄAV, (u +V + ww). 
In— — avın, (a + 06y, + a), 
126) 0% eyı O8 
0Ör oöy 0068 
o__ 2 2 9 
u [farm (Gar + +) 


127) S,Pö$; = fe av, Ada + Yıdyı + Z108)) 
+ (mar, (ön, + Höy + 200) 
— (Ip: 46, [cos(n,,x)6x, + cos(n,,y)dyı + cos(n,,2)Öe] 
_ |(pas, [e08(ng,2)Öx3 + c0s(ns,y)Oys + c08(m,2) 6 e]. 
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Wenn die beiden Elemente dV,, dV, sich in einem Moment an 
einer und derselben Stelle befinden, so gehen sie im nächsten Moment 
aus einander. Es wird nun angenommen, dass dabei Wärme entsteht 
oder verbraucht wird, welche von der Geschwindigkeit des Auseinander- 
gehens abhängt. Die als Aequivalent der Energieänderung also auf- 
tretende Wärmeänderung wächst dann proportional der lebendigen 
Kraft, der relativen Bewegung der beiden Substanzen, so dass wir 
zunächst hätten 


128) oı"=+ um 4a y [Wü — u) — Ö2,) 
+ (ww vu) —Oy) + (ww) (dr —Ö2,)). 


A entspricht dem Diffusionsquotienten, dV kann eines der beiden 
Raumelemente bedeuten. Man hat nun durch partielle Integration 


out — (I»ı 40, [cos(n,,z)öx, + cos(n.,y)öyı + c08(n.,2)Ö0 2] 
+ (Narn 2 or: öx, +3 se 9yı +3 op nn), 


und ähnlich öU}. Die Flächenintegrale heben sich gegen die in den 
Ausdrücken für & P;ö&,; auf. Ferner hat man beispielsweise 


1 j 
I fman our = [[{marımdu = (f{marım 2572, 


und 
t, 


Mlfnen= 
— If} u,udV, d21) — Me Fi a 92) dt. 


Das Hamilton’sche Princip gilt aber unter der Festsetzung, dass alle 
Variationen im Beginn und am Ende des Vorganges Null sind, also fällt 
rechts das erste Glied fort. So erhalten wir 


h, tı 
[ra = -[[|fmarı (Ge 85 + GE 00 + Ga 80) at 


b, 0 


und ähnlich das Integral von 6 7). Alles zusammen wird 
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4 nennt er mit Lord Rayleigh die Dissipationsfunction. Beträgt 
diese Function für die Masseneinheit 4’, so gilt für die Masse M 


133) 4= |frar. 


Irreversible Vorgänge sind nun wesentlich natürliche Vorgänge. Wie 
am Beispiel der Wärmeleitung und der Diffusion klar wird, zielen sie 
auf Ausgleiehung vorhandener Ungleichheiten und führen zuletzt zu 
stabilem Gleichgewicht. Es verzehrt sich also auch die den Vorgängen 
äquivalente Wärmeaufnahme oder -ausgube. Die Geschwindigkeit, 
mit der dieses geschieht, hängt von der Aenderung der Dissipations- 
function, also von “ 
Forscher drei Momente an, die den von Maxwell (Bd. I, S. 277 ff.) 
in seiner Gastheorie allgemein für Aenderung in Gasen festgesetzten 
nachgebildet sind, nämlich Aenderung, welche die unmittelbare Be- 
rührung mit der Aussenwelt hervorbringt, Aenderung durch äussere 
Fernkräfte, Aenderung durch innere Vorgänge. Wir haben dann ganz 
so wie in der Maxwell’schen Gastheorie, indem wir alles auf Mittel- 
werthe durch den ganzen Körper beziehen, und «, v, w die Com- 
ponenten der Massenbewegung, &, 7, & die der Molekularbewegung 
nennen (Bd. I, S. 278, Gleichung 1,) 


es, ab. Für diese Aenderung nimmt der genannte 


139) u “2 u dar) + in + Me 
Fr Zen 
+# 22, 

‚also 

ie (jetz EZ) ar 


+ [(fr Er +28) ar 


DI 
le Gror 
ll’ schen Gastheorie bereitet das dritte Glied die 
iten. Es wird über dasselbe eine Hypothese 
von mir im ersten Bande, Seite 291 dieses Werkes, 
it. Nämlich es wird gesetzt 
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Dass eine solche Hypothese selbst in der Theorie der Gase nicht immer 
ausreicht und nicht immer ausreichen kann, ist ebenda, Seite 292, be- 
merkt (vergl. Gleichungen 91). Die Grösse 7 ist die „Relaxations- 
dauer“. Demnach ginge die innere Veränderung des Wärmevorganges 
proportional diesem Wärmevorgange selbst vor sich und umgekehrt 
proportional einer von der Beschaffenheit der Körper abhängigen 
Periode. 

Wenden wir uns wieder zum Fall der Diffusion. Hier verzehrt 
sich offenbar der Vorgang, wenn die Geschwindigkeiten ausgeglichen 
sind. Daher setzt man 


17 4= 3 ||| Ammartın ut + — 00° + mw 


(wie schon früher bemerkt). 
Wir haben nun nach der Maxwell’schen Theorie der Diffusion 
(S. 345, Gleichungen 14) im ersten Bande) 


Du, Du 


Tu bus (ts — in), 7 tan 4), 
138) za sp — u) au - m 
2 =bdulu — u), zu = bu (wı — 1%), 
also 
Du a) = Amt 
139) ur = nn tm) 
Yu m = aut m) 
und es geht die Gleichung für 4 über in 
— _![ff_ar_ 4 .) Pe 
1er 
+) 4 0 m], 


141) 


ef r r 
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lebendige Kraft der ganzen Bewegung nicht beeinflusst wird, haben wir 


1 D 


12) 5 Naruto tod tm ++ 


Hut +R+EH] = 


Darf man nun die Aenderungen D wie gewöhnliche Differentiale 
behandeln, so ist Du’ —= 2u, Du,, somit nach den Gleichungen 138) 


> 
t 


— (\fom nn [m — ur + 0 — me + @ — wi] ar. 


Also auch 


12 (ferner rn) + nr] 


— (for. Us [@ — u)? + m — v)? + (w — =] daV. 


Nlarfnu+ tet ++ |) 


Früheren Annahmen aus der kinetischen Theorie der Körper zufolge 
ist aber das dreifache Integral in der ersten Zeile dem Wärmeinhalt 
der beiden in einander diffundirenden Substanzen proportional, das 
dreifache Integral in der zweiten Zeile ist proportional /, somit dient 
diese Function in der That, die Aenderungen dieses Wärmeinhaltes bei 
Diffusionsvorgängen zu ermitteln. 

Diese Theorie ist sehr elegant und sehr allgemein, denn sie umfasst 
nicht bloss die Statik, sondern auch die Dynamik der Wärmevorgänge. 
Aber ihre Anwendung ist ebenso voll unsicherer Voraussetzungen, 
wie die der anderen Theorieen. Das kann auch gar nicht anders sein, 
da uns der Mechanismus der Vorgänge in der Natur noch gänzlich 
verhüllt ist. Zu Erfolgen gelangen wir einstweilen nur, wo ein Ein- 
blick in diesen Mechanismus entbehrt werden kann, wie bei den 
umkehrbaren Vorgängen, wo zwei Hypothesen genügen, uns der Noth- 
wendigkeit dieses Einblickes zu entheben. Bei den nicht umkehrbaren 
scheint es für jeden Vorgang noch besonderer Hypothesen zu bedürfen. 
Nach meinem Dafürhalten wird der Weg über dem Hamilton’schen 
Prineip, berser über dem der kleinsten Wirkung, wohl der gangbarste 
sein, solche Hypothesen einzuführen und in die Eigenart der nicht um- 
; ‚kehrbaren Vorgänge einzudringen. Es mangelt übrigens auch an 
fünem ausreichenden experimentellen Studium dieser Vorgänge. Scheint 
"gar zweifelhaft, ob nicht die Diffusion ein umkehrbarer Vor- 
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72. Thermodynamische Kinetik. 


Die thermodynamische Kinetik als Lehre von den Vorgängen 
bei Veränderungen der Körper zerfällt in zwei Theile. Der erste be- 
trifft die Veränderungen selbst, und hat seine Erledigung in den 
früheren Abschnitten schon gefunden, denn im Wesentlichen handelt 
es sich um nichts anderes und kann es sich um nichts anderes handeln, 
als um die Bedingungen für das Gleichgewicht, das heisst für bestimmte 
Zustände, in denen sich die Producte der Veränderungen erhalten 
können. Der zweite Theil beschäftigt sich mit dem Gange der Ver- 
änderungen, und mit diesem Theile haben wir es nun zu thun. Hier 
tritt als neue Grösse die Zeit ein, wodurch wir die Geschwindigkeit 
der Veränderungen ermitteln. 

Von vornherein ist klar, dass die Thermodynamik allein nicht 
ausreichen kann, die Gesetze, welche diese Geschwindigkeit regeln, zu 
begründen, denn die Geschwindigkeit muss, ausser von den Wärme- 
vorgängen, von der Natur der Körper, welche bei den Veränderungen 
betheiligt sind, abhängen, ferner von den Kräften, welche die ver- 
schiedenen Körper in ihren Berührungsstellen auf einander ausüben, 
sodann von den äusseren auf sie einwirkenden Kräften u. »,. f. 

Für manche thermodynamische Vorgänge hat sich ein Ausdruck 
finden lassen, der die Kenntniss aller vorbezeichneten Umstände und 
Einzelheiten entbehrlich macht. Der Ausdruck gipfelt in der Ein- 
führung gewisser Grössen und Hypothesen, die physikalisch vorzustellen 
meist recht schwer ist. Dahin gehört der Vorgang der Wärme- 
bewegung selbst und der Wärmeabgabe bezw. Wärmeaufnahme. 
Jener führt zum Begriff der „Leitungsfähigkeit“ der Substanzen, und 
es ist schon bei Gasen nicht leicht, den Mechanismus dieser Leitungs- 
fähigkeit aufzufassen. Sie nimmt denn auch eine besondere Ansicht 
von der Wärme zu Hülfe, indem sie dieses Agens — in der alten 
Theorie — wie eine schwerelose alles durchdringende Flüssigkeit be- 
trachtet, deren Bewegung, soweit jene Leitungsfähigkeit in Frage 
kommt, nur von der Substanz abhängig ist, oder — in der neuen 
Theorie — als die lebendige Kraft der Molekularschwingungen der 
Substanzen ansieht, worin der Zusammenhang mit den Substanzen 
gleichwohl nur ein loser ist. Aus beiden Ansichten ergiebt sich dann 
eine Gleichung, die Fourier’sche, welche die Geschwindigkeit der 
Wärmebewegung, gemessen durch die Geschwindigkeit der Temperatur- 
änderung, in jedem genau definirten Falle zu berechnen gestattet. 
Aehnlich verhält es sich mit der Bewegung der Wärme nach aussen 
und innen; Newton’s sogenanntes Abkühlungsgesetz erlaubt es, jeder 
näheren Vorstellung von diesem Vorgange sich zu entschlagen. In 
dieser Weise wird aber meist in den Naturwissenschaften gearbeitet. 
Ueber die Bewegung der Wärme ist schon bei mehreren Gelegenheiten 
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gehandelt (Bd. I, S. 257, Bd. II, S. 73 und 276). Nun weitere Fragen 
auf dem Gebiete physikalischer und chemischer Vorgänge. Wie rasch z.B. 
gefrieren Körper? Es liegt eine grosse Zahl von Untersuchungen hier- 
über vor. Thut man eine Flüssigkeit in ein Rohr und stellt dieses in 
ein Bad, in dem die Flüssigkeit sich unterkühlt, so beginnt sie zu ge- 
frieren; im Allgemeinen schreitet das Gefrieren nach oben fort. Die 
Geschwindigkeit, mit der dieses geschieht, fand Gernez!) proportional 
der Unterkühlung, also, da der schon erstarrte Theil an der Berüh- 
rungsfläche die normale Gefriertemperatur hat, proportional der Tem- 
peraturdifferenz zwischen dem noch flüssigen Theile und dem schon 
starren Theile an der Grenzfläche zwischen beiden. Nennen wir die 
normale Gefriertemperatur 9,, die Temperatur der Flüssigkeit an der 
Grenzfläche 9, so wäre also nach Gernez 
dd 

ein Gesetz ähnlich dem Abkühlungsgesetze Newton’s. 

Später fand sich aus Untersuchungen J. Friedländer’s?), Tam- 
mann’s?) und Anderer, dass die Geschwindigkeit unterhalb einer 
gewissen Unterkühlung überhaupt constant ist, und erst von dieser 
Grenze ab nahezu proportional der Unterkühlung wächst. Das erstere 
ist noch dahin zu berichtigen, dass diese Constanz höchstens so lange 
bestehen bliebe, als die beim Gefrieren frei werdende latente Wärme aus- 
reicht, die Temperatur der Flüssigkeit zur normalen Gefriertemperatur zu 
heben. Ist das nicht mehr der Fall, so muss die Geschwindigkeit ab- 
nehmen und zuletzt Null werden. Indessen ist über die Grenze der 
Unterküählungsmöglichkeit überhaupt das Seite 190 Gesagte zu be- 
achten. Es bestände hiernach die Geschwindigkeitscurve des Gefrierens 
aus drei Theilen, einem aufsteigenden Theil vom Beginn der Unter- 
kühlung bis zu einem bestimmten Betrage der Unterkühlung, einem 
horizontal verlaufenden, von diesem Betrage der Unterkühlung bis zu 
einem noch grösseren Betrage, bei dem die frei werdende latente 
Wärme eben noch ausreicht, Erwärmung der Flüssigkeit zur normalen 
Gefriertenıperatur zu veranlassen, und einem abfallenden für noch 
grössere Unterkühlungen. Im Durchschnitt betrug der erste Grenz- 
werth der Unterkühlung für mehrere Substanzen etwa 15 bis 20°C. 
Folgende Zusammenstellung soll für die beiden ersten Theile der Curve 
den Gang der Geschwindigkeit beim Gefrieren von Benzophenon und 
Azobenzol darstellen: 


ı!) Compt. rend., Bd. 95, 8. 1278. 
!) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 23, 8. 826 ff.; Bd. 24, 8. 152 ff. 
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Benzophenon Azobenzol 
Unterkühlung | Erstarrungs- Unterkühlung | Erstarrungs- 
0 | Indi 1 mm 0 | hwindirkei mm 
C. geschwindigkeit Fo C. geschwindigkeit 20 


3,7 1,2 6,0 187 

8,4 12,3 10,8 330 
13,4 34,7 16,3 525 
17,8 50,0 20,5 542 
22,7 55,5 25,5 580 
28,0 549 30,3 600 
32,6 55,0 62 158 
37,2 54,3 11,0 323 
A 55,0 16,7 525 
18,2 50,7 20,6 560 
22,7 55,4 25,5 525 
28,7 55,4 29,9 560 
81,7 54,5 
87,7 53,7 
48,2 53,7 


In beiden Fällen beginnt die Constanz bei etwa 20°. Zugleich ist 
die Maximalgeschwindigkeit erheblich, bei Azobenzol sogar sehr gross. 
Das uns schon bekannte Salol zeigte dagegen eine sehr geringe Er- 
starrungsgeschwindigkeit, die im Höchstbetrage nur etwa 4,0 gab. 
Aehnlich Guajacol. Ueberhaupt beträgt die maximale Erstarrungsge- 
schwindigkeit bei 


Phosphor . . . 2... 8000 I. 
seo 
Azobenzol. . .». . 2.2... 570 „ 
Hydrozimmtsäure . . . . . 280 „ 
Dipbenylamin . ...... 112 „ 
Benzophenon . . ..... 5 „ 
Guajacol . . . 2 22200. 6, 
BSalol . . 2. 2 2 22000. 4 „ 
Betol . . . 2.2 2 2 0200. 1, 


Die Tabelle zeigt, wie ausserordentlich verschieden die Erstarrungs- 
geschwindigkeit für verschiedene Substanzen ist. Bogojawlensky!) 
hat noch eine sehr grosse Zahl anderer Stoffe untersucht. Das Er- 
‚gebniss stimmt im Wesentlichen mit dem eben angegebenen. Ausser- 
dem zeigte sich, wie nicht anders zu erwarten, dass Beimengungen 
sehr grossen Einfluss auf die Erstarrungsgeschwindigkeit hatten, indem 
sie sie meist herabsetzten. Der Einfluss nahm ab mit wachsender 


!) Zeitschr. f. phys. Chemie, Bd. 27, 8. 585 fi. 
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Unterkühlung, was dadurch erklärt wird, dass bei starker Unter- 
kühlung die Erstarung so rasch vor sich geht, dass die Beimengungen 
sich von dem Hauptstoff nicht mehr trennen können, so dass that- 
sächlich Gemenge erstarren. Bei geringerer Unterkühlung ist Zeit für 
die Scheidung der Beimengungen vorhanden. Weil diese Scheidung 
mit wachsender Unterkühlung abnehmen muss, scheint es, als ob das 
anfängliche Anwachsen der Geschwindigkeit diesem Umstande zuzu- 
schreiben sei, so dass bei ganz reinen Substanzen die Erstarrungs- 
geschwindigkeit sofort den Höchstbetrag erreichen und überhaupt nicht 
von dem Grade der Unterkühlung abhängen würde. Dementsprechend 
fand auch Herr Bogojawlensky, dass die Unterkühlungstemperatur 
für die Maximalgeschwindigkeit um so tiefer lag, je mehr Beimengungen 
die betreffende Substanz enthielt, was allgemein naturgemäss nur bis 
zu einem Grenzbetrage der Beimengungen gelten kann. 

Herr Tammann hat die Frage, warum die Erstarrungsge- 
schwindigkeit anfangs mit wachsender Unterkühlung wächst, einer be- 
sonderen Untersuchung unterzogen }). 

Er nimmt an, dass die Ursache nicht allein in den Beimengungen 
und der Lagerung der erstarrten Theile zu suchen sei, sondern vornehm- 
lich in der Langsamkeit der Wärmeableitung an der Grenze zwischen 
dem erstarrten Theile und dem noch flüssigen. Trifft das zu, „so 
müsste die Differenz zwischen dem Schmelzpunkt und derjenigen Tem- 
peratur, bei der die Erstarrungstemperatur unabhängig von der Tem- 
perstur wird, proportional sein der Schmelzwärme pro Volumeneinheit, 
dem Werth der maximalen Erstarrungsgesohwindigkeit und umgekehrt 
proportional dem Wärmeleitungsvermögen“. Dieses lässt sich nicht 
prüfen, wohl aber eine andere Folgerung jener Annahme, nämlich, dass 
die Erstarrungsgeschwindigkeit im betrachteten Gebiete anwachsen 
muss, wenn für rasche Wärmeabfuhr von dem erstarrten Theile nach 
dem flüssigen gesorgt wird. Herr Tammann hat dieses dadurch 
zu bewirken gesucht, dass er die Flüssigkeit zwischen einem Glasrohr 
und einem Metallrohr erstarren liess. Das Metallrohr bewirkte die 
stärkere Wärmeabfuhr. Die Vergleichung mit der Erstarrungsge- 
schwindigkeit in einem Glasrohr allein ergab in der That, dass durch 
Einführung des Metallrohrs eine Vergrösserung der Geschwindigkeiten 
erzielt war. Hieraus schliesst der Genannte, dass man einen noch 
grösseren Einfluss erlangen würde, wenn es möglich wäre — was nicht 
der Fall ist —, die innere Wärmeabfuhr zu steigern. 

Zu anderen Ergebnissen ist Herr Meyer Wildermann?) ge- 
kommen, sofern ich seine Auseinandersetzungen richtig deute. Wasser, 
in einem U-förmigen Rohre enthalten, wurde in ein Bad gethan, densen 
Temperatur, 9, tiefer war als die normale Gefriertemperatur 2%, 


I) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 29, 8. 51 ff. 
?) Daselbst, Bd. 30, 8. 341 u. a. a. O. 
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der Flüssigkeit... Die Unterkühlung beträgt #3 — %. Ist 9° die 
Temperatur, welche die Flüssigkeit unmittelbar im Gefrieren aufweist, 
so war dg — ©’ bis zu 40 und mehr Procent verschieden von der 
Unterkühlungstemperatur 98 — %,. Diese Grösse hängt natürlich ab 
von der Temperatur des Bades, der der Flüssigkeit, von der Weite des 
U-Rohres, der Leitungsfähigkeit zwischen den verschiedenen Sub- 
stanzen u. 8. f. Sie hat also nur specielle Bedeutung. Gleichwohl soll 
sie schon die Geschwindigkeit des Gefrierens unter den besonderen 
Umständen messen !). Zur Darstellung dieser Geschwindigkeit wurde 
zuerst die schon angegebene Formel benutzt 


dd 

dt =( (9% — 9), 
worin ® die Temperatur der Flüssigkeit an der Berührungsstelle mit 
dem gebildeten Eise ist. Später musste die Formel abgeändert werden, 


indem gesetzt wurde 
2) — (0, —-— (9 —#+K). 


Die Geschwindigkeit hängt also ab vom Abstande 9, — 9 vom Ge- 
frierpunkte und von der Unterkühlung, K ist eine Constante. Diese 
Formel hat sich auch für das Ausfallen von Eis und festen Stoffen aus 
Lösungen bewährt. So schwanken die Zahlen für C’ in einem Ver- 
suche über die Ausscheidung von Eis aus einer Lösung von KNH, 
zwischen 7,10 und 9,41. Ferner die entsprechenden Zahlen in einem 
Versuche über die Ausscheidung von KNO, aus einer übersättigten 
Lösung dieses Stoffes zwischen 8,83 und 10,07. In beiden Fällen 
waren die Schwankungen immerhin nicht unbedeutend. 
Die Integration der Gleichung ergiebt 


1 Zt H+tH 
Bst KE 7. —9 


Die Flüssigkeit habe zu Beginn des Versuches die Temperatur des 
Bades, sei also bis zur Temperatur 93 unterkühlt, so ist die Inte- 


3) Ci= + Const. 


. 1 K 
grationsconstante gleich — 5, LK log 5 ' also über- 
haupt 

1 9 — Be 9% —- 9 +K 
ı, __ 0 B B . 
(=, +rK 9% 5 #8 


Diese Gleichung zeigt, warum die Grösse K hat eingeführt werden 
müssen. Ohne diese Grösse nämlich wäre der Ausdruck für t zur Zeit 
t = 0 unbestimmt. Daraus folgt aber selbstverständlich noch nicht, 


!) Hiernach scheint es, als ob die Grösse 9’ anders ermittelt ist, als in 
ien vorher dargelegten Untersuchungen. 
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dass diese Constante nothwendig vorhanden sein muss. Herr Wilder- 
mann selbst hebt hervor, dass diese Unbestimmtheit auch dahin ge- 
deutet werden kann, dass eben zur Zeit { = 0 noch keine feste Sub- 
stanz ausgefallen ist, während die Formel sich eigentlich auf den 
Zustand zu beziehen hat mit Flüssigkeit und fester Substanz, da sie 
ja das Anwachsen dieser beschreiben soll. 

Die Formel lehrt, wie rasch die Temperatur der Flüssigkeit von 
ibrem tiefsten Werth 93 anwächst, während Eis bezw. ein anderer 
fester Stoff ausfällt. Das Ansteigen der Temperatur ist eine Folge 
des Gefrierens, indem dabei latente Schmelzwärme frei wird. Wenn 
es sich um eine einheitliche Substanz handelt, wie gefrierendes Wasser, 
sollte 9 zuletzt gleich 9, werden. Die Formel lehrt aber, dass 
das erst nach unendlich langer Zeit eintritte Für den Ausdruck 
eines physikalischen Gesetzes kann ich sie nicht halten. Sie zu ver- 
bessern, liegt nahe, man hätte zu setzen 
4) T=l0"@&—94+E)5—-9+M) 

Alsdann wäre 

"_ 1 9, —9 9 —- + K 
2 HERR HR-E UK -ER—-I+ER 
"und die Zeit, wofür 9 = 9, ist, würde endlich. Setzt man 


%, +&k=dı, 9Bs+K=d, 


Bo folgt . 
I ’ ' 

o TERN, 

und das würde besagen, dass man als Grenztemperaturen nicht die 
Temperatur der Unterkühlung und die des normalen Schmelzens zu 
wählen hätte, sondern andere Temperaturen. Nach Herrn Wilder- 
mann gilt dieses also mindestens von der Temperatur der Unter- 
kühlung. Im übrigen ist die Gleichung als Näherungsformel ganz 
plausibel. 

Aehnlich behandelt der Genannte die Geschwindigkeit des Schmel- 
zens. Da diese offenbar auch von der Oberfläche abhängen muss, in 
welcher Flüssigkeit und feste Substanz sich berühren, setzt er sie 
d9 
dt 
woselbst & die Oberfläche bedeutet. Die Einführung der Grösse k 
heisst wieder, dass die Schmelzgeschwindigkeit so geschieht, als ob die 
Berührungsfläche grösser wäre, als sie thatsächlich ist. Vielleicht ist 
auch diese Formel abzuändern in 


8) er —9HR)E+N 


7) = en —M(E+N, 
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da sie sonst für # —= ®, ergiebt = w. Die Grösse # bedeutet bier 
die Temperatur des Eises an der Grenze gegen die Flüssigkeit. 

Die Constanten dürften ganz und gar von den äusseren Umständen 
abängen. 

Wildermann schreibt seinen Formeln eine weitreichendere Be- 
deutung zu, anscheinend auch für Verdampfung, Sublimation, Lösung 
und so fort. Das stebt dahin, denn sie ist lediglich aus ganz speciellen 
Versuchen abgeleitet. Andere Forscher sind ja darum auch zu anderen 
Ergebnissen gelangt. 

Als weiteres Beispiel nehme ich die von den Herren Noyes und 
Whitney!) untersuchte Auflösungsgeschwindigkeit fester Körper; sie 
bildet ein Gegenstück zu dem Beispiel der Ausfallgeschwindigkeit. 
Die Genannten haben gefunden, dass diese Geschwindigkeit unter 
allen Umständen mit wachsender Auflösung abnimmt. Sie muss 
selbstverständlich Null werden, wenn die Lösung gesättigt ist. Dem- 
gemäss setzten sie 


9) = _Al-—-9n. 


woselbst C die Concentration der gesättigten Lösung, & die zur Zeit t 
beobachtete Concentration ist. Geprüft haben sie die Formel durch 
Bestimmung der Concentration zu verschiedenen Zeiten und Berech- 
nung der Constante A, da A in jedem Falle bestimmt ist durch 


—1n _6_ 
7970-7 


In der That haben sie A, wenn Benzoösäure oder Bleichlorid gelöst 
wurde, immer nahezu constant gefunden, wiewohl die Zeiten £ bis 
zum Sechsfachen eines Ausgangsbetrages und die Concentrationen & 
bis zum Vierfachen eines solchen anstiegen. 

Die Formel von Noyes und Whitney entspricht der Diffusions- 
gleichung, und als Diffusionsvorgang haben auch die Genannten die 
Auflösung aufgefasst. Demnach steht zu erwarten, dass die Grösse A 
proportional sein wird der Oberfläche des sich auflösenden Körpers an 
der Berührungsstelle mit der Lösung. Diese Folgerung haben die 
Herren Bruner und Jolloczko ?) geprüft. Bedeutet F' den Inbalt 
dieses Flächenstückes, so sollte also sein A = A’F, wo A’ nunmehr 
eine Constante ist. Das und die Formel selbst fanden sie bestätigt. 

So einfach auf den ersten Blick die gegebenen Beispiele zu sein 
scheinen, so complicirt sind gleichwohl die Umstände, welche die Vor- 
gänge begleiten, denn diese hängen von einer Menge Aeusserlichkeiten 
ab. Am klarsten wird dieses, wenn wir den früher behandelten Vor- 


!) Zeitschr. f. physik. Ohemie, Bd. 23, 8. 689 ff. 
®) Ebend., Bd. 35, 8. 283 ff. 
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gang der Verdampfung nach Stefan’s Theorie (S. 187 ff.) betrachten, 
und doch sieht dieser einfach genug aus. Ich gehe aber über zur 
Ableitung, besser Angabe, eines allgemeinen Gesetzes, welches die 
Geschwindigkeit molekularer Umlagerungen betrifft, also die Geschwin- 
digkeit von Reactionen, von Umsetzungen von Phasen in einander. Die 
letzt behandelte Auflösungsformel steht schon damit in Verbindung, 
und eigentlich gehören hierher auch die Aenderungen des Aggregat- 
zustandes, da diese vielfach mit Molekular-Dissociationen und -Asso- 
ciationen verbunden sind. 

Es seien % homogene Phasen vorhanden, die sich in A’ andere 
ebenfalls homogene Pbasen durch irgend welche Reactionen chemischer 
oder physikalischer Natur umsetzen. Die Molekulargewichte der 
k Phasen bezeichne ich mit m,, Mg, -.., Mx, die Molekelzahlen, die 
in einem gegebenen Moment an der Reaction betheiligt sind, mit 
N, Na, ::» Nr. Die entsprechenden Grössen für die Phasen nach der 
Reaction sollen mı, mg, ..., me bezw. Ni, Na ..., N genannt werden. 
Dann muss offenbar zu jeder Zeit sein 
10) d(N,m + Nm, +: + Mm) = d(Nim + Nama 

++ Neme). 

Wenn die Reaction so vor sich geht, dass immer nur die nämlichen 
Phasen an ihr betheiligt sind und immer nur die nämlichen Phasen 
entstehen, so sind die m constant und die N variabel. Nothwendig ist 
das aber selbstverständlich nicht, es können bisher passiv verbliebene 
Phasen in Thätigkeit treten, andere, die activ waren, in Passivität ver- 
sinken; es können neue Phasen entstehen und entstandene Phasen 
schwinden oder unverändert bleiben und so fort. Daraus folgt, dass 
die vorstehende Gleichung nur Bedeutung für den jeweiligen Moment 
hat, dass allgemein aus ihr nichts weiter zu schliessen ist, als was sie 
selbst besagt, nämlich dass durch keine Veränderung die Masse ver- 
mehrt oder verringert werden kann. Demgemäss hätten wir 


11) dM—=dM. 
Die entstandenen Phasen sind an Masse soviel wie die geschwundenen, 
was selbstverständlich ist. Setzen wir 


aM _ aM , 


a urn 

so beissen v, v’ die Reactionsgeschwindigkeiten der sich in einander 
oder einseitig umsetzenden Phasen, und es ist für den bestimmten Vor- 
gang der Umwandlung von M in M’ 


12) 


v=Vv. 
Wenn die Umwandlung eine umkehrbare ist, so dass M’ sich in M 


verwandelt, so braucht darum die Geschwindigkeit nicht die nämliche 
zu sein. Heissen wir nunmehr die Geschwindigkeiten 
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J! 
13) En, Fe, 
so ıst abermals 
14) vu =dv, 
also auch 
15) v— u =vV’ — tv. 


Jedenfalls haben wir die Geschwindigkeit nur zu ermitteln für die sich 
umsetzenden Phasen oder für die Umsetzungsproducte. Und all- 
gemein ist diese Geschwindigkeit Function des jeweiligen chemischen 
und physikalischen Zustandes, 

Statt der Molekelzahlen führen wir die Concentrationen ein, also 
die Zahl Molekeln in der Volumeneinheit. Diese bezeichnen wir mit 
Cr Cy «0 CK bezw. Cı, C9, «+, Cr. 

Ist nunmehr eine bestimmte Phase von der Concentration cz bei 
einer Umsetzung in eine neue Molekel nur mit einer Molekel betheiligt, 
so wird sie um so eher sich daran betheiligen, je grösser ihre Con- 
centration ist. Man nimmt an, dass die Betheiligung proportional der 
Concentration wächst, in demselben Maasse muss die Geschwindigkeit 
der Reaction wachsen, denn mit jeder Molekel bethätigt sie sich an 
der Bildung einer neuen Molekel, die neuen Molekeln müssen also an 
Zahl um so rascher anwachsen, je mehr erforderliche Molekeln der be- 
treffenden Art vorhanden sind. Betheiligt sich nun eine Phase mit 
je Ya Molekeln an der Bildung der neuen Molekeln, so wird sie noch 
rascher erschöpft, das heisst die Reaction geht rascher vor sich, und 


die Geschwindigkeit muss proportional Ca sein. Wenn eine Phase 
sich nicht bloss an der Bildung einer Molekelart betheiligt, sondern 
an der mehrerer, so haben wir sie in Einzelphasen so zu zerlegen, dass 
jeder Theil nur bei der Bildung einer Molekelart thätig ist. Dadurch 
wird also nichts geändert, 

Nunmehr können wir folgenden Satz aussprechen: Setzen sich eine 
Reihe Phasen mit den chemischen Formeln A,, As, -..„. Ar und den 
Concentrationen C,, Cg, ».., Ck zu neuen Phasen mit den chemischen 
Formeln A,, As, ...., Ar und den Concentrationen Cı, (9, ..., Cw nach 
der Formel um 


16) v, 4A, +, 4 +. + =vA +VvA + + ve An, 
so ist die Umsetzungsgeschwindigkeit der ursprünglichen Phasen in 
‚diesem Sinne, ich bezeichne sie jetzt mit v;, 
17) v—=Ka'%"..% 

und die Bildungsgeschwindigkeit der neuen Phase ebenso gross. Kann 
die Reaction auch im umgekehrten Sinne (von rechts nach links) vor 


k 
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sich gehen, so hätten wir nunmehr als Umsetzungsgeschwindigkeit in 
die ursprünglichen Pbasen 

a) 
18) = Kkc c ln. 

Da nun, was in jedem Falle eintreten kann, auch wirklich ein- 
tritt, so gehen Bildungen der neuen Phasen aus den ursprünglichen 
immer zusammen mit Rückbildungen der neuen Phasen in die ur- 
sprünglichen vor sich. Daher ist die resultirende Geschwindigkeit für 
die thatsächlich verbleibenden neuen Phasen 


1. k ‚2 ,2 ‚ 
19) vv—ı. = Ka a% ..% — Ka a ... 


Reactionen bezeichnen wir nach van’t Hoff’s Vorgang durch Pfeile, 
die von den ursprünglichen Phasen zu den entstehenden gerichtet sind. 
Umkehrbare Reactionen sind also allgemein dargestellt durch 


20) 1, Aı + mA +. + A Zr Aı + vg Aa + -- + vr Ar. 


Für solche Reactionen gilt also die obige berübmte Gleichung. 

Wenn gerade so viel neue Phasen gebildet werden, als neue Phasen 
sich rückbilden, findet scheinbar gar keine Reaction statt, herrscht 
statisches oder dynamisches Gleichgewicht. Alsdann haben wir 


yı yr 


’ 
v v r kr. 


21) Kca'a” a 
Das ist also eine Gleichgewichtsbedingung. 

Für den Fall der Reactionen zwischen gasförmigen Phasen kennen 
wir sie bereits (Bd. I, S. 233, Gleichung 21,;). An der angegebenen 
Stelle ward sie aus thermodynamischen Betrachtungen in Verbindung 
mit bestimmten Annahmen über die Form der thermodynamischen 
Functionen abgeleitet. Es war daselbst auch schon hervorgehoben, 
dass sie allgemein für chemische Umsetzungen gilt. Hier folgt also 
der Nachweis. Dieser Nachweis nun ist ohne Bezugnahme auf 
thermodynamische Verhältnisse und die in Betracht kommenden Func- 
tionen geliefert. Er ist aber, wie sich gar nicht verkennen lässt, in 
keiner Weise streng oder auch nur genügend. In der That giebt es einen 
solchen strengen Nachweis für die allgemeine Richtigkeit der Gleichung 
nicht. Man könnte höchstens so schliessen: Da die Gleichung für 
ideale Gase sicher richtig ist und da Umsetzungen auch so vor sich 
gehen können und vor sich gehen, dass aus festen und flüssigen Stoffen 
Gase und umgekehrt aus Gasen flüssige und feste Stofle entstehen 
können, muss die gleiche Function, welche die Geschwindigkeit der 
Umsetzungen von Gasen feststellt, auch die der Umsetzungen von 
festen Stoffen und Flüssigkeiten regeln. Und so hat man auch ge- 
schlossen. Aber sobald man über die Gase hinausgeht, bietet schon die 
Interpretation der Gleichungen erhebliche Schwierigkeiten. 
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Vor Allem haben wir bei der Anwendung der Formeln die Con- 
centrationen als variabel zu betrachten, denn indem die Phasen sich 
umwandeln, müssen die Concentrationen der ursprünglichen Stotle 
abnehmen, die der entstehenden zunehmen. Indessen können nach 
der Ableitung die Concentrationen sich nur auf die Theile der 
Stoffe beziehen, welche bei den Reactionen mitwirken. Theile, die 
nicht mitwirken, kommen nicht in Betracht. Manche Stoffe wirken 
nun schon allein in Folge ihrer Gegenwart, katalytisch, sie nehmen 
aber an den Umsetzungen nicht Theil. Für sie könnte man die Con- 
centration als constant ansehen. Aber wie ist dann die Umsetzungs- 
zahl v zu bemessen, da anscheinend eine solche gar nicht vorhanden 
ist? Haben wir ferner feste Stoffe, so nehmen diese naturgemüss im 
Allgemeinen an Umsetzungen nur an der Oberfläche Theil, und zwar 
nicht im festen Zustande, sondern mit ihren Dämpfen, oder falls mit 
den Umsetzungen Verflüssigungen vor sich gehen, mit ihren Flüssig- 
keiten, sei es, dass sie als solche flüssig werden, oder dass sie sich in 
Flüssigkeiten lösen. Es gieht freilich Fälle, wo Umsetzungen die 
Masse der festen Stoffe selbst angreifen, wie bei der Umwandlung ver- 
schiedener Modificationen in einander, bei der Elektrolyse gewisser 
Substanzen u. s. f. Von diesen Fällen abgesehen, kommen also feste 
Substanzen für die Berechnung der Concentrationen nur insoweit in 
Frage, als Dämpfe von ihnen oder Flüssigkeiten vorhanden sind. Hier 
ändern sich nun .die Concentrationen nicht allein in Folge der Um- 
setzungen, sondern auch weil immer neue Dämpfe und Flüssigkeiten 
aus den festen Stoffen entstehen können. Ja, so lange noch ein hin- 
Iaoglichee Best von solchen Stoffen vorhanden ist, können die Con- 


, indem immer 
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weit sie verdampfen. Von festen Körpern ebenso wie von Flüssig- 
keiten solche, die in ihrer ganzen Masse sich umwandeln, oder soweit 
sie in Flüssigkeiten (durch Verflüssigung bezw. Auflösung), die ihrer- 
seits durch ihre ganze Masse sich umzuwandeln vermögen, übergehen, 
oder soweit sie verdunsten. Und die Concentrationen der Flüssigkeiten 
und der festen Stoffe können sich in ganz anderer Weise ändern als 
diejenigen der Gase. Sie können eine Zeit lang constant sein, sie 
können zunehmen, während die der Gase abnehmen, können abnehmen, 
wenn jene zunehmen, können sogar lüngere Zeit Null sein. Im letzteren 
Falle und im Falle der Constanz fallen sie aus den Formeln heraus, 

Auch hinsichtlich der Umsetzungsfactoren v liegen die Verhältnisse 
nicht so einfach, wie es den Anschein hat. Dass man bei katalytischen 
Stoffen zunächst zweifeln muss, wie man sie überhaupt anzusetzen hat, 
ist schon erwähnt. Es kann jedoch auch vorkommen, dass ein Stoff 
die Umsetzungszahl, mit der er sich betheiligt, plötzlich oder all- 
mählich ändert, schon deshalb, weil die Umsetzungen nicht bloss von 
den Stoffen abhängen, welche sich umsetzen, sondern auch von den 
Producten, in die sich die Stoffe umsetzen. Werden diese Producte nicht 
jedesmal entfernt, so wirken sie auf die ersten Stoffe ihrerseits ein und 
können so die Umsetzungen beeinflussen und unter Umständen nach 
ganz anderer Richtung wenden, wofür die Umsetzungszahlen andere 
Werthe bekommen. Und da diese Zahlen ganze Zablen sind, ge- 
schehen die Wendungen plötzlich, nicht etwa gesetzmässig im Laufe 
der Reactionen allmählich wachsend. Wir haben dafür schon Beispiele 
im Abschnitt der untersuchten Gleichgewichte kennen gelernt. Sind 
auch Stoffe nicht in äquivalenten Mengen vorhanden, so können gleich- 
falls plötzlich Wendungen in den Reactionen eintreten, wenn nämlich 
der eine oder andere solcher Stofle aufgezehrt ist. Also allgemein 
kann man auch die Umsetzungszahlen », v’ nicht als constant ansehen, 
und Gesetse für ihre etwaige Verinderung vermag man in den 
wenigsten Fällen aufzustellen. 

So sind zwar die Formeln anscheinend sehr einfach, ihre An- 
wendung aber ist Zweifeln und selten zu überwindenden Schwierig- 
keiten unterworfen. 

(Es kannwörkömmen, dass ein System von Phasen mehrere Arten 
n zulässt, alsdann bestehen die Gleichungen für jede der 
Es können ferner zwischen den Reactionsproducten 
u stattfinden, es können weiter die Reactionsproducte 
chen Phasen neue Reactionen eingehen. So haben 
regelmässigen Reactionen noch Reactionen mit 
igen (Nebenreactionen), Reactionen mit Folge- 
olgereactionen), Reactionen mit Gegenwir- 
sotionen) u. s. f£ Die Namen stammen meist 
» Die Geschwindigkeit t immer die Zunahme 
Wenn wir das ganze 
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Dabei ist jedoch zu beachten, dass das Gleichungssystem 27,) 
weiter reicht als dasjenige 26) und nicht etwa mit dem letzten x, 
dem x;, abschliesst, falls der v’ mehr vorhanden sind als der v. Wir 
haben vielmehr das System 27,) noch so fortzusetzen 


x = (Vi — Var) x + (York — Yx) x" + (Vor — 19) 0" +. »- 


— 4 ’ [4 „ ım 

’ ' ’ „ ’ m 
275) |&r +2 = — Vır+2% — Var+2% —— Vrrgt 
| Er — vr — vu" — VL" — +... 


Er +1 Ex+9 ++. Er bestimmen die zur Zeit t schon vorhandenen Con- 
centrationen der in den Reactionen neu entstandenen Molekelarten 
(für welche also gleiche sich umsetzende Molekelarten nicht ge- 
geben waren), während die CO, — 2%, (9 — 1, ..., C%& — 7 die 
Concentrationen bedeuten der zur Zeit t noch nicht verbrauchten 
(sich umsetzenden) Molekelarten. Mit Hülfe des Systems 27,) von 
Gleichungen geht noch das System 26) der Differentialgleichungen 
über in 


da’ \ J ' , ’ 
en =K'[G - Wı -vn)8 — (da va)" — (da —va)8" ...]" 


dt 
[G— (via - va) — (Va — Va)" — (vg — V)2"—] 8... 


dx | j 
er —=K"[O— (rı vH) — Ya —va)E" — (Yg) Va)" ...] * 
” de" [Os (d5— va da — (Vaa— Var)" — (Ya — Va)" —] * +» 
ei —K" [Cı (Yıı — Yıı) 2 — (V5} — vaı) 2" — (ds, _ veı) Zt. A 


[is—(v1—V 13)% — (Va — Vaa)& — (Va — vg) —.. 1 Ks ... 
u. 8 f, 


woraus erhellt, dass es sich in diesem Falle um ein System simultaner 
Differentialgleichungen für die x’, x”, x” u. s. f. handelt. Zwischen den 
v und v’ müssen übrigens diejenigen Beziehungen bestehen, welche die 
Stöchiometrie ergiebt. Aber wie früher bemerkt, können diese Grössen 
auch variabel sein oder während des Verlaufes einer Reaction variabel 
werden. 

Die Gleichungen umfassen Reactionen mit allen Wirkungen. So 
finden Nebenwirkungen mit Bezug auf gewisse Molekelarten statt, 
wenn diese Molekelarten zugleich in mehreren Reactionsgleichungen 
auf denselben Seiten auftreten, auf den anderen Seiten aber alle 
entsprechenden Molekelarten fehlen. Folgewirkungen und Gegen- 
wirkungen, wenn Molekelarten auf beiden Seiten zweier Reactions- 
gleichungen sich finden. Also wären zum Beispiel Reactionen mit 
Nebenwirkungen 


4, > 4, A 4; 
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Reactionen mit Folgewirkungen 
A +4 >L+As: Ar AL + 4: 

Katalytische Wirkungen können auftreten, wenn in einer Reaction 
eine Molekelart beiderseits in gleicher Molekelzahl oder auch in un- 
gleicher vertreten ist. Es ist also nicht ohne Weiteres zulässig, in 
Reactionsgleichungen Glieder gegen einander algebraisch wegzuheben. 
Herr Wegscheider führt als Beispiel die Zuckerinversion an. Die 
gewöhnliche Reactionsgleichung lautet 

Cie Hgs O,ı + H,O — 20, Hjs O;. 
Ueben die Wasserstoffionen katalytische Wirkung, so muss die voll- 
ständige Gleichung lauten 

CaH30, +H,0 +H- — 261,0, + H. 
Es ist hier 
v,=1, v5 =1, v5 =1, 14 =0; v1 =0, v8 0, v8 —1, vu=2, 
also 
sun mr, % =0 

und somit 

de’ 

di 
Dagegen wäre unter Fortlassung der katalytisch wirkenden Wasser- 
stoffionen 


— K( —- 1) — 2) 0. 


Ya = Vu = 0 
.,dd. „ 
und C, würde überhaupt fehlen. Demnach ist - Fran. diesem Falle 
nicht so gross wie im anderen. Nennt man übrigens die Geschwindig- 
’ 
keit unter Gegenwart katalytischer Wirkung 2 und ohne solche ee 
so wäre im obigen Falle, da dann auch die Constanten K’ verschieden 
sein können, wenn diese mit K,, Kg bezeichnet werden, 


TEN Hrn NG — 2) 


als wenn zwei Reactionen mit Nebenwirkung stattfänden : 
4, + A; — 2 A,, 
4A, + As + A — 24 + 4, 


denn diese geben 


29) 


da! ‚ 
Fr —K (C, — x) (Ca X), 
d ; „ , 
er = K' (C, — &) (C, Tg) Cz 


und beide zusammen die Form der obigen Gleichung. Das kann be- 
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liebig verallgemeinert werden. Immerhin ist die Wirkung katalytischer 
Substanzen sehr dunkel. Es ist schon bemerkt, dass für sie die „Con- 
centration“ eigentlich keine bestimmte Bedeutung hat, und es ist wohl 
auch sicher, dass vieles von der äusseren Gestalt abhängt, die in den 
obigen Gleichungen keinen Ausdruck findet. Approximativ werden die 
Formeln stimmen und sind übrigens in einigen Fällen als zutreffend 
nachgewiesen. 

Das Gleichungssystem unter 27,) ist ein in Bezug auf die 
x',x",x",...lineares. Hat man mindestens so viele ursprüngliche Phasen, 
als Reactionen stattfinden und denkt sich nun das Gleichungssystem 
nach den Grössen x’, x”, x”, ... aufgelöst, so darf die Nennerdeter- 
minante, nämlich 


' ! ’ 
YVj] —VYı 9a, — Var Var — Var». 


(4 ' ’ 
Ya — Via VYag — Vog Ve — Va... 


30,) 4 = ’ ' ' 
Vıs — Vıs Vag — Vag Vas — Vas -.. 


nicht Null sein. Verlaufen nun die Reactionen alle so, dass zu 
irgend einer Zeit {, so viele ursprüngliche Phasen wieder herge- 
stellt werden, als x, x", x”’,... vorhanden sind, so werden bei ihrer Be- 
endigung diese &,, %g, X ... Null sein. Sollaber dann das Gleichungs- 
system 27,) bestimmte Werthe für die #’, x”, x”, ... ergeben, so muss 
gerade jene Determinante verschwinden. Nimmt man nun noch ferner 
an, dass alle stöchiometrischen Verhältnisse während der Reactionen 
gewahrt bleiben, so ist eben die Determinante immer Null, also das 
Gleichungssystem 27,) allgemein nicht auflösbar. Daraus folgt, dass 
solche Reactionen nicht ohne Nebenbedingungen stattfinden können, 
wodurch mindestens eine der Gleichungen 27,) zur Zeit t = t, oder 
zu jeder Zeit identisch erfüllt wird. 

In allen anderen Fällen, in denen entweder ursprüngliche Phasen 
gar nicht oder nur theilweise erhalten bleiben, oder in denen die Zahl der 
möglichen Reactionen grösser oder kleiner ist, als die Zahl der ursprüng- 
lichen Pbasen, oder endlich, in denen die stöchiometrischen Verhält- 
nisse nicht unabhängig vom Verlaufe der Reactionen sind, bedarf es 
solcher besonderen Nebenbedingungen für den Zusammenhang der 
Reactionen mit einander nicht. Die Gleichungen 27,) dienen dann 
eben lediglich zur Ermittelung der Grössen z,, %g, %, - . ., denen sie 
immer an Zahl gleich kommen, aus den Grössen «', 2”, x",... Ob 
der letzteren mehr oder weniger vorhanden ist, als der ersteren, kommt 
dabei nicht in Betracht. 

Ferner ist die obige Determinante bis auf das Zeichen gleich dem 
Pan Aare beiden Determinanten 
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0 ’ ’ 
Yır Par Var --- Yın Var Var --» 


' 
Vıa VYag V33 ..o Ya VYa2 .u.o 


y. 
30,) D= ‚ D=| "” 


' ’ 1] 
VYı3 Vg93 Var.» Vıs Vo Vz --- 


Die Determinante f kann Null sein, wenn eine dieser Determi- 
nanten Null ist oder beide es sind. Nun ergiebt das Gleichungssystem 
26,) nach einer Logarithmirung 


dı' 
log Hr logK' = v,, log (G, — 1) + Vı3 109 (O, — 23) 

dat + 1013 lg (5 — 23) +» 
log © — log K" = 9, 109 (C, — a) + Yas 109 (0, — 2) 


at 
26,) uam + 95 lg (G— m) + 
x 
log an log K"—= v5, log(C, — 2) + Vs log (O5 —2;) 


+ 955 log ( — 2) +. 


Unter den gleichen Verhältnissen, wie sie bisher vorausgesetzt 
sind, darf also die Determinante D nicht Null sein, so lange alle Ge- 
schwindigkeiten von den entsprechenden K’, K", K'" verschieden sind, 
weil anderenfalls aus obigem System unbestimmte Werthe der 
log (Cı — 2), log (C3 — 2), log (Ca; — %5), .. . sich ergeben würden. 
Sind aber die Geschwindigkeiten auch nur in einem Moment den 
K', K", K"',... bezüglich gleich, so muss gerade D gleich Null 
sein. Also müssen die Geschwindigkeiten dann überhaupt immer 
constant und den K’,K",K'", ... gleich sein. Wir kommen so mit den 
Geschwindigkeiten der Reactionen in dieselben Schwierigkeiten, wie 
vorhin mit den Concentrationsänderungen der reagirenden Molekel- 
arten. Dagegen kann, falls die Reactionen nicht umkehrbar sind, 
D' Null sein, ohne diese Schwierigkeiten zu bewirken. Sind sie 
umkehrbar, so stehen D und D’ gleichberechtigt da, und üben den 
nämlichen Einfluss. 

Die x’,x2”,x"”, ... sind vollständig bestimmt durch die Differential- 
gleichungen unter 26) und die Bedingung, dass sie sämmtlich Null 
sind für {= 0. Findet vollständige Aufzehrung mindestens einer 
der Phasen statt, welche an den Reactionen activ betheiligt ist (für 
welche also die entsprechenden v nicht Null sind), so enden auch die 
Geschwindigkeiten der ganzen entsprechenden Reactionen mit Null. 
Diese Schlussfolgerung verblüfft ein wenig, denn es sind ja Reactionen 
ohne weiteres verstellbar und angebbar, bei denen eine Molekelgruppe 
nicht in allen Theilen der Reaction mitwirkt, sondern nur in ein- 
zelnen. Für diese mag die Geschwindigkeit mit Null ausgehen, warum 
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für die anderen auch? Oder man muss die Theorie auf Reactionen 
beschränken, in denen jede Molekelgruppe in allen entstehenden 
Molekelgruppen betheiligt ist, und hat dann, wenn das bei einer Re- 
action nicht zutrifit, diese entsprechend zu zerlegen. Aber ob letz- 
teres immer möglich sein wird, scheint mir zweifelhaft, wenigstens 
nicht ohne Nebenbedingungen, da, wie man leicht siebt, die Zerlegung 
nicht immer eindeutig sein kann. Eine Reaction, bei der beispiels- 
weise zwei Molekelgruppen so zusammen wirken, dass eine Gruppe bei 
allen Theilen A, + Rs, die zweite bei allen A, + R; betheiligt ist, 
könnte in zwei Reactionen zerlegt werden, ia R, + R, und R,, oder in 
R, und R, + R,, oder auch in drei Reactionen R,, Ra, R;. 
Zur Zeit t = 0 sind die Geschwindigkeiten 


da gg u „u Yık 
F),,=* u 
da’ 


‚ L/ Ri v 
31) =) = K'n CO. , 
i t=0 
UL Yy ‚ y 
Co EC Ca ... 
u.8 f. 


Hieraus folgt, dass mit Null eine Reaction nicht beginnen kann, 
wenn si® üherhaupt stattfinden soll. Sie kann nur mit Null enden. 
Das ist sehr plausibel, aber z. B. zu Vorgängen in der Mechanik im 
Gegensatz, da Bewegungen auch mit unendlich kleinen Geschwindig- 
keiten anfangen können. Werden die Phasen nicht aufgezehrt, so 
schliessen Reactionen auch nicht mit vergehender Geschwindigkeit, sie 
halten plötzlich inne. Wir haben dann, wenn die letzten Concen- 
trationen zur Zeit i = t, gleich sind, CO}, Cs, ..., Ok sind 

(7) a 
dt Jı 


=h 


J h/ V y 
32) Tr) — K'" en C' en Ce 
dt t=h 
m Yan , 
(Fr) K"C' C'“ ... en 
=h 


u.8 f. 


Endlich schliessen wir noch aus den Gleichungen 26) in Ver- 
bindung mit der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung unter 21), 
dass, wenn zwei Reactionen mit gleicher Geschwindigkeit geschehen 
sollen, sie selbst sich gegenseitig jederzeit das Gleichgewicht halten 
müssen. Sonst sind ihre Geschwindigkeiten immer verschieden und 
können höchstens proportional laufen. 

Wenn man das System der Differentialgleichungen unter 26) diffe- 
renzirt, so erhält man 
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1 dr 
de au = vıh + Yıafa + Inh + 
dt 
dx dr, dfıs 
Yıı dt 13 At 13 dt 
 H—am G—1 u 
1 dx’ 
de’ de Yafı + Vals + Vals + 
dt 
5 dzı dxz dız 
urT7 Ye Ya y 
0-1 G-n Gm 
1 dir" 
de" TE = Yııfı + Vaafs + Vrfs + . 
dt 
dx dr dr 
‚a Fr Yazz Var 
9-2. GG Gm. 
u.8 f. 
Die f sind 
dx” da" 
pn nu +a, u tr grtrt 
! a 


dx" dx" 
ze + FT ur 
Jh = ” re ee ’ 
dx’ 
a +a% A ragt 


u.2f 


34) 


und die a, b, c u. s. f. lineare Functionen der C und v, die ohne wei- 
teres anzugeben sind. Aus den obigen Gleichungen folgt, dass, wenn 
die Reactionen mit gleichmässiger Geschwindigkeit geschehen sollen, 
in Fällen, in denen ebenso viele Reactionen vorhanden sind, als Molekel- 
gruppen, die Determinante der stöchiometrischen Zahlen der Molekel- 
gruppen Null sein muss. Aendern sich diese Zahlen, so kann das 
wenigstens eine Zeit lang stattfinden. Aber selbstverständlich können 
auch sonst Reactionen einige Zeit hindurch gleichmässig sich abspielen. 

Wir nehmen erst den Fall einer Molekelgruppe, die verschiedene 
Umwandlungen durchmachen kann, also etwa eine Substanz, die sich 
nach verschiedenen Richtungen dissocürt. Wir haben dann nach 33), 

27* 
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da nur x, von Null verschieden sein soll und dem entsprechend auch 
alle v mit grösserem zweiten Index, als 1, Null sind 


1 _1d dx" 
ma (1 KrT ) vn di (te 9 
1d (a de") 
md at 
woselbst A für alle Reactionen denselben Werth hat. 
Hieraus folgt unter Beachtung der Bedingung, dass die «',2”,2””... 
zur Zeit £ — 0 alle Null sind, 


2 Const. — A, 


— _&ı nt 
re 
—_ Kı mt_ 
= (du — 1), 


K 
m _ a car 
Er = (Amt). 


Die Grösse 2, ist in jedem Augenblick bestimmt durch die 
Gleichung 


iz —=K, A — (Amt) + Rn, mn — HM @w—ı 


A 
+ am) +. 


Ist die den Reaotionen unterworfene Sabstanz zur Zeit t, bis zur 
Concentration C verzehrt, so giebt die Gleichung 


Yı Zr 


10 — 0) = a, MH (amt) E, (ern) 


Ya—ra 


+B (mtl) +:-- 


ein Mittel zur Bestimmung von 4, welches freilich versagt, wenn die 
Reactionen unendlich lange Zeit dauern und die sich zersetzende Sub- 
stanz ganz aufzehren. Man kann dann A aus dem Werthe, welohen 
zu irgend einer Zeit eines der z oder eine der Geschwindigkeiten hat, 
ermitteln. 

Ferner ist für die Geschwindigkeiten selbst 


BE rat... 
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Diese Formeln fanden Anwendung bei den im ersten Bande, 
Seite 234 behandelten Dissociationen, wo jedoch die Beispiele Dis- 
sociationen nur nach einer Richtung betreffen. 

Wir nehmen weiter den Fall zweier Molekelgruppen, beschränken 
ihn jedoch sofort, indem wir zugleich eine Reaction mit nur einer 
Nebenwirkung ansetzen, so dass neben &,, % nur &', X’ in Frage 
kommen. Von den v können von Null verschieden sein nur v,,, Yıy, 
Vgy, Ya», Die Gleichungen 33) ergeben 


d, da d de" 
Fri log — FT = vıfı + Yıs Jo dt log —— FT = valı + vogfı- 


Die Reactionen sollen so vor sich gehen, dass die Geschwindig- 
keiten immer einander proportional bleiben. Wir setzen also 


da’ _ dE da" _ FRA: 
dt "dt de hzı 
und müssen dann zunächst haben 
rafı + Vila = Yaılı + Yale 


Zugleich wird zu jeder Zeit 
Bude Made, 
di? dt dt dt 


die Bedingung für jene Proportionalität. Es ist nun 


azı 42 
dt at 
= ATI 
also 
dx, 
(%ı — a1) Fre (O3 — 2) + (ve — 1) = (6 — 3) =D. 
Wir haben aber 
dı, ‚. da ‚. da” 
Fru = (vyı — v1) dt + (9%, — ?raı) 1’ 
dı ‚dx de" 
Fr = (v1 — vn) Fri + (195 — va) I’ 
d.h. 
A — Ku ra) + u), 
dt dt 
d , , d 
Fr = [vi — v1) A) + (Vs — va) A,] FTE 
somit 


Te 9 
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Die Concentrationen der sich umsetzenden Molekelarten stehen also 
ebenfalls in einem constanten Verhältniss zu einander, welches durch 
obige Gleichung bestimmt ist. Ferner folgt, weil x’ und ” zu gleicher 
Zeit Null sein müssen, 

eh "he 
Als Differentialgleichung für & haben wir entweder 


ER (am dh + nr" 
1 In ri + mi ]El", 


oder 


EEK (an rd + nd" 


d 
An at 
{G-lan — vi)lı + Wan AlEl”. 
Da diese Gleichungen auch zur Zeit i = 0 bestehen müssen, wo- 
für & = 0 ist, so haben “ als Bedingung zwischen den K’, K" 


&=} =. 1 gem a 


somit allgemein 
1G — [ou — vd + da — dA" 


non nen 
[G — [on u) + A a”. 

Eine solche Gleichung kann für alle Werthe der £ bestehen, wenn 
Yı = Ya, Via = Ya ist, die beiden Reactionen also von gleichen 
Molekelarten ausgehen, das heisst also, eine Molekelart zwei ver- 
schiedene Reactionen durchmacht. Sonst kann die Gleichung auch 
noch allgemein erfüllt sein, wenn mindestens eines der v variabel ist, 
indem dann eine unendliche Zahl von Werthen von £ vorhanden sein 
können, welche der Bedingung genügen. Alsdann muss mindestens 
eine Molekelart während der Reaction die Molekelzabl, mit der sie 
sich an der Reaction als sich umsetzend oder als umgesetzt betheiligt, 
stetig ändern. 

Die Gleichung kann auch noch in anderen Fällen allgemein erfüllt 
werden, z. B. wenn 

Ya — 9a = — (dia — Ya), 
G=al, 

urn + (9m — Ya)ds = alldıs — Yia)Aı + (Yas— Pin) Aa] 
ist. Die erste Gleichung besagt, dass die Summe der Molekelzahlen der 
reagirenden beiden Molekelarten in beiden Reactionen die gleiche sein 
muss. Die zweite hat Bedeutung nur in Verbindung mit der dritten; 
beide zusammen aber besagen, dass die Gassen keanonmsbaahıuns der 
beiden rengirenden Mol 
geschehen soll; in 
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arten zu einander gestanden haben. Herr Wegscheider hat eine 
andere, allgemeinere, Lösung angegeben, die mir aber nicht zutreffend 
scheint!.. Die obige, wohl auch experimentell realisirbare Lösung 
giebt für & die Differentialgleichung 
u: 
A, Fr 
woraus, da Y,}, + Yıg > 1 sein muss, indem 
(H2 — Yı)Aı + (Ya — va); = a 
gesetzt wird, folgt 


YıtYıe 


= K'a"(0, — [(v13 — vio)Aı + (923 — Vs) As] 5) ) 


m 
K'a 1 1 - (un +tra-D 
t Const. = — — :-— — ,(@ —a) . 
A, r av + Vva—1 " 
1 — (tr + Ye) 
Die Constante ist — I__ I _ 07 Da ‚ also 
avı + va —1 
1 1 1 
Ee=. — I. ___ 
G avı + rg — | 
—ı_ 
1 tra 
1 _ 1  _g-0tn-n _ Ka" 
arı + Ya—1 A, 
Für t — © giebt diese Beziehung & = 4, wie zu erwarten. 
Zwischen &, A und den K besteht die Beziehung 
K' A, ai Ka’ K'" Pi 
— =. 0a" N ale —— =- ——: 
K Ag A, Ag 


Das Beispiel hat auch noch Bedeutung für solche Fälle, in denen 
Molekelarten vorhanden sind, die sich nicht ändern, da diese entweder 
aus den Differentialgleichungen ganz herausfallen, als völlig unwirksam, 
oder nur mit ihren Concentrationen auftreten, wenn sie katalytisch 
wirken. 

Ein weiteres Beispiel betreffe noch einen Fall zweier Reactionen, 
der darum von Interesse ist, weil die Concentrationen der reagirenden 
Substanzen in der zweiten Reaction von denen der umgesetzten der 
ersten abhängig sind. Es handele sich um die Zersetzung von 
. Schwefel. Nach Herrn Riecke?) soll sie in folgender Weise vor sich 
gehen; fester Schwefel, S, giebt im Verdampfen S,, dieser dissociirt 
sich in S, und S,, davon wieder dissociirt sich S, in S,. Darf also 


a 8. 528. 
ihr. f. physik. Ohem., Bd. 6, 8. 430. 
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die Anwesenheit des festen Schwefels als für die Umsetzungen sonst 
belanglos angesehen werden, so haben wir die beiden Reactionen 
i 5 — 8 + 5 
Ss — 3% 
aber hierin ist die Concentration von S, abhängig von der Zersetzung 
von 8,. Es ist nun, indem wir die Verhältnisse so betrachten, als ob 


zwei reagirende Molekelarten vorhanden sind, S, und S, und zwei dis- 
sociirte S, und $,, da im Ganzen drei Molekelarten concurriren 


mal m=0d mw) mad wel m—=0; 
m=0 nel sel m) mw=0 m=3, 
somit nach 27,) 


ah u =—rH+r; 
6 ist die Anfangsconcentration von 8. Ist zunächst 8, selbständig 
solches vorhanden mit einer Anfangsconcentration (,, so wäre 
nch 28) und den oben angegebenen Werthen der v 
00-2) rg +E- 2. 
Die erste Gleichung ergiebt, da x’ — 0 für t = 0 ist, 
«= 0Gl—-e#t), 
Aus der zweiten folgt dann, weil auch x” — 0 ist für t = 0, 


voor BE ZEI-OE m_ EG or. 


Somit haben wir auch 
s=0(1-e#'N), 


nur Emm, 


Frist = en, =0,rt=ewrdn = (0,5 = (0. 

Wenn jedoch S, keine selbständige Rolle spielt, sondern nur, 
sofern es aus S; durch Dissociation entsteht, so ist C, — 0 und wir 
erhalten 


2 


1 X gt K' zri 
eanlnre tee") 


K' m 
= (0 mg (e* m E*), 


Den Gleichgewichtel 
geben 


weil die Conce: 
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Der feste Schwefel spielt in allen Gleichungen keine Rolle, worüber 
das S. 410 Gesagte zu vergleichen wäre. 

Wie ausserordentlich verwickelt unter Umständen die Aufstellung 
der Reactionsgleichungen ist, sieht man an dem von Herrn Weg- 
scheider!) behandelten Beispiel der Umlagerungen des Cinchonins 
in Gegenwart der Halogenwasserstoffsäuren. Neun Molekelarten 
kommen in Frage: 


Cinchonindichlorhydrat, undissociirt, 
@-i-Cinchonindichlorhydrat, undissociirt, 
Hydrochlorcinchonindichlorhydrat, undissociirt, 
Zweiwerthige Ginchoninionen, 

Zweiwerthige &-ı-Cinchoninionen, 
Zweiwerthige Hydrochlorcinchoninionen, 
Chlorwasserstoff, undissociirt, 

Wasserstoffionen, 

Chlorionen. 


Den ganzen Vorgang zerlegt der Genannte in fünf Einzelreactionen; 
indem Cinchonin mit Ci und &-i-Cinchonin mit Ci’ bezeichnet wird, 
sollen diese Reactionen sein 


Ci + HCI — C,» H,, Cl N,0, 
Ci > Ci, 
Chy H3,C1N,O — GC 4 HCl, 
Ci, Hg CIN,O — Ci + HCI, 
Ci! — Ci. 

Diese Reactionen sollen nach constanten Geschwindigkeitsverhält- 
nissen vor sich geben. 

Als letzte Beispiele sei die Bildung der Ester behandelt?). Die 
Umsetzung betreffe zuerst Bildung von Amylacetat und Wasser aus 
Essigsäure und Alkohol nach der Gleichung 

CH,COOH + C,H,0H = CH, COOC,H, + H30, 
also Essigsäure und Aetbylalkohol geben Amylacetat und Wasser. 
Diese Reaction, „welche mit der Neutralisation einer Säure durch 
eine Basis vergleichbar ist, geht bei gewöhnlicher Temperatur äusserst 
träge und langsam vor sich; es vergehen viele Tage, ehe der Gleich- 
gewichtszustand sich annähernd eingestellt bat und die Reaction zum 
Stillstande gelangt“. Die Umsetzung der Essigsäure und des Alkohols 
zum Ester und Wasser ist auch keine vollständige. Es bleibt !/, Mo- 
lekel Essigsäure und 1/, Molekel Alkohol übrig, so dass nur ?/, Molekel 


Badener Substanzen sich in Ester und Wasser umsetzen. 
Bl beingen allgemeiner in einem Volumen v’ 1 Molekel Essig- 


nik. Ohem., Bd. 85, 8. 567 ff. 
sehe Chemie, 8. 859. 
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säure mit m Molekeln Alkohol und n Molekeln Wasser zusammen, es 
entstehen 1 Molekel Amylacetat und 1 Molekel Wasser. x sei die 
zur Zeit t umgesetzte Zahl Molekeln des Alkohols, dann muss, da die 
Umsetzung molekelweise geschieht, sein 


li—xr M—XL 
Cı my (‚= v ; 


__% ‚,_R%+% 
177%; — VB 


v ” v 
Im Gleichgewicht ist hiernach 
KL l—-—d))(m—- d))=Kreln +2). 


Diese Gleichung, aufgelöst nach z, ergiebt, indem = = K ge- 
3 


setzt wird: 
„im tKon 
2 (K—1) 7 


+ 


(= + K—n 2 Em 
2(K—1) K—1 


Für den Fall, dass wir nur eine Molekel Alkohol (46g) mit einer 
Molekel Essigsäure (60 g) zusammengethan und Wasser nicht bei- 
gemischt hätten, wäre eine Molekel Amylacetat (88 g) und eine Molekel 
Wasser (18 g) entstanden, und es wäre m = 1, n — 0), somit 


Aber es ist dann, wie angegeben, x — ?/,, da !/, Molekel Alkohol 
(bezw. Essigsäure) übrig bleibt, also müssen wir haben K = 4. 
Nunmehr wird 
4am+4—n 4m + 4— n\? 4 
= + —) — _ 
2 ray im 
Folgende Zusammenstellung zeigt, wie gut die Erfahrung mit der 


Theorie übereinstimmt, die Beobachtungen rühren von Berthelot 
und P&au de St. Gilles her, n ist gleich Null angenommen: 


m | x& beobachtet x berechnet 
0,05 | 0,05 0,049 
0,18 0,171 0,171 
0,33 0,293 0,311 
0,50 | 0,414 0,423 
1,00 | 0,667 0,667 

0,858 0,845 


m 
© 
oO 


0,966 0,945 
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Die Vergleichung für m = 1 scheidet für die Beurtheilung aus, 
weil aus diesem Werth von m eben die Constante K berechnet ist. 
Für die Geschwindigkeit der Reaction, d. h. die Bildung des Esters 
und des Wassers aus Essigsäure und Aethylalkohol, haben wir im 
Falle m = 1, n==0, das beisst, wenn äquivalente Mengen der Phasen 
zusammenwirken, 
de _K'(1—x)(1—%) 
Te 
Es ist nun 
=, =1l,v=0,mw=0, w=lvwm=l, 
also 
a, =ı, m =. 
und, was nach dem Voraufgehenden zu erwarten stand, 
de K' 


dt 77 (1 — 27), 
woraus folgt 
, v Kt 
ı —=]1l = 


 KtitvV v+HRt 
Diese Gleichung darf nur bis zu einer bestimmten Zeit t, gelten, 
zu der erfahrungsmässig die Reaction abgeschlossen ist, nämlich bis 


2 . U} ® . 
a == 3 geworden ist. Diese Zeit ist also 
2v’ 
= gu 


Die Grösse K’ ist gleich X. Durch Ermittelung von t, liessen 
sich also A, und Ä, bestimmen, nämlich 


aber i, ist nicht bekannt, weil die Reaction so sehr langsam verläuft, 
das bedeutet eben, dass A, und K, sehr klein sind. 

Der Vorgang ıst auch umkehrbar, indem Amylacetat und Wasser 
zusammengethan Essigsäure und Aethylalkohol geben. 

Eine andere Reaction ist von den Herren Nernst und Hohmann 
studirt !), die Dissociation des Esters CCl,COOC,H,, in CC,COOH 
und C,H,o und die Bildung aus den letztgenannten Stoffen. Die 
Formel lautet 


CC1,COOH + CU — CC, COOG,H..- 


Doch muss, wenn Dissociation eintreten soll, Essigsäure im Ueberschuss 
vorhanden sein, so dass diese Säure noch die Nebenfunction einer 
katalytischen Wirkung ausübt. Trichloressigsäure wurde mit Amylen 


!) Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 11, 8. 352. 
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in eine Glasröhre gebracht und letztere zugeschmolzen. Dann wurde 
lange Zeit hindurch auf 100° erhitzt und die gebildete Estermenge 
nach eingetretenen Gleichgewicht durch Titrirunpg des Säurerestes er- 
mittelt. ©’ sei das Volumen des Gemisches, x die all der darin ver- 

—ı a —ı 


brauchten Säuremolekeln. Die Concentrationen sind L- ırTyn 


- falls auf eine Molekel Säure a Molekeln Amylen genommen wurden. 


Die Gleichgewichtsgleichung giebt 


K1—zx)(a—ı) _ıx 
ee 


oder 
K(1—-2) (a — x) =ırv. 
Daraus fogt 


K(a+1)+Vv IICESEVE SER) 


Versuch und Berechnung ergeben kigenae, Zusammenstellung: 


@ | v | x beob. K | £ ber. 


| . 
2,15 | 361 0,762 | 0,001 20 0,762 
4,12 | 595 0,814 0,001 27 0,821 
4,48 638 0,820 | 0,001 26 0,826 
6,63 894 0,838 0,001 25 0,844 
6,80 915 0,839 | 0,001 25 0,845 
7,18 954 0,855 | 000112 0,846 
7,67 1018 0,855 | 0,001 18 0,848 
9,12 1190 0,857 0,001 11 0,852 
9,51 1237 0,863 0,001 11 0,853 
14,15 1787 0,873 | 0,001 07 0,861 


Die Zahlen für K sind aus der Formel für x mit den beobachteten 
Werthen von a, v', x berechnet, sie stimmen recht gut mit einander 
überein. Die Zahlen der letzten Spalte sind mit einem Mittelwerthe 
K = 0,001205 und der Formel für x berechnet; die Abweichungen 
von den beobachteten Beträgen sind recht geringfügig. 

Diese Beispiele mögen für die Berechnungsweise vorläufig genügen. 
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Die Mischungen und Lösungen. 


73. Natur der Mischungen und Lösungen. 


An dieser Stelle ist nur einiges hervorzuheben. Mischungen und 
Lösungen sind von einander nicht scharf zu trennen. Doch versteht 
man unter Mischungen mehr Vereinigungen von Körpern gleichen 
Aggregatzustandes, unter Lösungen von solchen ungleichen Aggregat- 
zustandes. Gemische und Lösungen sind in allen drei Aggregatzu- 
ständen bekannt, gasförmige, flüssige und feste, letztere auch als 
Legirungen bezeichnet, während zu den flüssigen auch die Amalgame 
gehören. Es handelt sich auch hier um Körper von, molar betrachtet, 
durchweg homogener Beschaffenheit, falls nicht das Gegentheil aus- 
drücklich hervorgehoben ist. Jedenfalls sollen sich die Bestandtheile 
einer Mischung oder Lösung nicht durch rein mechanische Mittel von 
einander trennen lassen. Andererseits bedarf es zu einer solchen 
Trennung im Allgemeinen auch nicht der Eingriffe chemischer Natur; 
Aenderungen des Aggregatzustandes, oft sogar noch weniger ein- 
greifende Aenderungen, genügen. 

In welchem Zustande die einzelnen Bestandtheile sich befinden, 
lässt sich nur bei Mischungen von Gasen angeben, die Bestandtheile 
werden eben gasförmig sein, d. h. jeder Bestandtheil wird im Gemisch 
seine Eigenschaft als Gas beibehalten haben, doch kann er gleichwohl 
Veränderungen molekularer Art erfahren haben, vermöge deren er im 
Gemisch wie ein anderes Gas erscheint, als wenn er für sich allein 
besteht. 

Wenn Flüssigkeiten sich mischen, so ist es selbstverständlich nicht 
ausgeschlossen, dass sie im Gemisch Flüssigkeiten bleiben. Allein, da 
bei der Mischung eine Zertheilung jeden Bestandtheils auf einen Raum 
erfolgt, den die betreffende Flüssigkeit für sich allein auf keine Weise 
je auszufüllen vermöchte (im Gegensatz zu den Gasen), ist es bereits hier 
gut zu erwähnen, dass Flüssigkeiten im Gemisch im Allgemeinen nicht 
Flüssigkeiten bleiben, sie müssen sich in Folge der Zertheilung jede für 
sich in den Eigenschaften den Gasen nähern. Das braucht selbstverständ- 
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lich nicht für alle Bestandtheile der Fall zu sein und wird von den 
Mischungsverhältnissen abhängen. Je geringer die Menge ist, mit der 
ein Bestandtheil an einer Mischung theilnimmt, desto grösser seine 
Zertheilung, desto mehr nähert er sich in der Mischung gasiger 
Beschaffenheit. Es kann vorkommen, dass er in der Mischung völlig 
die Rolle eines idealen Gases spielt, indem seine Molekeln so sehr aus 
einander gerückt sind, dass sie sich gegen einander wie die Molekeln 
eines idealen Gases verhalten. Hier können wir also voraussehen, dass 
je nach ihrer Betheiligung bei einem Gemisch eine Flüssigkeit alle 
Zustände von dem Zustande eines idealen Gases, die Stufen der 
wirklichen Gase, der Dämpfe, bis zu dem Zustande einer Flüssigkeit 
durchmachen könnte. 

Genau das Nämliche gilt für Lösungen, und so eigenartig es 
klingt, so kann gleichwohl eine feste Substanz in einer Lösung die 
Rolle eines idealen Gases spielen. Sie kann auch als Flüssigkeit auf- 
treten und zuletzt als fester Körper. Hier ist der Bereich der Möglich- 
keiten also noch grösser und alles hängt ab von dem Grade der Be- 
theiligung an der Lösung. Möglich ist es dabei, dass ein fester Körper 
nicht alle Stufen durchzumachen vermag, namentlich nicht als Flüssig- 
keit betrachtet werden kann, da bekanntlich (S. 234) manche feste 
Körper beim Schmelzen sich zusammenziehen, eine Zertheilung bei 
ihnen also nicht gleichbedeutend ist mit einer Annäherung an den 
flüssigen Zustand; sie könnten dann sogar unter Umständen in der 
Lösung noch fester werden, als sie allein waren. 

Indessen darf man derartige Voraussichten und Erweiterungen 
nicht allzu wörtlich nehmen und nicht übertreiben. Sie stützen sich 
darauf, dass beim Mischen oder Lösen eine Auseinanderziehung der 
Molekeln zu grösseren Abständen von einander für jeden Bestand- 
theil stattfindet. Allein ein Gas ist nicht bloss dadurch definirt, dass 
seine Molekeln von einander weit abstehen, es gehört zum Begriff des 
Gases z. B. auch, dass seine Molekeln auch jede für sich einen hinläng- 
lichen Raum zur Bewegung haben, das heisst, dass keine Hemmnisse 
durch andere Körper vorhanden sind. Gerade das aber findet bei 
Mischungen und Lösungen nicht statt. Die betreffenden Molekeln des 
etwa als Gas anzusprechenden Bestandtheils sind rings von Molekeln 
von Flüssigkeit umgeben, sie erfahren von diesen Einwirkungen und 
werden in ihren Bewegungen durchaus gehemmt. Die Molekeln ver- 
halten sich demnach zu einander nicht so wie im freien Zustande eines 
Gases, und schliesslich kann es sein, dass von der ganzen Aehnlichkeit 
mit dem gasigen Zustande nichts weiter bleibt als der mittlere Abstand 
der Molekeln, während alle sonstigen Eigenschaften, die wir Gasen 
zuschreiben, mangeln, z. B. beliebige Expansibilität, Ungeordnetheit 
der molekularen Bewegung u. s. f. Ja es ist sogar denkbar, dass ein 
solches „Gas“ im Gemisch oder in der Lösung vielmehr die Eigen- 

-"nes starren Körpers hat als die eines Gases. Gleichwohl ist 
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es gelungen, auf Grund der obigen Anschauung einige Gesetze für das 
Verhalten der Bestandtheile in Mischungen und Lösungen abzuleiten, 
welche sich in der Anwendung gut bewährt haben, so dass ihnen eine 
gewisse Berechtigung nicht abzustreiten ist. 

Mit der Mischung und Lösung ist häufig auch eine Zertheilung, 
Dissociation, der Molekeln selbst verbunden, die Bedingungen dafür 
werden wir später kennen lernen. 

Sieht man davon ab, die Rolle der einzelnen Bestandtheile in 
Mischungen oder Lösungen zu studiren, so kann man diese Körper 
wie einheitliche behandeln, denn innerhalb gewisser Grenzen von Tem- 
peratur und Druck verhalten sie sich nicht anders als die einbeitlichen 
Körper. So ist man auch früher verfahren und verfährt auch jetzt für 
eine grosse Reihe von Fragen. Man weiss sogar, dass für manche 
Verhältnisse es ziemlich gleichgültig ist, ob eine Substanz eine andere 
beigemischt bezw. gelöst enthält oder nicht. Eine genaue Einsicht 
verlangt aber naturgemäss die Untersuchung des Einflusses jedes Be- 
standtheils. 


74. Mischungs- und Lösungsverhältnisse. 


Gase mischen sich mit einander in allen möglichen Verhältnissen, 
und dieses anscheinend auch unter allen Umständen, so lange sie als 
Gase angesprochen werden können. Ihre Mischungen sind wiederum 
gasförmig. 

Die Lösung von Gasen in Flüssigkeiten oder festen 
Körpern bezeichnet man als Absorption, oder, namentlich wenn es 
sich um solche in festen Körpern handelt, als Occlusion. Man nimmt 
hier wie in allen anderen Fällen an, dass die Gasmolekeln zunächst 
durch die Oberfläche in die Flüssigkeit bezw. den festen Körper ein- 
dringen und von dort durch Diffusion sich weiter verbreiten, so dass 
durch die Oberfläche immer mehr Gas nachdringen kann, Der Vor- 
kang ist in der Regel ein sehr langsamer (in manchen Fällen freilich 
auch ein sehr rascher) und besteht so lange, bis die den Umständen 
entsprechende Gasmenge absorbirt ist. Es hängt diese Menge ab von 
der Menge der absorbirenden Substanz, der sie proportional ist, sodann 
von dem Druck, unter dem Gas und Substanz stehen, und von der 
Temperatur. Man nennt nach Bunsen dasjenige auf 0° und den Druck 
einer Atmosphäre reducirte Gasvolumen, welches von einer Volumen- 
einheit der Flüssigkeit oder der festen Substanz unter dem Druck 
einer Atmosphäre absorbirt wird, den Absorptionscoöfficienten. 
Herr Ostwald!) bezeichnet noch als Löslichkeit eines Gases „das 
Verhältniss des bei irgend einem Druck und irgend einer Temperatur 


I) Stöchiometrie 1891, S. 616. 
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absorbirten Gasvolumens zu dem absorbirenden Volumen“. Henry 
bat entdeckt, dass die Absorption der Gase in Flüssigkeiten 
nach Volumen bei gleicher Temperatur unabhängig vom 
Druck vor sich geht, unter dem die Gase stehen. Ist also das 
absorbirte Gasvolumen bei irgend einer Temperatur ? und unter deın 
Druck P gleich Bp, so beträgt es bei gleicher Temperatur unter dem 
Druck p auf den Druck P umgerechnet nach diesem Henry ’schen 
Gesetz v 
B, = Bp P . 
Ohne Umrechnung auf den Druck P ist es stets das nämliche Bp. 
Daraus ergiebt sich, dass der Absorptionscoöfficient ß nur bestimmt 
ist durch das Verhältniss des bei irgend einem Druck absorbirten Gas- 
volumens zum Volumen der absorbirenden Flüssigkeit und durch die 
Temperatur, welche zur Reduction des Gasvolumens auf 0° dient. Ist ß 
dieser Coöfficient, A die Löslichkeit und bezeichnen Y, Y, die Volu- 
mina des absorbirten Gases und der absorbirenden Flüssigkeit, beide 
unter den gegebenen Verhältnissen, so hat man 


_h__| —_hı ,— 


B=BßV;, 5 (auf den Druck P umgerechnet). 


& bedeutet den Ausdehnungscoöfficienten des betreffenden Gases. 

Das Henry’sche Gesetz kann man noch in anderer Weise aus- 
sprechen. Da bei gleichem Volumen das Gewicht eines Gases propor- 
tional dem Drucke anwächst, so besagt dieses Gesetz, dass die Masse 
des von einer Flüssigkeit absorbirten Gases proportional ist 
dem jeweiligen Druck. Andererseits ist bei gleichem Volumen die 
Molekelzahl eines Gases proportional der Masse, somit wächst die 
von einer Flüssigkeit absorbirte Zahl Molekeln eines Gases, 
also auch dieConcentration, proportional dem Drucke, unter 
dem die Absorption geschieht. 

Folgende Tabelle nach den Versuchen von Khanikoff und 
Longuinine!) über die Absorption von Kohlensäure in Wasser zeigt 


|: |: |: 


697,7 | 1,0289 | 218,7 1,1023 
809,0 | 1,0908 2369,0 1,1182 
128984 , 1,1274 2554,0 1,1055 
146989 1,1179 2738,3 1,1110 
2002,1 | 1,1037 | 3109,5 1,1000 


') Winkelmann’s Encyklopädie der Physik, Bd. 1, 8. 672. 
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die Gültigkeit des Henry’schen Gesetzes, p ist der Druck in Milli- 
meter Hg, B das unter diesem Druck jeweilig absorbirte Gasvolumen. 
Die Temperatur war in allen Fällen gleich. 

Versuche von Sims für die Absorption von schwefliger Säure in 
Wasser ergaben eine mit wachsendem Druck allmählich eintretende 
Abnahme des absorbirten Volumens. Das Gewicht wuchs also lang- 
samer als dem Drucke entsprach. Gleiches fanden Andere für die 
Absorption von Ammoniak !), Nennt man @ die absorbirte Masse, 
so war 


für schweflige Säure: 


— 0066 01 02 03 04 05 10 13 mHg 
— 030 027 025 024 024 024 023 0,23 


für Ammoniak: 


— 0066 01 02 03 04 05 07mHg 


20 16 12 10 09 08 07 
10 14 15 19 20 on 


= 06 05 05 05 05 


| ln 8 
I 


N 
Henry 


bleiben, fällt hier die Verhältnisszahl — von 0,06 bis 2,0 m Hg Druck 


mentlich bei Ammoniak ist hiernach von einer Gültigkeit des 
schen Gesetzes kaum noch zu sprechen, denn statt constant zu 


.n 


auf ein Viertel seines Anfangsbetrages.. Nach allen Versuchsreihen 
nimmt die Abweichung vom Henry’schen Gesetz mit wachsendem 
Drucke ab, sie ist am stärksten bei geringen Drucken. 

Bei Absorption in festen Körpern finden die Abweichungen vom 
Henry’schen Gesetz im umgekehrten Sinne statt, wie bei der Ab- 
sorption in Flüssigkeiten, indem das absorbirte Gasvolumen mit wach- 
sendem Druck steigt, statt zu fallen. Herr Chappuis?) hat die Ab- 
sorption von Kohlensäure in Pfaffenhut-Holzkohle untersucht unter 
63 von 1,13 mm Hg bis 763,38 mm Hg steigenden Drucken. Die Zu- 
nahme des absorbirten Gasquantums geht stetig vor sich und steigt 
von 10,5 bis 1165,7, also bis zu mehr als dem hundertfachen Betrage. 
Die Zunahme geht erst sehr rasch vor sich, und dann immer lang- 
samer. So war: 


ı) Winkelmann’s Encyklopädie der Physik, Bd. 1, S. 376. 
:) Wiedem. Ann., Bd. 12, 8. 171. 
Weinstein, Thermodynamik. II. 98 
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p B » B 
1,13 10,497 Ä 94,37 491,84 
9,05 91,169 | 137,95 602,752 

16,25 149,289 | 215,68 | 744,029 

24,94 208,391 | 335,00 892,762 

39,75 289,629 | 503,60 1032,670 

65,67 398,768 | 763,38 1165,654 
| 


Von der Mitte des Druckintervalls bis zum höchsten Druck steigt die 
absorbirte Gasmenge nur so viel etwa, wie vom Anfangsdruck 1,13 bis 
zum Druck 40 mm Hg. Für höhere Drucke als die von Chappuis 
benutzten liegen Angaben von Hunter!) vor, die diesen Gang der 
Absorption nahezu bestätigen. Es ist für Absorption in Cocosnuss- 
holzkohle 
Druckzunahme: 
760 bis 1100 1100 bis 1626 1626 bis 2324 2324 bis 3793 


Absorptionszunahme: 
14,1 8,2 12,5 24,4 


Aehnlich sind die Verhältnisse bei der Absorption von Ammoniak in 
Kohle. Indessen darf nicht ausser Acht gelassen werden, dass die Ab- 
sorption in Kohle, welche ein poröser Körper ist, nicht mit der in con- 
tinuirlicher Substanz, wie Flüssigkeiten, verglichen werden kann, da es 
sich bei solchen porösen Körpern mehr um eine Occlusion in den 
Poren, also mehr um eine Adsorption handelt, als um eine wirkliche 
Lösung in der Substanz. 

Was die Abhängigkeit von der Temperatur anbetrifft, so nimmt 
in der Regel die Absorption ab, wenn Wärme zugeführt wird, gelöste 
Gase werden also aus den Lösungsmitteln durch steigende Temperatur 
ausgetrieben. So haben wir: 


Mem- | Absorptionscoöfficient 
peratur | N, in HB, in 0, in 
°C. Wasser | Alkohol Wasser | Alkohol Wasser Alkohol 
| Ä 

v | 0,02085 | 0,1263 0,01930 | 0,08925 | 0,04114 0,2840 

5 | 1794 1244 1930 6853 3628 2840 

10 Ä 1607 1228 1930 6786 3250 2340 

135 | 1478 1214 1930 | 6725 29898 °° 2840 


2 | 1408 1204 1030 | sosB | 2838 2840 


!) Winkelmann’s Encyklopädie der Physik, Bd. 1, S. 873. 
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In zwei Fällen bleibt die Absorption im ganzen Temperaturintervall 
gleich, für Wasserstoff in Wasser und für Sauerstoff in Alkohol. 
Gleiches gilt für Kohlenoxyd in Alkohol und wird wohl auch noch in 
manchen anderen Fällen stattfinden !. Wo eine Abnahme erfolgt 
verlangsamt sie sich mit wachsender Temperatur, denn setzt man 


B=A+Bt+ Ch, 


so ist B stets negativ und Ü stets positiv. Ob man hieraus schliessen 
darf, dass die Absorption nur bis zu einer bestimmten Temperatur ab- 
nimmt und dann zunimmt, ist zweifelhaft; das Absorptionsminimum 


würde eintreten beit = — ‚z. B. für Stickstoff in Wasser schon 


B 
Ar 
bei 25°, und für ähnlich relativ niedrige Temperaturen in vielen 
anderen Fällen. 


Nach Herrn Tadeusz Estreicher?) soll das in der That für die 
Absorption von Helium stattfinden. Die Löslichkeit nimmt bei diesem 
Element bis zu einem Minimum, welches bei etwa i = 25 stattfindet, 
ab und wächst dann bis 50° sicher an; freilich nur sehr langsam, denn 
sie ist bei 50° nur so gross, wie etwa bei 14°. Bohr und Bock?) 
haben ein ähnliches Verhalten für Wasserstoff gefunden, woselbst das 
Minimum sich bei 60° etwa befindet. Immerhin scheint es doch nicht 
so sicher festgestellt zu sein, dass nicht Zweifel möglich sind. Findet 
ein solches Minimum thatsächlich statt, so wird die Lösungscurve bei 
weiter steigender Temperatur noch einmal wenden müssen. Nach 
Sıms ist für Absorption von schwefliger Säure im Wasser 


| 
Temperatur: 
s 2 1 20 24 28 32 36 40 4 48°C. 


Absorbirte Menge: 
58,7 49,6 42,2 36,4 32,3 28,9 25,7 22,8 20,4 18,4 16,4 


Die Volumina nehmen immer weniger ab, aber wie weit, lässt sich 
nicht sagen. Eine zweigliedrige Formel benutzt Herr Wroblewski 
für den Gang der Absorption, nämlich 


B = 1,9561 — 0,026651 für Stickoxyd, 
B = 1,2779 — 0,01576t für Kohlensäure, 


beides im Temperaturintervall 5° bis 20°. Für die Absorption von 
Kohlensäure in Pfaffenhut-Holzkoble ist nach Chappuis 


!) Hinsichtlich der Genauigkeit der Zahlen ist Ostwald, Stöchiometrie, 
1891, 8. 618 zu vergleichen. 

*) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 31, S. 184. 

®) Wiedem. Ann. Bd. 44, 8. 318. 


98* 
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t= 0 15 37 4 56 63 73 83°C. 
B= 17 62 44 38 31 27 23 19. 


Die Abnahme geht zuletzt fast proportional der steigenden Temperatur. 
So ist also alles noch recht unsicher und von einer analytischen Dar- 
stellung noch keine Rede). 


Im Uebrigen hängt alles ab von der Natur der absorbirenden und 
der absorbirten Substanz. So absorbirt Wasser bei Atmosphärendruck 
und gewöhnlicher Temperatur von Ammoniskgas das 730 fache seines 
eigenen Volumens, dagegen von Stickstoff kaum 1/,,, von Wasserstoff 
etwa !/;0, von Kohlensäure !/,, von schwefliger Säure das 44 fache u. =. f. 
Andererseits löst sich Grubengas in Alkohol im zehnfachen Betrage wie 
in Wasser, schweflige Säure in mehr als dreifachem u. s. f. Es 
scheint, dass, wenn eine Flüssigkeit von einem Gase mehr absorbirt 
als eine andere Flüssigkeit, sie ihr in Bezug auf alle Gase überlegen 
ist, und dass ein Gas, welches sich in einer Flüssigkeit leichter löst 
als ein anderes, es in allen Flüssigkeiten thut. Leichtes Absor- 
biren und leichte Absorbirbarkeit wäre also eine besondere 
Eigenschaft der Substanzen. Doch giebt es Ausnahmen. 


Bei festen Körpern kommt ausser der Substanz auch noch die 
äussere Beschaffenheit in Frage; das sogenannte Platinmohr (Platin- 
pulver) kann das 250fache seines Volumens Sauerstoff absorbiren, 
wovon beim consistenten Platin keine Rede ist. Auch handelt es sich 
bei gepulverten Substanzen, wie schon bemerkt, nicht sowohl um Ab- 
sorption als vielmehr um oberflächliche Adsorption. Indessen absor- 
birt consistentes Palladium bis zum 1000 fachen seines Volumens an 
Wasserstoff, und auch Eisen vetmag von diesem Gase ziemlich viel 
wirklich aufzunehmen. 

Wenn mehrere Gase absorbirt werden, so sollen, entsprechend 
dem Henry’schen Gesetz, die absoluten Massen im Ver- 
hältniss der Partialdrucke stehen. Material zur hinreichenden 
Beurtheilung dieses Dalton’schen Gesetzes scheint nicht vorhanden 
zu sein. 

Die Absorption in Flüssigkeiten, welche schon Lösungen sind, ist 
manchmal geringer als in den reinen Flüssigkeiten. So soll reines 
Wasser von 0° fast doppelt so viel Ammoniak absorbiren, als wenn es 
25 Proc. Kalı enthält, und dieses Verhältniss soll sich bei allen Tem- 
peraturen (bis 25°) wieder finden. Umgekehrt wird die Absorptions- 
fähigkeit gesteigert, wenn im Wasser salpetersaurer Kalk gelöst ist, 
und zwar um so mehr, je mehr solcher Kalk sich in Lösung befindet. 
Die folgende Zusammenstellung zeigt beides: 


I) Vergl. auch Bohr in Wiedem. Ann., Bd. 62 (1897), 8. 644 ff. und 
Bd. 68, 8. 501. 
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j B 
1 ı Wasser + 11,25 Proc. Wasser +4 25,25 Proc. 
0 ı Wasser 
c. | Kali Kali 
| 
0 90,00 72,00 | 49,59 
72,75 57,00 | 37,49 
186 | 59,75 46,00 28,72 
24 | 49,50 37,25 21,90 
’ Wasser -+ 28,4 Proc. | Wasser + 59,0 Proc. 
.  "Weasser 
salpetersaurer Kalk | salpetersaurer Kalk 
| | 
0 | 90,00 | 96,25 | 104,50 
8 | 72,75 78,50 | 84,75 
16 59,75 65,00 | 70,50 


Indessen spielen bei derartigen Absorptionen auch chemische Um- 
setzungen zwischen den Gasen und den gelösten Stoffen mit. Lösungen, 
welche Stoffe enthalten, die mit dem Gase keine chemische Veränderung 
eingehen, werden nur durch ihre Gegenwart auf die Absorption (ver- 
ringernd) wirken, für sie wird also das Henry’sche Gesetz, innerhalb 
der diesem Gesetze überhaupt gesteckten Grenzen, Geltung haben. 
Wenn jedoch die gelösten Substanzen mit dem Gase chemische Ver- 
bindungen bilden, so wird ein Theil des absorbirten Gases hierzu ver- 
wendet und es wird im Allgemeinen mehr Gas absorbirt werden müssen, 
als dem Lösungsmittel entspricht, wobei zugleich auch Abweichung 
vom Henry’schen Gesetz stattfinden kann. Ostwald!) führt aus den 
Untersuchungen von Ssetschenow folgende Reihe von Natron- 
salzen an: 


Natriumcarbonat, Na, CO, ! Natriumoxalat, Na, (0, 0, 
Borax, Na,B, 0; | Natriumlactat, Na C, H, O, 
Dinatriumphosphat, Na, HPO, Natriumnitrat, NaNO, 
Natriumacetat, NaC, H; 0, -  Chlornatrium, Na Cl 
Natriumcitrat, Na, C; H, 0; '  Natriumsulfat, Ns, SO, 


Die links stehenden Natriumsalze, in Wasser gelöst, vermehren 
die Absorptionsfähigkeit der Kohlensäure, wie der schon angeführte 
salpetersaure Kalk es für Ammoniak thut, indem sie Kohlensäure 
binden, und müssen sie aus diesem Grunde proportional ihrer Menge 
vermehren. Die rechts stehenden sind indifferent für Kohlensäure, sie 


!) Ostwald, Stöchiometrie, 1891, 8. 629. 
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verringern durch ihre Anwesenheit die Absorption, stören jedoch die 
Gesetze der Absorption nicht. Natriumoxalat vermittelt den Ueber- 
gang von der einen Gruppe der Natriumsalze zur anderen. Für che- 
misch auf das Gas nicht einwirkende Salzlösungen soll der Absorptions- 
coöfficient mit dem Salzgehalt durch die Formel verbunden sein !) 


B=her'* 
x bedeutet den Salzgehalt, ß, den Werth von ß für die reine Flüssig- 
keit. Fürz= wo wäre ß = 0. Die Formel ist ganz plausibel, soll 
jedoch die Ergebnisse unmittelbarer Beobachtungen nicht vollständig 
darstellen. 

Bemerkenswerth sind noch folgende Ermittelungen: Lösungen, 
welche äquivalente Mengen chemisch ähnlicher Salze enthalten, weisen 
nahezu gleiche Absorptionscoöffhicienten auf. Bei äquivalenten Lösungen 
verschiedener Salze mit gleichem Metall und verschiedenem Säure- 
radical oder gleichem Radical und verschiedenem Metall folgen die 
Absorptionscoöfficienten unabhängig vom Metall bezw. dem Radical. 

Auch die Zumischung von Flüssigkeit anderer Art bringt Ver- 
änderungen in der Absorptionsfähigkeit hervor. Das auffallendste 
Beispie) hierfür bieten die Mischungen von Alkohol und Wasser. Al- 
kohol hat eine stärkere Absorptionsfähigkeit als Wasser, die Zu- 
mischung von Alkohol zu Wasser verringert aber die Absorptions- 
fähigkeit des Wassers zunächst. Späterhin nimmt sie selbstverständlich 
wieder zu, da sie zuletzt gleich der Absorptionsfähigkeit des Alkohols 
werden muss. Das Minimum der Absorptionsfähigkeit soll einem Ge- 
misch von etwa 30 Proc. Alkohol zukommen. Ein ähnliches Ver- 
hältniss findet statt, wenn Schwefelsäure zu Wasser gemischt wird. 
Rein haben beide fast gleiche Absorptionsfähigkeit, gemischt jedoch 
zunächst eine geringere, als einer dieser Flüssigkeiten zukommt; das 
Minimum liegt bei der, bald noch zu erwähnenden Mischung, H,SO, H,O. 

Wir gehen zu den Mischungen von Flüssigkeiten mit 
Flüssigkeiten über. Flüssigkeiten können sich wie Gase in allen 
Verhältnissen mit einander mischen, oder nur in bestimmten Verhält- 
nissen, oder überhaupt nicht. Beispiele sind: für den ersten Fall 
Wasser und Alkohol, Wasser und Schwefelsäure, für den zweiten 
Wasser und Aether, für den dritten Wasser und Quecksilber. Zu dem 
letzteren Fall bemerkt Herr Ostwald?), dass er nur in sehr wenigen 
Combinationen zutreffen dürfte. Denn da alle Gase sich in Flüssig- 
keiten lösen, werden es auch alle Dämpfe thun. Also wird jede 
Flüssigkeit jeden Dampf absorbiren, auch den derjenigen Flüssigkeit, 
mit welcher sie sich anscheinend nicht mischt. „Eine Lösung des 
Dampfes aber wäre von einer Lösung der Flüssigkeit selbst nicht zu 


!) Stöchiometrie, 8. 632. 
*) Ebend., 1891, 8. 635. 
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unterscheiden.“ Das letztere bezieht sich wohl nur auf gewisse Eigen- 
schaften der Lösung, denn Herr Ostwald scheint ein gelöstes Gas 
innerhalb der Flüssigkeit nicht als Flüssigkeit zu betrachten. „Die 
absorbirten Gastbeilchen bilden ebensowohl einen Bestandtheil der 
Flüssigkeit, wie die Molekeln dieser selbst, das absorbirte Gas ist 
aber nicht eine Flüssigkeit innerhalb des Lösungsmittels !).“ Und ich 
wüsste nicht, was man diesem entgegensetzen könnte. Der dritte Fall 
besteht vielleicht nur für die Mischung von Quecksilber mit anderen 
Flüssigkeiten unter normalen Verhältnissen. 

Ueber Mischungen der ersten Art ist an dieser Stelle nichts zu 
sagen. Mischungen der zweiten Art hängen davon ab, welche Flüssig- 
keit man mit der anderen mischt. Wasser soll Aether im Verhältnisg 
von 100 zu 9,5 lösen, aber Aether Wasser unter gewöhnlichen Um- 
ständen überhaupt nicht. Alkohol löst Schwefelkohlenstoff im Ver- 
hältniss von 100 zu 40, Schwefelkohlenstoff Alkohol nur im Verhält- 
niss von 100 zu 7. Ferner?) „nimmt die Löslichkeit von Amylalkohol 
in Wasser mit wachsender Temperatur ab, die von Wasser in Amyl- 
alkohol dagegen zu“, wobei eine Grenztemperatur vorhanden sein 
soll, oberhalb deren die gegenseitige Löslichkeit nach gleichem Ge- 
setze sich ändert. Ueberhaupt ist die Löslichkeit von Flüssigkeiten 
in einander eine Function der Temperatur. Phenol löst sich mit 
wachsender Temperatur mehr und mehr in Wasser, oberhalb 80°C. ist 
es mit diesem in allen Verhältnissen mischbar, ähnlich verhalten sich 
Isobutylalkohol, Kresol, Anilin bei Temperaturen zwischen 115° und 
125° (s. u.). 

Für Flüssigkeiten, welche sich mit einander in allen Verhält- 
nissen mischen, ist es gleichgültig, welche von ihnen das Lösungsmittel 
und welche das Gelöste ist. Für Flüssigkeiten, die es nicht thun, 
stellen wir die Löslichkeit der Componente B in A als Function der 
Temperatur graphisch dar, ebenso die der Componente A in B. Ver- 
schmelzen diese beiden Curven für gewisse Temperaturen vollständig 
mit einander, so werden sich die Flüssigkeiten für diese Temperaturen 
in allen Verhältnissen mischen. Schneiden sie sich nur in einem 
Punkte oder in mehreren Punkten, so wird vollständige Mischbarkeit 
nur für eine Temperatur oder für einzelne Temperaturen stattfinden. 
Kommen die Curven überhaupt nicht zusammen, so findet auch nie- 
mals vollständige Mischbarkeit statt. 

Folgende Zahlen nach Alexejew) stellen die Verhältnisse für 
Mischungen von Anilin, Phenol und Benzoäsäure in Wasser dar: 


1 c., 8. 624. 
®) Abascheff und Alexejew bei Ostwald, 1. c., 8. 638. 
*) Wiedem. Ann., Bd. 28, 8. 305 ff. 
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Anilin Phenol Benzoösäure 
' Sättigungs- | Sättigungs- Sättigungs- 
Procent- | temperatur Procent- | (gmperatur Procent- temperatur 
gehalt | 0. | gehalt oc, gehalt 0. 
3,11 | 16 7,12 | |: 64 
3,58 55 10,02 | 4, 12 79,5 
5,25 77 15,31 so 8,28 102 
14,11 142 26,15 en | 12,20 109 
21,01 156 28,55 25,01 1155 - 
36,87 164,5 36,7 35,98 1 | EEE EEE 
74,06 157,5 48,86 I es I os I a 114 
84,03 137 61,15 61,77 107 
93,96 68 71,97 69 40 99,5 
94,57 39 Z— 78,80 8 
95,02 25 —_ — — 
95,42 8 _ _ —_ 


Die Zahlen über dem mittleren Strich gehören der Löslichkeit für die 
betreffende Temperatur in Wasser je nach der Temperatur, die Zahlen 
unter diesem Strich geben die Löslichkeiten von Wasser in diesen Sub- 
stanzen je nach der Temperatur. Zusammen stellen sie also je zwei 
Löslichkeitscurven dar, die bei Anilin in der Nähe von 165° oder 170°, 
bei Phenol in der von 67° oder 70°, bei Benzoösäure in der von 115° 
oder 120° verschmelzen, so dass in diesen Temperaturen Mischbarkeit 
in allen Verhältnissen stattfände. Die geringe Aenderung der Tem- 
peratur in der Umgebung der Grenztemperatur bei starker Aenderung 
der Löslichkeit thut dar, dass es sich hier in der That um ein Ver- 
schmelzen der Löslichkeitscurven, die ja such Gleichgewichtscurven 
sind, handelt, nicht bloss um ein Durchschneiden. Der normale Ver- 
lauf scheint dabei zu sein, dass nach Ueberschreitung der Grenze die 
Temperatur wieder fällt. Es kommen jedoch auch Ausnahmen vor. 
Bei Lösungen von Di- und Triäthylamin in Wasser steigt die Tem- 
peratur nach Ueberschreitung der Grenze noch weiter. So beträgt bei 
Diäthylamin für die Lölichkeit 45,42 die Temperatur 134,5° und für 
die 62,35 nicht weniger, sondern mehr, 154°. Diese schwer zu deutende 
Thatsache war schon Gutherie bekannt und ist von Alexejew be- 
stätigt worden !}). 

Van der Waals glaubt, dass ein Zusammentreffen und Ver- 
schmelzen der beiden Löslichkeitscurven immer stattfinden wird, 
wenn nur der Druck tief genug ist, unter dem die Lösung bewirkt 


!) Siehe jedoch V. Rothmund in Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 26, 
8. 459 ff., der zu ganz anderen Ergebnissen gelangt ist. 
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wird. Er beruft sich auf folgende Versuche!). Nimmt man ein Ge- 
menge von 9 Vol. CO, und 1 Vol. Luft, so ist dieses zunächst homogen. 
Bei 25° hat dieses Gemenge seine kritische Temperatur. Der kritische 
Druck ist 77,5 Atm. Es ist noch homogen. Erniedrigt man die Tem- 
peratur auf 23,5°, wobei der Druck auf 73 Atm. fällt, so findet eine 
Trennung in zwei Theile statt, das Gemenge wird also inhomogen. 
Steigert man aber nun den Druck bis 95 Atm., so wird das Gemenge 
wieder homogen. Entsprechend [fand er das Wiedereintreten der 
Homogenität 


bei: 235 204 192 2 °C, 
unter dem Druck: 95 103 106 145 Atm., 


nachdem vorher Inhomogenität bestand. Van der Waals führt auch 
Versuche von Cailletet an mit einem Gemisch von 5 Vol. CO, und 
1 Vol. Luft. Das Wiedereintreten der Homogenität fand statt 


bei: 5,5 10 13 18 19 °C. 
unter dem Druck: 132 124 120 113 110 Atm. 


Der Druck nimmt mit fallender Temperatur zu. Er ist der Ansicht, 
dass letzteres Verhältniss nicht beliebig fortdauert, sondern dass der 
Druck bei einer gewissen Temperatur ein Maximum erreicht und dann 
mit weiter fallender Temperatur abnimmt. Die obigen Zahlen freilich 
sprechen nicht sehr dafür. Der genannte Forscher denkt sich nun den 
Vorgang etwa in folgender Weise verlaufen. CO; und Luft sei das 
Gemenge, erst bilden beide ein homogenes Gasgemisch, bei gewissem 
Druck und gewisser Temperatur zertheilt sich das Gemisch in zwei 
Theile, von denen der eine vorwiegend Kohlensäure, der andere vor- 
wiegend Luft enthält. Steigert man den Druck, so löst sich mehr 
und mehr Kohlensäure in dem lufthaltigen Bestandtheil und mehr und 
mehr Luft in dem kohlensäurehbaltigen, bis zuletzt jeder von beiden 
Bestandtheilen gleichviel Kohlensäure und Luft besitzt und das Ganze 
ein homogenes Gemisch giebt (vergl. auch S. 554). Er stellt den 
Satz auf: 

„Alle Körper können sich mit einander mengen, sobald 
der Druck einen gewissen Werth übersteigt.“ Manchmal wird 
man sehr hohe Drucke, manchmal sehr niedrige Temperaturen an- 
wenden müssen. Herr van der Waals scheint diese Ansicht später selbst 
etwas eingeschränkt zu haben, und bisher ist auch ein bestimmter 
Einfluss des Druckes auf die Löslichkeit von Flüssigkeiten in einander 
nicht nachgewiesen. 

Ob der Vorgang beim Mischen von Flüssigkeiten ein rein physi- 
kalischer ist, oder auch mit chemischen Bindungen verläuft, ist in 
vielen Fällen noch nicht entschieden. Mendelejeff giebt an, dass 


!) Die Continuität u. s. f., 1899, Theil I, 8. 153. 
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das Mischen von Schwefelsäure mit Wasser unter Bildung von Hydraten 
geschieht). Man kennt nämlich sicher zwei Hydrate des Schwefel- 
trioxyds, nämlich die gewöhnliche Schwefelsäure H3 SO, und die hydra- 
tisirte Schwefelsäure H,;,SO, H,O (84,48 Proc. normales Hydrat und 
15,52 Proc. Wasser). Da nun zwei solche Hydrate vorbanden sind, 
die sich beide ganz wie beständige Körper verhalten, da ferner ein 
Hydrat H,SO,SO,, die Pyroschwefelsäure, existirt und alle diese 
Hydrate bei hoher Temperatur sich in SO, und H,O zersetzen, so, 
schliesst Mendelejeff, „muss von SO, bis zu H,O eine ununterbrochene 
Reihe von homogenen Körpern vorhanden sein, welche im flüssigen 
Zustande als Lösungen erscheinen werden“. Die Existenz bestimmter 
Hydrate in der Reihe der Lösungen glaubt er an der Aenderung von 
Eigenschaften erkennen zu sollen. So nimmt der wahre Ausdehnungs- 
coöfficient der Lösungen von H,SO, bis zu einer Lösung H,SO, H,O 
ständig zu, von dieser Lösung ab jedoch nimmt er ab. Die Lösung 
H,;,SO,H,0 hat sich also als besonderer Körper, als Hydrat, geltend 
gemacht (vergl. auch S.460). In ähnlicher Weise wird auf ein weiteres 
“ Hydrat H,SO,2H,0O geschlossen, welches freilich nicht, wie die bei- 
den vorgenannten Hydrate, im festen Zustande bekannt ist?). Und 
wiederum in gleicher Schlussweise würde sich ergeben, dass auch 
bei dem Mischen von Alkohol mit Wasser Hydratisirungen stattfinden, 
und zwar nach den Formeln H,O + 6H,0 und C,H,O + 3H,0; 
das erstere Hydrat würde einer Alkoholmischung von etwa 30, das 
zweite einer solchen von etwa 45 Gewichtsprocent entsprechen 3). 


Mischungen von festen Körpern und Flüssigkeiten 
werden besonders als Lösungen bezeichnet. Fast alle festen Körper 
lösen. sich in der einen oder der anderen Flüssigkeit, namentlich Wasser 
löst fast alle Substanzen, selbst Metalle. Man hat die löslichen Körper 
in zwei Classen zu theilen, je nachdem sie sich gegen das Lösungs- 
mittel indifferent verhalten oder Veränderungen erfahren. Die Ver- 
änderungen können darin bestehen, dass die Molekeln des Lösungs- 
mittels und der gelösten Substanz sich chemisch binden, wie Zink sich 
in Schwefelsäure lösen und dabei Zinksulfat bilden kann. Die Flüssig- 
keit enthält dann eben nicht mehr den betreffenden Stoff in Lösung, 
sondern eine chemische Verbindung desselben. Die zweite Veränderung 
besteht in einer Zertheilung der Molekeln des betreffenden Stoffes ohne 
chemische Anlagerung an andere Molekeln, also in einer Dissociirung. 
Diese Dissocirung kann so vor sich gehen, dass die Molekeln in in- 
differente Theile gespalten werden oder in ihre Ionen, sie ist im letzteren 


!) Grundlagen der Chemie, 1891, 8. 921 ff. 

’) Sogar noch auf so wasserreiche Hydrate wie H,80,6H,O oder gar 
H,S0,150 4,0. 

®) Dupre, Phil. Trans., 1869, S. 591 ff. 
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Falle eine lonisirung der Molekeln. Lösung unter gänzlicher Indifferenz 
des Lösungsmittels gegen die gelöste Substanz kann daran erkannt 
werden, dass die Zahl der in der Lösung enthaltenen Molekeln ebenso 
gross ist, wie die Zahl der von der Substanz abgelösten Molekeln. Lö- 
sungen dissociirbarer Stoffe enthalten dagegen mehr Molekeln, als von der 
Substanz abgelöst sind, jedoch selbstverständlich von kleinerem Gewicht. 
Ob Lösung jemals ganz und gar ohne Dissociirung vor sich geht, ist 
nicht sicher, ebenso wenig wie, ob Lösungen bestehen, in denen alle 
Molekeln der gelösten Substanz dissociirt sind. Man kann also im 
Allgemeinen nur nach dem Grade der Dissociirung urtheilen. Dieser 
Grad der Dissociirung hängt aber ab von der Natur des gelösten 
Stoffes und des Lösungsmittels, sodann auch von äusseren Umständen, 
Temperatur und Druck, und endlich auch von der Zahl bereits gelöster 
Molekeln, also von der Concentration. 

Hinsichtlich des Einflusses der Natur des Lösungsmittels ist es 
bekannt, dass namentlich Wasser die Neigung hat, auf die gelösten 
Stoffe dissociirend zu wirken. Herr Brühl!), der über „die Rolle der 
Medien im Lösungsvorgange“ eine ausgedehnte Untersuchung angestellt 
hat, spricht zunächst die Vermuthung aus, dass überhaupt alle Lösungs- 
mittel, welche einen Grundstoff enthalten, der polyvalent ist, auch gute 
Ionisatoren sind, sich also wie Wasser verhalten. Im Wasser ist es 
der Sauerstoff, der als potentiell tetravalent die Dissociirung einleiten 
und erhalten soll, indem er in Verbindung mit H, noch chemische 
Afänität frei hat. Im verflüssigten Ammoniak, der „eine enorme 
dissociirende Kraft besitzt“, spielt der darin fünfwerthige Stickstoff 
die gleiche Rolle, wie im Wasser der Sauerstof. Aehnlich soll das 
Arsen im Arsentrichlorür als Ionisator wirken. Indessen tritt die 
ionisirende Wirkung nicht in allen Fällen ein, denn nun kommt auch 
die Natur des gelösten Stoffes in Betracht. Wie an anderer Stelle 
hervorzuheben sein wird, erkennt man die ionisirende Wirkung daran, 
dass die Lösung den Strom elektrolytisch leitet. Nun zeigt sich, dass 
beispielsweise Sn Cl,, SbCl,, HgCl,, in AsCl; gelöst, nicht leiteten, die 
Stoffe wurden also in AsC], nicht ionisirt (oder wenigstens nicht in 
ausreichendem Maasse ionisirt), wohl aber ist dieses der Fall bei 
anderen Substanzen. Das Lösungsmittel verhält sich verschieden je 
nach der Natur des zu lösenden Stoffes. Es kommt vor, dass ver- 
schiedene Stoffe in einem Lösungsmittel sich fast gleich verhalten, wie 
Fe, Cl, und SbCl, in Methylalkohol, in einem anderen aber ganz 
verschieden, wie die gleichen Salze in Aceton. 

Die Verhältnisse liegen also sehr complicirt und ein absolutes 
Maass für die ionisirende Kraft eines Lösungsmittels giebt es nicht, 
da diese Kraft ganz verschieden sein kann für verschiedene Sub- 
stanzen und für gleiche Gruppen nicht einmal Proportionalität hin- 


!) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 30, 8. 1 ff. 
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sichtlich verschiedener Lösungsmittel vorhanden ist, selbst wenn man 
von den ausserdem noch störend eingreifenden chemischen Ein- 
wirkungen zwischen Lösungsmittel und gelöster Substanz absieht. 
In letzterer Beziehung kommt es nicht einmal auf Verbindungen 
zwischen Lösungsmittel und gelöster Substanz an, sondern es sollen 
such intramolekulare Umlagerungen in der gelösten Substanz statt- 
finden, wodurch diese, ohne ihre chemische Zusammensetzung zu 
ändern, in eine andere Form übergeht. So hat Herr Brühl ge- 
funden, dass manche Stoffe in Lösungen in Formen erscheinen, in 
Formen sich umwandeln, die sie ausserhalb der Lösung nur unter 
bestimmten Bedingungen annehmen. 

Er führt als Beispiel einen ungesättigten Alkohol an von der Form 
R,C=CROH, der durch Erwärmen sich in die Form R, CH-CR=0 
umlagert, dieses aber in Lösungen auch ohne Erwärmen thut. Die 
Auseinanderziehung der Molekeln durch das Lösungsmittel würde 
hier wie die durch Erwärmen stattfindende wirken. Geprüft hat Herr 
Brühl seine Ansicht durch Untersuchung der optischen Verhältnisse 
einer solchen Substanz in ihren beiden Formen und in der Lösung. 
Zeichnet man die Form, welche frei existirt, durch &, die andere, die 
durch Umlagerung entsteht, durch ß aus, so waren die Molekular- 
refractionen für die Strahlen Hs, Na und betrug die Molekulardis- 
persion für die Strahlen H, und H., Grössen, die durch Na, Nxa 
N, — Na bezeichnet werden: 


für homogenes &-mesityloxyozalsaures Aethyl 56,20 57,11 7,31, 
" n  Brmesityloxyoxalsaures Aethyl 50,04 50,35 1,09. 


Die Unterschiede betragen 6,16; 6,76; 6,22. Löste man nun die &-Sub- 
stenz in Chloroform, Benzol, Schwefelkohlenstoff und Bromnaphtalin, 
so blieben die optischen Constenten selbst nach dreimonatlichem 
Stehen der Lösung fast unverändert. Ward aber Aethylalkohol oder 
Methylalkohol als Lösungsmittel benutzt, so fielen die optischen Con- 
stanten allmählich und näherten sich sehr stark denen der ß-Substanz. 
Nach 80 Tegen waren die Unterschiede fast auf ein Drittel ihres 
Werthes gesunken. Es trat also in diesen Lösungsmitteln eine Um- 
lagerung der &-Form in die ß-Form ein. 

Wie dem eber auch sei, es wird sich wenig dagegen einwenden 
lassen, wenn man bei der Lösung folgende Wirkungen des Lösungs- 
mittels auf die gelöste Substanz und dieser gelösten Substanz auf das 
Lösungsmittel annimmt: 

1. Auseinandersiehen der Molekeln zu grösseren Abständen, 
ıg, bezw, Ionisirung der Molekeln, 
in den Molekeln, 
gsmittel und gelöster 
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Alle vier Wirkungen können neben einander hergehen und keine 
braucht die ganzen Substanzen zu betreffen. Sie können sich auch 
in ganz verschiedenen Zeitabschnitten abspielen. 


Im Allgemeinen lösen sich in einander besonders leicht Substanzen, 
welche chemisch analog sind. So in Wasser Hydroxylverbindungen, 
selbst solcher Stoffe, die für sich in Wasser nicht löslich sind, wobei 
die Löslichkeit um so grösser wird, je mehr der Kohlenstoffgehalt 
gegenüber dem übrigen Theile zurücktritt. C, H,, Benzol, ist in Wasser 
nicht löslich, wohl aber schon C,H(OH), Phenol, noch mehr C,H, (OH),, 
Hydrochinon, und zuletzt C,H, (OH), in beinahe allen Verhältnissen. 
Alkohol löst vornehmlich die ihm analogen anderen Alkohole, und 
Essigsäure die organischen Säuren. Ebenso Benzol die Kohlenwasser- 
stoffe. Andererseits ist Aethylalkohol mit Wasser in allen Verhält- 
nissen löslich, ebenso Methyl- und Propylalkohol; nicht mehr so stark 
Butylalkohol, wenig noch Amylalkohol und gar nicht mehr Hexyl- 
alkohol. Dieses weist den Einfluss steigenden Kohlenstoffgehaltes nach. 
Die hier angeführten Beispiele betreffen sämmtlich indifferente Stoffe, 
die also in der Lösung keine Aenderungen, namentlich keine Disso- 
ciationen erfahren. Für solche Stoffe sollen nach Carnelley und 
A. Thomsen noch die Regeln gelten, dass die Löslichkeit der 
Isomeren proportional geht deren Schmelztemperatur, die 
leichtest schmelzenden sind die leichtest löslichen; gleiches 
soll bei isomeren Säuren auch für ihre Salze stattfinden. Die Reihe 
der Löslichkeiten isomerer Verbindungen soll auch von der 
Natur des Lösungsmittels unabhängig sein. Sie führen als 
Beispiel an, dass das Löslichkeitsverhältniss zwischen m- und p-Nitro- 
anilin in 13 verschiedenen Lösungsmitteln nur zwischen 1,15 und 1,48 
schwankte. Endlich soll in homologen Reihen die Löslichkeit der Ver- 
bindungen mit paarer Anzahl von Kohlenstoffatomen gering, die der 
Verbindungen mit unpaarer Anzahl gross sein. Regeln über die J;ös- 
lichkeit der Elektrolyte haben sich, trotz vielfacher Versuche dazu, nicht 
aufstellen lassen. Man weiss nur, dass in dieser Hinsicht die grössten 
Unterschiede bestehen. 

Auf die Löslichkeit von Einfluss sind vor allem Druck und Tem- 
peratur. Die Lösung ist nämlich ein Vorgang ganz analog dem der 
Verdampfung flüssiger oder der Verflüchtigung fester Substanzen oder 
dem Schmelzen fester Substanzen. Ein fester Körper für sich ver- 
dunstet, indem Molekeln von seiner Oberfläche in den Raum über ıhm 
hineingestossen werden. Der Dampfdruck ist constant, sobald ebenso 
viele Molekeln von ihm fortfliegen, als aus dem Dampf zu ihm zurück- 
gelangen. Gleiches findet nun auch statt, wenn der Körper nicht an 
einen freien oder un einen mit einem Gas angefüllten Raum stösst, 
sondern an eine Flüssigkeit. Theilchen von seiner Oberfläche werden 
in diese Flüssigkeit gestossen, ebenso Theilchen aus der Flüssigkeit in 
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seine Substanz. Zugleich kehren ın die Flüssigkeit gestossene Theil- 
chen der festen Substanz zu dieser und in den festen Körper gestossene 
Theilchen der Flüssigkeit in letztere zurück. Gleichgewicht, also Auf- 
hören des Lösungsvorganges, tritt ein, sobald zum festen Körper so 
viele feste und flüssige Molekeln fliegen, als von ihm feste und flüssige 
Molekeln fortgestossen werden. Das Gleichgewicht ist ein dynamisches 
und entspricht ganz dem bei Verdampfung und Verdunstung. Den Ein- 
fluss von Druck und Temperatur auf die Löslichkeit können wir biernach 
thermodynamisch verfolgen (S. 503 ff... Doch führe ich hier zunächst 
einige experimentelle Ergebnisse an. Die Löslichkeit von Chlornatrium 
ın Wasser nimmt mit wachsendem Druck zu, ebenso die von Kalium- 
sulfat; dagegen nimmt sie ab für Natriumsulfsat. Mit wachsender 
Temperatur nimmt die Löslichkeit in der Regel zu. Wir haben: 


\ Temperatur 
Druck | 


| ee BT.) | 20° | 25° | 30° 
| Löslichkeit 
| Chlornatrium 
1 |.35,59 35,72 | 35,70 35,78 35,81 36,01 
20 | 35,79 35,84 | 35,84 35,82 35,95 36,10 
40 | 35,95 _ 35,87 _ _ _ 
Kaliumsulfat 
ı | 721210 0— 1019 | — _ _ 
20 |  7,es | —_ | 1083 | — _ | _ 
30 1 7,69 _ | | — — —_ 
Natriumsulfat 
1 | 4,60 _ 12,760 — _ | — 
20 1 474 | — 18 | — u 
30 Z— — 11,7 | — -— 10 
0 | _ | —_ 1,53 | — - | — 


Die Löslichkeitszahlen geben die jeweilige Salzmenge in 100 Thln. 
Wasser. Der Einfluss des Druckes wird geringer mit wachsender 
Temperatur. Das Umgekehrte findet ebenfalls statt. Für die Ab- 
hängigkeit von der Temperatur führe ich die Verhältnisse bei der 
Lösung von Rohrzucker in Wasser an!),. Es ist 


bei 0 sb 0 30 3 0 5 4 %., 
die Löslichkeit: 64,7 65,0 65,5 66,0 66,5 67,2 68,0 68,8 69,8 Proc. 


bei 45 50 55 60 65 °C. 
die Löslichkeit: 70,8 71,8 728 74,0 75,0 Proc. 


) Plato, Wissenschaftliche Abhandlungen der Kaiserlichen Normal- 
Aichungs-Commission, Heft II (1900), 8. 38 ff. 
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Herr A. Herzfeld stellt diese Löslichkeit y dar durch eine Formel 
y = 64,1835 + 0,134 7712 + 0,000 530 7 12. 


Die Löslichkeit wächst also, wie auch die vorgeführten Zahlen andeuten, 
stärker an als die Temperatur. Indessen giebt es auch Fälle, in denen 
die Löslichkeit mit wachsender Temperatur abnimmt, und andererseits 
kommt es vor, dass sie erst zunimmt und dann wieder abnimmt. 
Letzteres findet z. B. statt bei einer grossen Zahl von Sulfaten, so bei 
CuSO,, wo bis 130° etwa die l,öslichkeit anwächst und dann wieder 
fällt; bei MnSO, beginnt das Fallen bereits bei 55°. Vielfach ist die 
Abhängigkeit der Löslichkeit von der Temperatur eine sehr complicirte, 
wie bei Calciumsulfat. Herr Nordenskiöld!!) setzte für diejenigen 
Fälle, in denen die Löslichkeit mit wachsender Temperatur anwächst, 
und zwar stärker als die Temperatur steigt, die Löslichkeit proportional 
der schon gelösten Menge und dem Temperaturanstieg, also 


dy = bydt, 
woraus folgt logy = a + bt. Diese Formel wird noch erweitert zu 


logy=a+tbt-+ ci? 
und hat sich als sehr brauchbar erwiesen. aundc hat Nordenskiöld 
stets negativ, b stets positiv gefunden. Die beobachteten Werthe von y 
stimmen im Allgemeinen mit den berechneten Wertben gut überein. 
Aber die Ausgangsformel ist mir nicht recht verständlich, man sollte 
eine Ilypothese erwarten, dass die Löslichkeit mit wachsendem Gehalt 
an gelöster Substanz abnimmt, nicht zuninmt. 

Mit dem Ansteigen der Löslichkeit mit wachsender Temperatur 
in Zusammenhang steht, dass man Lösungen auch zu übersättigen ver- 
mag. So kann man im obigen Falle eine Lösung von 75 Proc. Zucker- 
gehalt, die also erst bei 65° C. herzustellen wäre, nachdem sie erlangt 
ist, noch bei 15° flüssig erhalten 2). Uebersättigte Lösungen ent- 
sprechen unterkühlten Flüssigkeiten, sie werden also auch wie diese 
durch Hinzufügung einer festen Phase in den festen Zustand (s. u.) ge- 
bracht. Die Aufhebung der Uebersättigung kann rasch oder auch 
sehr langsam vor sich gehen, letzteres z. B. bei Eisenchloridhydrat. 
Manche Lösungen sind leicht zu übersättigen, andere schwer. Ausser 
der schon erwähnten Zuckerlösung können wir zu den ersteren noch 
rechnen Lösungen von Glaubersalz, Alaun, Magnesiumsulfat u. a. 
Schwer zu übersättigen sind Lösungen von Kaliumnitrat und Salmiak. 

Wird die Uebersättigung aufgehoben, so scheidet sich allmählichı 
so viel gelöster Stoff aus, bis eine den Umständen entsprechende 
lösung erzielt ist. Nicht immer scheidet sich dabei der Stoff in 
gleicher Zusammensetzung aus, wie er gelöst wurde, z. B. krystallisirt 


!) Poge. Ann., Bd. 136, 8. 309. 
®) Plato, Il. c., 8. 39. 
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aus übersüttigter wässeriger Glaubersalzlösung nicht Na, SO, + 10H,U 
aus, sondern Na; SO, + 7H,O, es findet also in der Lösung ein Ver 
lust an Natriumsulfat und eine Anreicherung an Wasser statt. Auch 
kommt es darauf an, in welcher Weise die Uebersättigung aufgehoben 
wird. Je nach Benutzung des einen oder anderen die Uebersättigung 
aufhaltenden festen Stoffes kann sich eine oder eine andere Substanz 
ausscheiden, z. B. aus Lösungen traubensauren Natron-Ammoniaks rechts 
oder links drehendes weinsaures Salz, aus Lösungen von Nickelsulfst 
ein oder ein anderes Hydrat !). 


Eine Lösung kann auch mehrere Stoffe gelöst enthalten, wofür 
ein classisches Beispiel das Wasser der Meere und Seen ist. Das des 
Todten Meeres z. B. weist auf die Cblorverbindungen von Natrium, 
Magnesium, Calcium, Kalium, Mangan, Eisen, Aluminium, ferner Brom- 
verbindungen, Ammoniak, schwefelsauren Kalk, Kieselsäure u. s. f. 
Meist stören sich die verschiedenen Stoffe in ihrer Löslichkeit. Manche 
Stoffe verdrängen sich gegenseitig aus wässerigen Lösungen, so nach 
Rüdorff KNO, und NH,NO,, Ba (NO,)s und Pb (NO53)s K, SO, und 
CuSO, u. s. f. In anderen Fällen löst sich einer oder der andere Stoff, 
oder lösen sich sogar beide Stoffe weniger‘, als der Löslichkeit der ein- 
zelnen Stoffe entspricht, so NaNO, und NH,NO,, wo NaNO, sich 
weniger, NH,NO, sich stärker löst, ferner NH,Cl und NH,NO,, wo 
beide sich weniger lösen als sie es einzeln thun. 


Hier spielt hauptsächlich das chemische Verhältniss der gelösten 
Stoffe zu einander und zur Lösung des einen oder anderen Stoffes eine 
Rolle. Ganz indifferente Stoffe werden sich zusammen in der Lösung 
nicht anders verhalten, als sie es einzeln thun. Können aber 2. B. zwei 
Stoffe ein Doppelsalz bilden, und tritt diese Doppelsalzbildung that- 
sächlich ein, so enthält die Lösung eben auch das Doppelsalz, oder es 
scheidet sich das Doppelsalz aus, und dann erscheint die Lösung mit 
Bezug auf das eine oder andere Salz ärmer, als ob ein Salz durch das 
andere verdrängt worden wäre. Wir haben einen solchen Fall, der 
noch durch Bildung von Mischkrystallen complicirt war, schon be- 
trachtet (S. 340). Ostwald führt einen Versuch an, aus dem erhellt, 
dass die „Verdrängung“ von Stoffen durch solche Doppelsalzbildung 
nicht bis zur wirklichen vollständigen Ausfällung dieser Stoffe geht 2) 
Es wurde eine gesättigte Kupfersulfatlösung hergestellt. Indem man 
Ammoniumsulfat nach und nach hinzufügte, wurde die Lösung durch 
Ausscheiden eines Doppelsalzes immer ärmer an Kupfer. Als jedoch 
der Ausfall an Kupfer eine bestimmte Höhe erreicht hatte, brachte 
weiteres Ammoniumsulfat keine Aenderung mehr hervor. Die Doppel- 
salzbildung kann beide Stoffe ganz aufzehren oder jeden Stoff nur zum 


) Ostwald,l.c., 8. 1038. 
®) Ostwald, l. c., 8. 1078. 


Melırfache Lösungen, Theilungscoefficienten. 449 


Theil; sind die Stoffe A, B und bedeutet (A B) das Doppelsalz, so 
können wir also folgende Fälle haben: 


A, Bin Lösung, (AB) fest, 

A, B, (AB) in Lösung, (A B) fest, 
A, B, (AB) in Lösung, 

(AB) in Lösung. 


Ausserdem kann noch eines der A, B in der Lösung verschwinden. 
Alle diese Fälle sind beobachtet und richten sich ganz nach den 
Mengenverhältnissen und den übrigen Umständen !), 

Die Löslichkeit von Salzen ist auch beeinflusst durch die Gegen- 
wart ihrer Säuren, Salzsäure z. B fällt aus einer Lösung des Baryum- 
chlorids soviel von diesem Stoff aus, als ihrem Chlorgehalt entspricht, 
und tritt an dessen Stelle, so dass die Summe der Aequivalente von 
Chlorid und Salzsäure constant bleibt. Gleiches gilt für Salpeter- 
säure in Bezug auf salpetersaure Salze. Doch gilt der Satz in beiden 
Fällen nur annähernd, und für Kaliumnitrat und Salpetersäure zum 
Beispiel gar nicht. 

Endlich ist zu bemerken, dass Substanzen aus Lösungen ausfallen, 
wenn zu den Lösungen Flüssigkeiten hinzugefügt werden, in denen 
sie sich gar nicht oder nur schwer lösen, z. B. Bleiverbindungen aus 
Schwefelsäure, wenn Wasser hinzugefügt wird. So sinkt die Löslich- 
keit des Wassers für KCl,NaCl und eine grosse Reihe anderer Sub- 
stanzen, wenn es mit Alkohol gemischt wird. 80 proc. Branntwein 
löst kaum !/s., von derjenigen Menge KÜl auf, welche Wasser für sich 
aufzulösen vermag; von MnSO,, welches in Wasser sehr leicht löslich 
ist und wovon Wasser mehr als die Hälfte seines Volumens aufzu- 
nehmen vermag, sogar überhaupt nichts. Die Abnahme der Löslichkeit 
ist, wie man sieht, viel grösser als die Abnahme an Wassergehalt. 

Der gleiche Stoff kann sich in Flüssigkeiten lösen, die selbst sich 
mit einander nicht mischen. Schüttelt man zwei solche Flüssigkeiten, 
von denen eine einen Stoff gelöst enthält, so vertheilt sich dieser in 
beiden nach bestimmtem Verhältniss. Dieses Verhältniss, für gleiche 
Volumina beider Flüssigkeiten gerechnet, heisst Theilungscoöffcient. 
Bernsteinsäure in Wasser gelöst und mit Aether geschüttelt, vertheilte 
sich zwischen Wasser und Aether. Maass man die Mengen Baryt- 
wasser, welche alsdann zur Neutralisirung der Säure in der Wasser- 
und der Aetherlösung erforderlich war, so standen diese immer im 
Verhältniss von 6 zu 1; 6 wäre also der Thbeilungscoöfficent für diesen 
Fall. Indessen hängt dieser Coöfficient von der Temperatur ab und 
von der Concentration. War die Menge Bernsteinsäure in 100 ccm 
Wasser 5,59 g. so betrug sie nach der Durchschüttelung im Wasser 4,86, 


'!) Vergl. auch Rüdorff in Wiedem. Ann., Bd. 25, 8. 626 ff. 
Weiustein, Thermodynamik. IT. 99 
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im Aether 0,73, der Theilungscoöfficient war also 6,5. Wenn jedoch 
im Wasser nur 0,286 g gelöst waren, kam nach der Durchschüttelung 
auf Wasser 0,24, auf Aether 0,046, der Theilungscoäfficient findet sich 
also zu 5,2. Er nimmt hier ab mit fallender Concentration. In 
anderen Fällen nimınt er zu mit steigender Verdünnung, so für Oxal- 
säure, Aepfelsäure, Essigsäure u. s. f£ In verdünnten Lösungen meh- 
rerer Stoffe sollen die Theilungscoöfficienten so sein, als ob jeder Stoff 
für sich allein vorhanden wäre). Der Theilungscoäfficient kann unter 
Umständen so gross sein, dass einer Lösung der ganze gelöste Stoff 
durch ein anderes Lösungsmittel entzogen zu werden vermag; so 
Alkaloide einer wässerigen Lösung durch Schütteln mit Chloroform; Jod 
und Brom, gleichfalls einer wässerigen Lösung, durch Schütteln mit 
Schwefelkohlenstoff u. s. £_ Herr Ostwald schliesst noch, dass der 
Theilungscoöfficient „eines in zwei nicht mischbaren Flüssigkeiten ge- 
lösten Gases gleich dem Verhältniss der Absorptionscoöfficienten des 
Gases in den beiden Flüssigkeiten ist“. 

Amalgame verhalten sich wesentlich wie andere Lösungen. 

Die letzten Mischungen oder Lösungen, die hier zu betrachten 
wären, sind die festen, die auch als Legirungen bezeichnet werden. 
Ueber diese ist nicht viel bekannt. Bei den Legirungen in den 
verschiedenen Eisen- und Stahlsorten betrachtet Herr Benedicks?) 
die grössere oder geringere Löslichkeit der verschiedenen dem Eisen 
zugefügten Stoffe, wie Koblenstoff, Wolfram, Chrom, als für die Härte 
bestimmend. Er setzt nach anderen Forschern die Härte von Sub- 
stanzen überhaupt als proportional dem Verhältniss der Dichte zum 
Atomgewicht, welches Verhältniss als Atomconcentration bezeichnet 
wird. So hat Kalium mit einer Atomconcentration von 0,023 nur eine 
Härte von 0,023, dagegen Mangan mit einer Atomconcentration von 
0,146 eine Härte von ebenfalls 0,146. 

Die obige Annahme entspricht der Avogadro’schen Regel, wonach 
der Druck eines Gases proportional der Molekelzahl wächst. Die Härte 
wird also einem Drucke äquivalent gesetzt. Dieser Druck nun soll 
sich wie der osmotische Druck in flüssigen Lösungen vermehren, sowie 
ein fester Stoff eine in ıhm lösliche Substanz aufnimmt, und es wird 
einfach als Regel aufgestellt, dass die Härte der festen Lösungen 
(Legirungen) mit Zunahme des osmotischen Druckes wächst. 

Nicht alle Legirungen sind physikalische Mischungen, manche 
müssen als chemische Verbindungen aufgefasst werden, wie Zn Sb,, 
Zn, Ag, Zng Cu, Sn Ag,, SnCu; und wohl auch einige Legirungen des 
Eisens mit Kohle). Dieses hat man in ähnlicher Weise geschlossen, 
wie bei den flüssigen Lösungen auf Hydrate u. s. f. (S. 442). Die 


!) Berthelot bei Ostwald, Stöchiometrie, 1891, 8. 809 ff. 

?) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 36, S. 529 ff. 

*) Literatur bei Herschkowitsch, Zeitschr. f. physik. Chemie, 
Bd. 27, 8. 123 ff. 
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Legirungen von Metallen wenigstens entstehen, indem ein homogenes 
flüssiges Gemisch von Metallen sich bis zum Erstarren abkühlt, falls 
nicht beim Erstarren Trennen der Metalle stattfindet. Das Gleich- 
gewicht der flüssigen Lösung setzt sich also dann in den festen Zu- 
stand fort. Doch sind selbstverständlich auch Uebergänge möglich, 
indem das Gleichgewicht nur für bestimmte Mengenverhältnisse be- 
wahrt bleibt. Es kann dann beim Erstarren ein Gemenge der Metalle 
zugleich mit einer Legirung entstehen. Der Uebergang aus dem 
flüssigen Zustande in den festen ist also entscheidend, hierüber ist 
aber von vornherein nichts auszusagen, wenngleich jetzt festzustehen 
scheint, dass auch hier die Lehren der Thermodynamik Anwendung zu 
finden haben, worauf später zurückzukommen ist (S. 579). 


75. Zustandsgleichung und Concentration. 


Es bestehe ein Gemisch oder eine Lösung aus zwei Bestandtheilen, 
die den betreffenden Raum beide völlig gleichartig ausfüllen. Es sind 
damit Dissociationen zunächst ausgeschlossen, da dann mindestens drei 
Bestandtheile in Frage kommen. Wir gehen wieder vom Virialprincip 
aus und betrachten das innere Virial. Dieses ist nach den Angaben auf 
Seite 45 des ersten Bandes dieses Werkes: 


1) = — „DK + Yy+ Ze) 


Der Ausdruck zerfällt zunächst in zwei Theile für jeden der beiden 
Bestandtheile; jeder dieser Theile giebt abermals zwei Theile nach den 
Kräften, die der Bestandtheil auf sich selbst ausübt oder vom anderen 
Bestandtheil erfährt. Hiernach haben wir 


2) n=-— 2 +Y'y+Z"?) 
- N (Afr+Y’y+z?r) 
— Sr "+Yy’ +2") 
— „IN Ya’ + YRy" + zZ"). 


xt, rt, Zu sind die Componenten der Kraftwirkung der Molekeln des 
ersten Bestandtheils auf einander, ebenso X, Y a zZ, die der Molekeln 


des zweiten Bestandtheils auf einander, X”, Y 2” bedeuten die Com- 


ponenten der Kraftwirkung der Molekeln des zweiten Bestandtheils auf 
29* 
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Diese Darstellung der Capillaritätscoöfficienten rührt, wenn auch 
nicht vollständig in dieser Form, von Poisson her!}), sie ist später all- 
gemein angenommen worden, auch von van der Waals2). Es war 
aber Poisson bereits bekannt, dass sie nicht immer genügt, der Er- 
fahrung über die Capillarität von Mischungen zu entsprechen, worüber 
im nächsten Abschnitt. 

Die Grösse A entspricht dem Stossvirial. In der einfachsten Ge- 


b8O m 


stalt war der Ausdruck für einen einheitlichen Körper A = — ur 


und es bedeutete darin ® ein Achtel von dem Volumen der Wirkungs- 
sphären aller Molekeln (Bd. I, S. 377) und m die Masse einer Molekel. 
Wenn zwei Bestandtheile vorhanden sind, geschehen die Stösse zwischen 
Molekeln gleicher Art und zwischen Molekeln ungleicher Art. A be- 
steht alsdann aus drei Theilen, die dem Obigen entsprechend zunächst 
mit All, A422, A1? bezeichnet werden können. 


Indem die Grössen N, m, «, u? für die beiden Bestandtheile aus- 
gezeichnet werden durch die Indices 1, 2, wird zunächst nach For- 
mel 13,), Seite 61 des ersten Bandes, unter Fortlassung des Gliedes, 
welches von der Deformation der Molekeln beim Zusammenstoss her- 
rührt, und indem N, + N, = N gesetzt wird: 


Al — 


87 a — 
SUN nt adN’u?, An=— 7,y m; 0) N?u2. 

4!’ erbalten wir in gleicher Rechnung wie All, A422, wenn in Glei- 
chung 10,), Seite 60 des ersten Bandes, nach bekannten Lehren statt 
nm U’ gesetzt wird m U’ und statt & ein Mittelwerth —' tr “. 
m 


Hiernach wird, wie Herr Lorentz bewiesen hat?) 


AN — — 3” 9 _"ıMa_ N un (u? + ü2) Fe). 


3v m + m 2 


Zusammen baben wir 


6,) A= a Y K a’ (m, u) + No (mn; u2) 
Fr Obg m 
+: 2N, N, ("7 ) (+ r„ Mm; (m, : u?) + 5 mm: Us ))] 


Wir nehmen jetzt an, dass m, 4 und n%2 beide annona sind 
der absoluten Temperatur, setzen also 


') Nouvelle Theorie de l’action capillaire. 

*) Die Continuität des gasfürmigen und flüssigen Zustandes (1900), 
°, Theil, 8. 3. 

*; Wiedem. Ann., Bd. 12, S. 133 ff. 
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—, 1 
n mu — RP, 3 Myug — R,® 


und bekommen so 
sz? 


63) A=—27,y 


[A nrer + Ro} + 20, (O®) 


tem) 


Darf man, wie bei idealen Gasen, allgemein 


R=R 
ansetzen, so wird einfacher 
3 
6) A=— 257 R9 | 70} + Na? +2 NN; “+ 8) 


Das ist die von Herrn Lorentz und nunmehr auch von Herrn 
van der Waals angenommene Darstellung für den Fall eines binären 
Gemisches oder einer binären Lösung. Setzen wir noch 
je Hi BEE 

2 
so wäre hiernach, indem mit A(p,g) der Werth des Stossvirials für 
eine Molekelzahl 9 und einen Radius g bezeichnet wird, 


64) A=A(N,%) + A(N2,0%) + 2A(N,e'). 


N ist das geometrische Mittel der, N, &' das arithmetische der «a. 
Dabei ist noch zu beachten, dass die & die Radien der Stosssphären 
der Molekeln bedeuten. Sıe sind gleich den Radien dieser Molekeln 
selbst, falls die Molekeln sich beim Zusammenstossen wirklich berühren. 
Berühren sich die Molekeln nicht, so geben & diejenigen Abstände der 
Mittelpunkte der Molekeln, bei denen diese auf einander stossartige 
Wirkungen ausüben. Setzen wir hiernach 


NNM=N, 


4 — 4 — —4 = 
M;320 = 6, N13 TO: — 9, Nz 20 —=@, 


woselbst also die © die Volumina der Stosssphären der Molekeln der 
beiden Bestandtheile angeben und ®’ eine entsprechende Bedeutung 
für einen Bestandtheil von der Molekelzahl N und dem Stossradius a’ 
hat, so wird auch 
4R,® 

uN 
als wenn drei Molekelgattungen mit gleicher lebendiger Kraft, jede 
nur ın sich, Zusammenstösse erlitten. 

Sind die im ersten Bande, Seite 377, 378 angestellten Betrach- 

tungen auch hier zulässig, so hätte man hiernach weiter 


6,) A—=— (NO, + 1%, + 2XN®), 
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Tky—b Tke—b 7W—5 


) A=- (nı()) oo (2) 2 (?) u 


k,. k, wären die Verhältnisse der beiden specifischen Wärmen für die 
beiden Bestandtheile in dem Zustande, in dem sie sich in der Lösung 
befinden, k’ wäre eine Art Mittelwerth zwischen den k,, Ä.. Die D 
sind proportional den N. 


Die linke Seite der Zustandsgleichung giebt (N, m, u} +N, m, 42), 
1 
also auch den Werth NY (NR, + N, Rs) 9 oder für R, = R, den R,®. 


Ich setze jetzt 


N _ N _, N _- 
je Al Ei Aue 
87 8X 8 3 
2 Rae’=b, 2 5 R,y = b„ 2 —R, (a) = by. 


und erhalte für die Zustandsgleichung 


m R9 =; [po + [eflk) + 20,02(K9) + EFCAN]e 


— 5 le} + 2010 (H9) + of(H]S) 


‘) 


oo , bi ec + bei + 2biscıth). 


Die ce sind die Concentrationen der beiden Bestandtheile. 
Ilierin können wir noch, indem mit E die Dichte der ganzen 
Mischung bezw. Lösung bezeichnet wird, 


C. 
3) 0 = 10 =; 9 =H0-= 7 


setzen. Ist noch 
|(A)=a, (K')=a, (K)=a, 


Y) 
lım)=h (H)=h. (H%) = he. 


so wird 


3 l 2 
13) Rd — a [»» + — , er + ac, + 2012016) 
—— (hc) + Ray + 2h1acı ©2) s| 


—_ . (bie? + be} + 2bacı Co). 
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Drucken gemischt, zusammen eine Ausdehnung erfuhren. Es war, 
wenn auf 4 Vol. Kohlendioxyd 3 Vol. Stickstoff genommen wurden), 


beim Druck . . 50 60 70 80 Atm. 
die Ausdehnung . 9 12 29 39 Proc. 


Sie wuchs also mit zunehmendem Druck und war recht erheblich. 
Herr F. Braun?) hat eine eingehendere Untersuchung über diese 
Verhältnisse angestellt. Er findet, dass, wenn man zwei Gase mischt, 
ihr gemeinschaftlicher Druck, welcher die Summe ihrer Partialdrucke 
sein sollte, bald verkleinert, bald vergrössert erscheint. Seine Be- 
rechnungsweise stützt sich auf folgende Betrachtung. Mischt man 
zwei gleiche Volumina zweier Gase, so dehnen sie sich beide aus. 
Ihr Gesammtdruck sollte ungeändert bleiben, wenn sie dabei das doppelte 
Volumen einnehmen. Indem sich aber jedes von ihnen auf das doppelte 
Volumen dehnt, erleidet sein Druck eine Abnahme nicht um die Hälfte, 
sondern um etwas mehr, etwas weniger, weil es vielleicht dem Boyle- 
Gay-Lussac’schen Gesetze nicht gehorcht. Diese Abweichung sei 
für das eine Gas0,, für das andere Ö6,. Nun kann noch der Gesammt- 
druck deshalb von der Summe der Einzeldrucke abweichen, weil die 
(1ase eben gemischt sind, zwischen ihnen also Wirkungen stattfinden. 
Ist diese Abweichung Ö0.,, so beträgt die ganze beobachtete Ab- 
weichung gegen den theoretischen Druck 6, + 65 + Öa,. Herr 
Braun giebt nun nach Untersuchungen von Regnault und Fuchs 
für die Ö., ö, und nach seinen eigenen Beobachtungen für 6, + Ö 
+ Ö.» für die vier Gase SO,, CO,, Luft, H,, die er mit 1, 2, 3, 4 be- 


zeichnet, die Zusammenstellung 


Gas da, dv da + dr + dad 

1 d=+55 !d,=+ 115 

2 I, =+08:id, = +39 

3 dd = — 022, dd, = + 0,97 

4 od, = 0 d,, = + 0,35 
|d, zoO 


woraus folgt 
Mischung SO,. CO, 6 = — 5,28mm 
n S0,/ H,, 6=— 156 „ 
’ CO, ’Luft, 6 = — 0,36 „ 
„ C0;,:H,, o= + 0,04 „ 
„ H, Luf, 6 = + 022 „ 


N Ostwald, Stöchiometrie, 1891, 8. 608. 
*) Wjiedem. Ann, Bd. 34, 8. 943 ff. 
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Die Dichte der Flüssigkeit nahm, je nach der Natur des Gases 
und der Flüssigkeit, ab oder zu, wie folgende Zusammenstellung lehrt. 


| | Absorbirtes Gas 


Flüssigkeit | Dichte | Kohlensäure | Luft, | Wasserstoff 
| Dichteänderung 
(4 Zunahme, — Abnahme) 

Chloroform . . . . . | 1,51706 — 0,00088 ı — 0,00182 | — 0,00234 
Nitrobenzol . . .. . |  1,22283 — 0,00008 —. | Z— 

Wasser . 2.222 .. |  0,99987 + 0,00067 | — 0,00014 | — 0,00097 
Benzol . . 2.2... ii  0,90008 + 0,00017 — 0,00065 | — 0,00144 
Methylalkohol. .. . | 0,81002 + 0,00048 — 0,00034 — 0,00118 
Aethylalkohol . . . . ;  0,80715 + 0,00048 | — 0,000385 | — 0,00114 
Aether . 2» 2.2... 0,73681 + 0,00050 | — 0,00038 | — 0,00128 


Ostwald!) hat darauf hingewiesen, dass die von Angström 
festgestellte Volumenvermehrung proportional geht der Constante b 
der van der Waals’schen Zustandsgleichung des betreffenden ab- 
sorbirten Gases, also wächst mit wachsender Grösse der Volumina der 
Molekeln.. Daraus, in Verbindung mit der Kleinheit der Volumen- 
änderung, schliesst er, „dass die Compression durch die Absorption 
dermaassen gewaltig ist, dass das Volumen des absorbirten Gases fast 
vollständig auf das Volumen seiner Molekeln selbst reducirt ist“. Diese 
Behauptung bedarf wohl einer gewissen Einschränkung. Denn da die 
Gasmolekeln sich zwischen die Flüssigkeitsmolekeln schieben, und 
zwar gleichmässig durch die ganze Flüssigkeit, so würde sie zur Folge 
haben, dass entweder die Flüssigkeitsmolekeln sich gleichfalls fast be- 
rühren, oder dass sie ausserordentlich viel kleiner sind, als die Gas- 
molekeln. Beides wird man nicht gern zugestehen, und letzteres wäre 
für die Brauchbarkeit der van der Waals’schen Gleichung, in der 
doch die Grösse b eine Constante sein soll, sehr ungünstig, denn die 
Flüssigkeitsmolekeln gehen aus den Gasmolekeln hervor. Auch die 
Thatsache von Molekularassociationen bei Verflüssigung dürfte damit 
schwer zu vereinbaren sein. Uebrigens ist die Verdichtung, welche 
die Gase bei der Absorption erfahren und die also zwischen !/,oo0 und 
l ‚oo Ihres Anfangsvolumens beträgt, nicht grösser, als sie auch durch 
Druckvermehrung erzielt werden kann; für Kohlensäure z. B. würde 
bei 20° ein Druck von 300 bis 400 Atmosphären genügen, diese Ver- 
dichtung zu erzielen. 


!) Stöchiometrie, 1891, 8. 634. 
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Ostwald macht noch darauf aufmerksam, dass Lösungen von 
Halogenwasserstoffen und noch anderen Gasen in Wasser bei Ver- 
dünnung mit Wasser eine Volumencontraction aufweisen, woraus 
folgt, dass die Volumenzunahme bei der Absorption von Gasen nicht 
proportional der absorbirenden Gasmenge sein wird, sondern rascher 
als diese wachsen muss. 

Wenn Flüssigkeiten sich mischen, entstehen gleichfalls Concen- 
trationsänderungen. Eines der bekanntesten Beispiele bietet die 
Mischung von Wasser und Aethylalkohol. Hierbei findet eine Con- 
traction statt, welche bis zu 3,6 Proc. des ursprünglichen Volumens 
der beiden Flüssigkeiten geht. Gleiches findet statt beim Mischen von 
Schwefelsäure mit Wasser, worüber ich aus Versuchen, die in der 
Kaiserlichen Normal -Aichungs-Commission ausgeführt sind, folgende 
Zahlen anzugeben vermag: Wenn man zu 1000ccnm Wasser hinzufügt 
accm H,SO, vom specif. Gewicht 1,84, so erhält man nicht 1000 
+ accm, sondern 1000 + a— b Schwefelsäurelösung, und es ist 


a . I | 173 b 
| | 

9 | 3 | 623 | 101 
55 16 768 116 
107 30 | 943 132 
165 Ä 42 | 1183 | 150 
231 | 54 1448 172 
307 65 | 1887 | 199 
397 77 | 2411 | 232 
501 88 3418 277 
| 6581 339 


Die Schwefelsäure ist noch in anderer Hinsicht interessant. Da 
sie dichter ist als Wasser, sollte man vermuthen, dass, wenn man sie 
zu Wasser mehr und mehr hinzufügt, die Dichte der Lösung stetig 
bis zum Betrage, den die Säure selbst hat, zunimmt. Das ist bekannt- 
lich nicht der Fall; die Dichte wächst bis zu einem gewissen Procent- 
gehalt der Lösung an, wo sie noch grösser ist, als für reine Schwefel- 
säure und nimmt dann bei weiter wachsendem Gehalt wieder ab. Das 
Maximum der Dichte mit 1,84135 bei + 15° C. gehört zum Procent- 
gehalt 97,25, während reine Schwefelsäure bei gleicher Temperatur eine 
Dichte von 1,83570 hat. Aus den specifischen Gewichten der Lösungen 
hätte man also auf eine hölıere Dichte der Schwefelsäure geschlossen, 
als letzterer thatsächlich zukommt. 

Eine Volumenvergrösserung ist durch Bussy und Buignet!) 
bei dem Mischen von Alkohol mit Schwefelkohlenstoff und ebenso für 


'!) Ann. de chimie et de physique 1865, Ton. 4, p. 21 ff. 
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Chloroform und Schwefelkoblenstoff festgestellt worden. Sie war für 
die beiden ersten Flüssigkeiten grösser als für die beiden anderen, 
nämlich: 


Mischungsverhältniss j Volumen- 


in Aequivalenten | vergrösserung 
1 | 3 | 0,8 

1 | 2 | 0,66 
1 1'% | 0,82 
1 | 1 | 0,91 
1 v7 | 1 | 1,04 
1! | 1 | 0,8 

2 1 0,75 
3 1 0,71 
ie 1 0,66 
5 1 | 0,58 
6 1 | 0,57 


1 Aeg. Schwefelkohlenstoff ist zu 38,00g, 1 Aeq. Alkohol zu 
46,00 g gerechnet. Die Dilatation nimmt zu mit wachsendem Gehalt 
an Alkohol und besteht für eine Lösung sowobl von Schwefelkohlenstoff 
in Alkohol, wie von Alkohol in Schwefelkohlenstof. Beim Mischen 
nahezu gleicher Mengen ist die Dilatation am grössten. 

Ueber die Dichtigkeit von Lösungen fester Körper in Flüssig- 
keiten liegen eine grosse Zahl von Untersuchungen vor!). Die Lösung 
von Salzen ist in der Regel mit einer relativen Verdichtung (Contrac- 
tion) verbunden. Doch giebt es auch Fälle, in denen der Lösung eine 
relative Abnahme der Dichte (Dilatation) folgt. Lösungen von Salmiak 
und Ammoniaksalzen gehören hierher. Nach den Untersuchungen 
von 1. Schiff und U. Monsacchi war z.B. für Lösungen von Ammo- 
niumnitrat in Wasser): 

(Siehe Tabelle auf folgender Seite.) 

Ebenso findet eine Ausdehnung statt, wenn die Lösung geschieht 
in Salpetersäure. Sie betrug in einer Salpetersäure von 14,15 Proc. 
NHO,, wenn 42 Proc. Ammoniumnitrat genommen wurden, auf 100 Vol. 
2,893, und beı 19 Proc. 0,851, in beiden Fällen also noch mehr als für 
die wässerige lösung. So auch in Salpeterlösung und in einer Salmiak- 
lösung. Dehnung trat auch ein für wässerige Lösungen von Ammo- 


', Eine selır reichhaltige Zusammenstellung bietet z. B. G. Th. Ger- 
lach in Fresenius, Zeitschr. f. analyt. Chemie, Bd. 21, 8. 271. 
?) Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 21, S. 277 ff. und Bd. 24, S. 513 fi. 
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Dilatation und Contraction 


| Volumen von 100g 


Procent- | 
gehalt | der Lösung | der Bestandthle. absolute '  procentische 

40 | 84,373 83,950 40,423 + 0,500 
28 88,805 88,799 | + 0,006 +- 0,006 
20 91,841 | 92,033 I 0,192 — 0,209 
14 | 94,198 | 94,457 — 0,259 — 0,274 
1U | 95,814 h 96,075 — 0,261 — 0,272 

7 j 97,056 | 97,287 — 0,231 — 0,237 

5 | 97,898 98,095 | — 0,197 — 0,201 

— 0,145 — 0,147 


3,5 98,553 | 98,698 


noch Folgendes. Es wurde die Dichte verschiedener Lösungen bei 
19° bestimmt und in der Form dargestellt: 


e=1 + 00051312 + 0,000015 2822, 


wo x den Procentgehalt der Lösung bedeutet. Für x = 100 erhält 
man hieraus 0 = 1,6659. Das wäre also die Dichte des Salzes selbst. 
Das feste Salz zeigt aber als Dichte 1,743. Deshalb wird das in der 
Lösung enthaltene Salz auch dann noch als flüssig bezeichnet und mit 
dem geschmolzenen Salze verglichen, wenn es allein vorhanden ist. 
In der That soll das geschmolzene Salz eine Dichte von etwa 1,65 
haben. Ein ähnliches Verhältniss findet statt bei Zucker. Aus den 
Dichten der Lösungen in Wasser, untersucht bis zu Lösungen von 
75 Proc. Zuckergehalt extrapolirt, fand man!) für eine Lösung nur 
von Rohrzucker bei 15° die Dichte 1,5549. Die Dichte des festen 
krystallinischen Zuckers bei gleicher Temperatur ist dagegen 1,5886, 
also grösser. Die Dichte des geschmolzenen Zuckers zu ermitteln, bot 
sehr grosse Schwierigkeit, weil der Zucker sich caramelisirt. Eine 
grosse Menge von Bestimmungen ergab 1,4667, bei etwa 145°, also 
sehr viel weniger, als selbst die Dichte des Lösungszuckers beträgt. 
Die Zahl ist selbst dann noch sehr viel kleiner, wenn man sie auf 15° 
reducirt, sie giebt dann immer noch höchstens 1,5077. Bei Zucker 
wird sich also nicht behaupten lassen, dass er in der Lösung flüssigem 
Zucker entspricht, er steht vielmehr dem festen Zucker viel näher als 
dem flüssigen, und das ist sehr auffallend, da er doch im flüssigen 
Zustande als amorph anzusehen ist, während der feste Zucker krystalli- 
nisch war. 

Andere Substanzen verhalten sich wie das Natriumhyposulfit; 
festes Ammoniumnitrat z. B. hat die Dichte 1,7, aus der Lösung in 
Wasser berechnet ergiebt sich dagegen (freilich in starker Extra- 
polation) 1,4 und davon nicht sehr abweichend fand Poincar6 für 
das geschmolzene Salz 1,36. 


I) Plato, |. c. 66. 
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Ueberhaupt jedoch scheint die Dichte einer festen Substanz, au: 
ihren Lösungen berechnet, kleiner auszufallen, als der festen Substanz 
aı sich zukommt, und zwar nicht bloss im Falle einer durch die Lö 
sung eintretenden Dehnung, sondern auch bei Contraction. 

Uebrigens betreffen die Fälle, die hier mitgetheilt sind, Salze. 
welche sich meist in der lösung zum Theil dissociiren, jedoch ohne 
dabei in Ionen zu zerfallen, die Ammoniaksalze würden sich ın Säure 
und Ammoniak zertheilen. 

HerrCharpy!) entnimmt aus seinen und anderen Untersuchungen. 
dass, wenn man die Concentration durch die Zahl Molekeln der gelösten 
Substanz im Verhältniss zu der Zahl Molekeln der Lösung misst und 
die Contraction (bezw. Dilatation) als Function der so definirten Con- 
centration darstellt, man besonders einfache Curven erhält, die sich 
für analoge Verbindungen nach der Grösse des Molekulargewichts 
ordnen. Das steht mit einer Regel von Vslson?) im Zusammenhange. 
Vergleicht man nämlich Lösungen verschiedener Salze, die im Liter 
1 g-Aeq. aufgelöst enthalten, so zeigt sich, dass die Unterschiede der 
specifischen Gewichte solcher Salzlösungen, welche zwei Metalle, ver- 
bunden mit derselben Säure, enthalten, immer gleichen Werth haben, 
welches auch die Säure sei, und ebenso dass der Unterschied bei je 
zwei Salzen derselben Säure mit irgend einem Metall gleichfalls un- 
abhängig von dem Metall ist. Nach Bender?) ist überhaupt der 
Unterschied der Dichte zweier solcher Lösungen proportional der Zahl 
der Grammäquivalente. Die Dichte einer Salzlösung bestände hier- 
nach aus zwei Tbeilen (Moduln), einem der durch das Metall, einem 
anderen, der durch die Säure bestimmt ist. Nach Bender sind diese 
Moduln für wässerige Lösungen bei 18° 


für NH, K Na Li 1/aBa 1,283 


0 296 235 72 739 522 
für l/g Ca 1/, Mg 1’, Zn a Cd I a Cu 1, Ag 
282 221 410 606 413 1069 
fr Cl Br I NO, 180 
0 370 733 160 200. 


Die Vergleichslösungen sind Salmiaklösungen und die Zahlen 
sind mit 10”* zu ınultipliciren. Eine Bromcalciumlösung mit 3 g-Aeg. 
im Liter Lösung bat also zur Dichte 0’ + 3 (370 + 282) 10-*, wo- 
selbst E' die Dichte der entsprechenden Salmiaklösung ist. Letztere 
ist für die Aequivalentzahlen 1, 2, 3, 4 angegeben zu 1,0153, 1,0299, 
1,0438, 1,0577. Wir haben die dritte Zahl für €’ zu nehmen und 
erhalten zuletzt 1,0438 + 0,1956 — 1,2394. Unmittelbar gefunden 
wurde 1,2395. 

) Annales de chimie et de physique, Tom. 29, p. 43. 


*) Oxtwald, l. c., 8. 784. 
) Wiedem. Ann., Bd. 20, 8. 560. 
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Herr Heritsch!) stellt als Gleichung für die Contraction Ö 
(Volumenveränderung für 100g der Lösung) einer wässerigen Lösung 
als Function des Procentgehaltes (x g Substanz in 100g der Lösung) 


14) ö6=C(100 —ıx) x, 


wo C eine bei gleich bleibender Temperatur sich gleich bleibende 
Grösse ist. Wie die Formel entstanden ist, lehrt schon ıhr Anblick. 
Sie scheint bei Salzlösungen brauchbar zu sein, wie sich an 28 vom 
Genannten mitgetheilten Beispielen erweist. Ausnahmen finden sich 
für LiCl und NH,NO,, woselbst das C mit wachsender Concentration 
wächst (allerdings sprungweise),. Auch für Zuckerlösungen soll nach 
Wohl?) die obige Formel nicht gelten. 

Nach der Formel würde das Maximum der Contraotion in der 
Mitte bei x = 50 liegen. Das ist sicher nicht immer der Fall, z. B. 
nicht bei Schwefelsäuremischungen, wo das Maximum auf etwa 68 Proc. 
fällt 3). Ebenso wenig bei Wasser-Alkoholmischungen, wo es bei etwa 
40 Proc. sich befindet, und in vielen anderen Fällen. 

Eine eigenartige Betrachtungs- und Darstellungsweise dieser 
Verhältnisse rührt von Grosshanst) her. Es sei eine Lösung ge- 
geben, welche auf » Grammmolekeln des Lösungsmittels 1 Grammmol. 
einer gelösten Substanz enthält. Dividirt man n + 1 durch die Dichte 
der Lösung, so erhält man das Volumen derselben; wenn man davon 
das Volumen des Lösungsmittels abzieht, so bleibt eine Zabl übrig, 
welche nach Thomsen als „Rest“ bezeichnet wird und als Molekular- 
volumen der gelösten Substanz im Lösungsmittel angesehen werden 
kann. So haben wir für Wasser, wofür eine Grammmolekel 18g und 
für Kochsalz, dessen Grammmolekel 58,5 g ergiebt: 


Zahl | . | Dichte | Molekular- 
der Molekeln: Molekulargewicht ‚ bei 18° bez. volumen Rest 
der Lösung ı auf Wasser , 
Wasser u | von 18° |! der Lösung 
1 ] 
Ä 
10.180 +585—= 2385| 11872 ° 200,9 20,9 
0 ,300+585= 4185| 11083 | 379,8 19,8 
30 540 + 58,5 — 5985| 1,0718 | 558,4 18,4 
50 900 + 58,5 = 958,5 1,0444 917,8 17,8 
100 | 1800 + 58.5 = 18585! 1,0234 1816,1 16,1 
200° :;3600 + 58,5 = 3658.5° 1,0118 | 3616,0 16,0 


1) Wieden. Ann., Bd. 36, 8. 115 ff. 
?) Ber. d. Deutsch. Chem. Ges. 1897, 8. 455. 
») Pickering, Journ. of the chem. Soc. 1890, Tom. 57, p. 14. 
*) Des dissolutions aqueuses, Berlin, Friedländer, 1888; vergl. auch Ger- 
lach, Zeitschr. f. analyt. Chem., Bd. 28, 8. 290 ff. 
Weinstein, Thermodynamik. II. 80 
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Die nicht verzeichneten Volumina des Lösungmittels (Wasser) 
waren, wie sich von selbst versteht. 180. 360. 540 u. se. f. 

Für eine Lösung von Zucker. C,,H3;0,,. in Wasser. wofür die 
Grammmolekeln also 13 und 342g betragen. war 


für n= 09 7 10 11 12 13 
der Rest r = 218,3 215,4 214,5 214,4 214,1 313,9 
für n = 20 30 50 100 20U 
der Rest r = 211,9 211, 211,0 210,4 210,1 


Die Zahlen für den Rest nehmen mit wachsender Verdünnung ab, 
und zwar um so langsamer, je weiter die Verdünnung fortschreitet. 
Wir bezeichnen den Rest für unendliche Verdünnung als die eigent- 
liche Restzahl. 

Die beiden Grenzen sind also das Molekularvolumen der festen 
Substanz an sich (z. B. 218,3 für Zucker), bei der Verdünnung 0, und 
das Molekularvolumen der festen Substanz in der Lösung bei unend- 
licher Verdünnung; letzteres, weil dann die Lösung dieselbe Dichte 
hat wie das Lösungsmittel, bei der Subtraction des Volumens des 
Lösungsmittels vom Volumen der Lösung also das Volumen der ge 
lösten Substanz in der Lösung übrig bleibt. 

Von diesen Resten nun sind einige besondere Eigenschaften be- 
kannt: Für analoge Salze mit gleichem Metall sind sie von der Säure, 
für solche mit gleicher Säure vom Metall unabhängig (vergl. S. 464). 
Ferner sind sie für Lösungen von Doppelsalzen gleich der Summe der 
Reste der einzelnen Salze, z. B. für HgCl, 2NH,CI fand sich der Rest 
gegen 122, während HgCl, und NH,C! einzeln in Wasser die Reste 
46,9 und 37,6 ergaben, woraus als Summe folgen würde 46,9 + 37,6 
+ 37,6 = 122,1, mit der beobachteten Zahl übereinstimmend. 

Herr Grosshans hat nun noch eine andere Eigenschaft entdeckt, 
indem er die Restzahbl mit der von ihm eingeführten Densitäts- 
zahl verband. Letztere ist die Summe der Atome, z. B. 3 für H,O, 
45 für 05H»0,,2 + qa + r für C,H,0, u. s. f. Er fand zunächst: 
Die Dichten @, €’ zweier Körper sind unter sonst gleichen 
Umständen proportional den Densitätszahlen. Nennt man 
diese Densitätszahlen B, B’, so wäre also 

e — 2 oder auch B — B, 

@ B e 0 
Beziehen sich eE’, B’ auf Wasser, so haben wir für eine Lösung 
mit n Molekeln dieses Stoffes B’ — 3n, also als Densitätszahl B” 
einer wässerigen Lösung 


16) B’=3n+B 


und als Dichte einer solchen Lösung 


15) 
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__®3n+B B_ 

„ 

gen +5 In 

Diese Formel reicht nach Herrn Grosshans nicht immer, er hat 
sie darum mannigfach abgeändert. Lassen wir die Accente fort, 
indem wir eben unter @ die Dichte einer Lösung verstehen, so schreibt 
er in allgemeinerer Form 


18) v=1+ 


17) 


ar 


v und A sind zwei Constanten. So findet er für Kochsalzlösungen 
aus den Dichten für n = 10 und n = 200, v —= 2,3938, A — 2,7822, 
und nun als Abweichungen der für n — 20, 30, 50, 100 beobachteten 
Dichten von den berechneten + 0,0017, + 0,0012, + 0,0009, 
— 0,0001, Zahlen, die immerhin klein sind. Aehnlich ist die Ueber- 
einstimmung für Lösungen von Zucker und anderen Substanzen. Be- 
zeichnet man mit m das Molekulargewicht des gelösten Stoffes, mit r 
die Restzabl in unendlich verdünnter wässeriger Lösung, so ist nun 
eine von Herrn Grosshans gemachte Annahme für wässerige Lö- 
sungen 


19)  — m — u 
18 
also 
m —ı 
18 
=] ee 
20) ® + n + 4 
Bei dieser Annahme soll dann 
y 
l\= -- 
21) 18 


sein. 

Da v sich aus der Dichte zweier Lösungen berechnen lässt, erhält 
man auch r, die kleinste Restzahl. Für Kochsalzlösung z. B. bekommt 
man aus r = m — 18v mit dem obigen Werth von v, weil m — 58,5 
ist. für r die Zahl 15,43, während die kleinste beobachtete 16,0 betrug, 
aber noch nicht für unendliche Verdünnung galt. Ebenso hat man 
für Zucker r ber. = 209,62, r beob. = 209,8. 

Eine andere Darstellung ist 
3n + B 
S) — 
22}) E 3 (n + M) ’ 
also, indem die Molekelzahl des Wassers um eine Grösse 2{ vermehrt 
wird. Es folgt 

Sa 
2.) elta 


30 * 
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Auch diese Formel wird noch erweitert zu 


23) e=- 


Das Interesse knüpft sich ausser an die Ermittelung des Restes 
als Molekularvolumen der gelösten Substanz in der Lösung bei unend- 
licher Verdünnung besonders an die der Densitätszahlen, weil diese auch 
für andere Eigenschaften der Substanzen von Wichtigkeit sein sollen. 
So wird für die absoluten Siedetemperaturen 9, vieler Verbindungen 
nach der Formel C„H,O, die Beziehung angegeben: 


m D, 
B' B Fr 62,2 
und an Toluol, Anisol, Aether und neun anderen Substanzen bewahr- 
heitet. Bei anderen Gruppen ändert sich die Constante Sie soll 
gleich sein für die Aether C„Ha3,+20 und die Ester C,„H,,0, einer- 
seits und die Alkohole und Fettsäuren andererseits, wenn der Alkohol 
3 CH, mehr zählt als der Aether und die Säure 3CH, mehr zählt als der 
Ester. Aehnliohe Gesetzmässigkeiten sollen für die Schmelzpunkte be- 
stehen, sodann für die Verdampfungswärme, Verbrennungswärme n.s.f., 
worüber auf die Originalabhandlung oder Gerlach’s Referat zu ver- 
weisen ist. 

Für manche Stoffe sind die Densitätszahlen unmittelbar bekannt, 
z. B. betragen sie für C, H, O je 1. Für andere wird man sie aus 
der Formel für g genähert, zumal unter Berücksichtigung, dass sie 
ganze Zahlen sein müssen, berechnen können. So ist 


B 


d, — 62,2 


24) v=7—M, A=NM, 
also 
3m m 
5 = A = 7 
25) B 3(A+v) 18 5 
55,5 . 
Für Kochsalz folgt B = ur 9,75, also 10. Thatsächlich 


soll freilich B = 8 sein. Herr Grosshans giebt folgende Densitäts- 
zahlen für die Elemente (siehe nebenstehende Tabelle I): 


Lösungen gleicher Densitätszahl und gleicher Ver- 
dünnung (gleicher Molekelzahl Wasser) haben gleiche 
Dichte, sind isobar!). So haben die drei Substanzen LiNO,, NaCl 
und NaCHO, die Densitätszablen 2 +3+3,4+4,4+1+1-+2, 
also immer 8; die folgende Tabelle II zeigt, dass auch die Dichten bei 
gleicher Verdünnung nahezu gleich sind. 


') Zeitschr. f. plıysik. Chem., Bd. 18 (1901), S. 163. 
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Tabelle I. 
Densitäts- 
zahl 


“ Densitäts- 
zahl 


Densitäts- 


Element 
zahl men 


Element Element | 


> Ba a in DD SD DD m mn 


Tabelle II. 


—_ mu... _. | ———— 


Molekel- | Dichten 


zahl den i uno, NaCl | NaCHQ 
Warsers 1.i 19,50 bei 18° ' bei 20° 
10 1,1834 1,1872 | _ 
22 1,1005 1,1033 — 
30 1.0698 1,0718 —_ 
50 1,0427 1,0444 1,0456 
100... 10218 . 1,0234 1,0234 
200 "1,0110 1,0118 _ 


Fbenso findet man für die Lösungen schwefelsaurer Salze bei gleicher 
Densitätszahl und gleicher Verdünnung gleiche Dichte. Und dieses 
wird noch für eine grosse Menge anderer Substanzen nachgewiesen. 

Aus den Densitätszahlen kann man auch die Restzahl berechnen. 
Man bat nach Gleichung 19) und 23) 


26) r=m-+ 18341 — 6By. 


Die Grösse Y soll meist gleich Y15 == 1,225, in vielen Fällen 1 
sein. JM ist Null für Verbindungen R’OH, R’(OH),, R”(CIO,),- 
Einwerthige Fettsäuren und ihre Salze haben AM = 1 +4 125x. Der 
Werth 1 gilt für CH,O,, Ameisensäure, und x ist die Zahl des hinzu- 
kommenden CH,. Bei zweiwerthigen Fettsäuren verdoppelt sich das If. 
Die Zahl für M kann auch negativ sein. Isobare Verbindungen haben 
gleiches JM. 
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Zuletzt ergiebt sich noch aus der Formel für n — O als Dichte 
der betreffenden Substanz für sich 


p 


z. B. für Ameisensäure ber. 1,223, beob. 1,218, für Glycerin ber. 1,270, 
beob. 1,264, für Rübenzucker ber. 1,594, beob. 1,59 u. se. f._ Aber 
dass diese Formel nicht immer die Dichte der festen Substanz als 
solche darstellen kann, ist nach früheren Angaben klar, Glaubersalz 
z. B. giebt ber. 1,37, beob. 1,47. 

Ueber die Dichtigkeit und das Molekularvolumen von Substanzen 
in verdünnten wässerigen Lösungen haben die Herren E. Kohlrausch 
und W. Hallwachs eine eingehende Untersuchung angestellt). Ist s 
die Dichte einer Lösung, bezogen auf Wasser gleicher Temperatur, m das 
Molekulargewicht der betreffenden Substanz, x die Zahl der von dieser 
Substanz gelösten Molekeln, 0 die Dichte des Wassers bei der Versuchs- 
temperatur, so wird das Molekularvolumen der gelösten Substanz 
definirt durch 


D —] 
28) = — 100- 


Es ist eine Grösse derselben Art, wie die vorhin behandelten 
Reste. Wie diese fällt sie mit wachsender Verdünnung und strebt 
einem Endwerthe zu. Die Abweichung des Anfangswerthes von dem 
Endwertbe ist für Elektrolyte grösser als für Nichtelektrolyte. Zucker, 
ein Nichtelektrolyt, beginnt mit 215 und endet bei 209, NaCl begiont 
mit 27 und endet mit 16,5. Noch grösser ist der Unterschied bei 
Schwefelsäure, wo er für 1/,H,SO, beträgt 27 — 3 = 24 u. =. f. 
Auch fällt das Molekularvolumen nicht stetig mit wachsender Ver- 
dünnung, NaCl hat z. B. bei #= 0,01 ein Minimum, Zucker zwischen 
x = 0,0025 und x = 0,00125, HCl bei x = 0,025. Ferner ist es 
abhängig von der Temperatur, es wächst mit steigender Temperatur. 
Ich theile einige Zahlen in nachfolgender Zusammenstellung mit, 


(Siehe Tabelle auf folgender Seite.) 


Die Zahlen für Magnesiumsulfat sind bis x = 0,1 negativ; in 
der That handelt es sich bei der obigen Definition des Molekular- 
volumens nicht um eine bestimmte physikalische Grösse, denn es ist 
vorausgesetzt, dass das Lösungsmittel, Wasser, bei der Lösung keine 
Aenderung seines Molekularvolumens erfährt, nicht dissociirt wird, was 
natürlich nicht zuzutrefflen braucht und auch nicht zutreffen wird. 
Die Molekularvolumina aus den Lösungen auf den Stoff selbst be- 
rechnet, stimmen nicht immer mit den wirklichen Molekularvolumina 


!) Wiedem. Ann., Bd. 50, S. 118; Bd. 53, S. 14; Bd. 58, 8. 177. 
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m Lan — —— 


| 


| 
| Magnesium- 


| Zucker Essigsäure | Schwefel- 
sulfat säure 
vw g-Aeg. 
, . | m = 341,1 m = 60,27 m = 60,00 m — 49,04 
im Liter nn u En 
| 6,0° TE a ES KL EEE 18° | 6,3° 18° | 5,5° | 18° | 6,0° 18° 
| 
0,0002 | 207 _ 000 Io I Il - I - Jal-ı _ 51,3 _ | 6 — 
0,0008 | 207,3 I - i-5 | - Io I 5 
0,001 ı 207,32 1209 | —46 | — | u — | 55 — 
v.002?  |20741 200 I-as I-34 Is — | 9 | 69 
0,005 | 207,48 ' 209,5 :— 4,14 |— 8,211: 49,69 ; 50,7 | 6,92 | 7,94 
0,01 | 207,56 ‚ 209,50 |— 3,91 — 2,65 | 49,72 , 50,88 | 7,71 | 9,32 
0,03 207,70 : 209,71 | — 3,37 — 2,15 | 49,85 51,00 | 9,75 | 11,80 
0,05 (2078 | 209,77 3.08 — 1,74). 49,88 , 51,04 | 10,75 | 12,77 
0,1 208,0 ı 209,89 |— 2,45 — 121 | 49,98 51,10 | 12,08 | 14,05 
1 209,9 : 211,5 I + 0,9 +1,68, 50,21 | 51,34 | 15,54 | 16,96 
5 = (2150 |+60 +6,58 | 51,08 | 52,14 | 17,57 | 18,52 


dieser Stoffe überein, beispielsweise nicht bei Salzsäure, wo nur etwa 
die Hälfte (23 statt 44) herauskommt, ebensowenig bei Natrıumcarbonat. 
Nach Herrn Wade!) soll die Contraction X sich darstellen lassen 
durch 
1 


29) X=—pn, 
a 
woselbst n die Zahl Grammäquivalente gelöster Substanz ist, und b, a 


Constanten bedeuten. Bezieht man alles auf 100000 cem Lösung, 
so Ist 


für: KG NaCl SrC, CaCl Licl HC GeHadıı 
a— 191 250 1259 1327 1928 2945 57,15 
b= 164 17 154 152 153 149 200 


Das scheinbare Molekularvolumen des gelösten Stoffes wird de- 
finirt durch seine Aenderung bei Verdünnung auf dieselbe Molekelzahl, 
also durch 

X nd 


30) V%n - , = — 
N 173 


Im Uebrigen soll die Contraction unter gleichen Umständen dem 
Molekulargewichte parallel gehen; es werden acht Fälle namhaft ge- 
macht, in denen es in der That zutrifft. 

Im Ganzen sind die Verhältnisse doch noch recht undurchsichtig, 
und dieses hat auch Einfluss auf die theoretischen Betrachtungen. 


') Journ. of the chemical society 1899, Tom. 75 (1), p. 271 ff. 
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Wir gehen nun über zu den anderen Zustandsänderungen der 
Mischungen und Lösungen und betrachten in diesem Abschnitt noch 
die Compressibilität und thermische Ausdehnung. Ueber beide ist 
nicht viel zu sagen, entscheidend ist der Aggregatzustand. Mischungen 
und Lösungen in Gasform verbalten sich wie Gase, solche in Flüssig- 
keitsform wie Flüssigkeiten, die Legirungen wie feste Körper. Von Inter- 
esse ist jedoch die Frage, wie sich die Eigenschaften reiner Stoffe durch 
die Beimengungen ändern. In der Regel ist die Aenderung nicht 
vorauszusehen, da sie nicht additiv auftritt. 

Die Zusammendrückbarkeit der Lösungen fester Stoffe nimmt 
nach allen bisherigen Versuchen mit wachsendem Gehalt an gelöster 
Substanz ab. Folgende Angaben sind den Untersuchungen des Herrn 
H. Gilbault entnommen ?}). 


7771177 m m 


Aether 5proc. Lösung von 
- — ‘ Benzoäsäure in Aether 
139,5° C. | 188,4° C | 221,1° C. 
—— —_ N L 
Druck Druck 
Atın. Volumen | Atm. Volumen 


2,05512 1,37788 —_ — 


| 
50 1,988897°_ | 50 1,35143 50 1,88747 
100 1,70660 | 100 1,31409 100 1,88540 
150 1,58790 | 150 1,28309 | 150 1,56234 
200 1,51356 | 200 1,25687 | 200 1,47470 
250 1,46030 Ä 250 1,23437 | 250 1,40727 
30 proc. Lösung von - 
Wasseı | Jodkalium in Wasser 
20° C 20° C. 
Bruck Volumen Ä u Volumen 
| 
1 | 1,0000 | 1 1,0000 
5° | 0,99766 | 50 0,99797 
100 | 0,99537 100 | 0,99598 
150 0,99314 | 150 | 0,99405 
200 0.989096 | 200 | 0,99218 
250 | 0,9888 | 250: 0,99030 
| 


Die Volumina der beiden Lösungen nehmen weniger rasch ab, als 
die der beiden Lösungsmittel, die Aenderungen der Volumina für je 


') Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 24, 8. 414. 
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eine Atmosphäre Druckzunahme wird um so kleiner, je höher der 
Druck ist. Ferner ist für wässerige Lösungen !): 


| Procentgehalt 


b) | 10 15 f 20 | 25 


EI VE BEE 
| Temperatur °C. 


| 0 | 15 os 0 | 15 
_ EEE a VE EEE VER BEE 


Gelöste Substanz 


Compressibilität 


Nacı a5 | as | 397 | ars | sus | 337 so6 | 309 | 258 | 268 
KCl | 480 481 | 437 | 408 ı 386 | 367 | 351 | 354 | 
Aull | 487 ı 446 | 447 | 423 | 424 | 413 | 400 | 888 | — ' — 
CaCl, ; 464 480 | 395 | 427 ! 355 | 358 | 328 | 325 | 283 | 295 
Ball, ! 485 . 440 | 440 | 421 | aıı | #00 | 377 | 34 | — | — 
SrQl, . 479 439 | 425 #12 | 381 | 385 | 344 | 358 | 

' j 


Bei allen Lösungen nimmt die Compressibilität ab mit wachsen- 
dem Salzgehalt.e. Mit wachsender Temperatur nimmt sie bei einigen 
Lösungen ab, bei anderen zu. Jedoch hat hierauf auch der Salzgehalt 
Einfluss, mit steigendem Salzgehalt scheint der Einfluss der Tempe- 
ratur mehr und mehr einem Anwachsenlassen der Compressibilität zu- 
zuneigen; Beispiele hierfür sind die Lösungen von NaCl und SrCl,, 
die Compressibilität nimmt erst ab, dann zu. Ausserdem hängt selbst- 
verständlich alles noch ab vom Lösungsmittel. Lösungen in Wasser 
werden sich wegen der S. 28 dieses Bandes dargelegten Eigenheiten 
dieser Flüssigkeit anders verhalten, als Lösungen z. B. in Aether. Bei 
verdünnten Lösungen wird der Einfluss des Lösungsmittels natur- 
gemäss am grössten sein. 

Lösungen von Schwefelsäure in Wasser zeichnen sich noch darin 
aus, dass ihre Compressibilität mit wachsendem Säuregehalt bis zu 
einem, bei etwa 80 Proc. H,SO, eintretenden, Minimum abnimmt, um 
dann wieder zu steigen. 

Was die analytische Darstellung anbetrifft, so benutzt Herr Gil- 
bault?) als Interpolationsformel: 


oV A 

=.) = 777 C. 

eo): »-+ B u 

A, B, C sind Grössen, die noch von der Temperatur abhängen. Doch 
soll rationeller sein: 


31) 


!, Winkelmann, Encyklopädie der Physik, Bd. 1, 8. 362. 
?) L. c., 8. 423. 
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a— bh y 
U 
u Ir er 
y' “ p' 


0, p' sind kritische Temperatur und kritischer Druck der betreffen: 
Substanz, «a, b, c bedeuten Constanten. Die letztere Formel pa 
sich vielfach gut den ermittelten Werthen an, meist jedoch nur 
beschränkten Temperaturintervallen, so dass die a, b, c doch nicht ı 
der Temperatur unabhängig sind. Ausserdem sind Wasser und wäs 
rige Lösungen bis zu Temperaturen von 60°C. und mehr auszunehm 

Für die Abhängigkeit von der Concentration giebt der Genanı 
die Formel 


33) log & — c®. g; 


w', 4 sind die molecularen Compressibilitäten, bezogen auf Volumi 
gleicher Molekelzahl des Lösungsmittels, bezw. der gelösten Substaı 
o’,@ bedeuten die Dichten der beiden Stoffe, g steht für die moleculs 
Concentration und C ist eine Constante.e Auch diese Formel schei 
ganz brauchbar zu sein; für Kochsalzlösung z. B. liegen die Wert 
von © bei Lösungen von O Proc. bis 26,2 Proc. zwischen 1,7005 u: 
1,7099 und ist ein Gang mit wachsendem Procentgehalt nicht zu t 
merken, für Jodkaliumlösung von O0 Proc. bis 60,2 Proc. sind « 
Grenzwerthe 0,7373 und 0,7399 u. =. f. 

Aus der Zustandsgleichung ist nichts zu entnehmen, weil wed 
die Constanten a, b bekannt sind, noch angegeben werden kann, « 
die Dichte der Lösungen von der Conoentration abhängt. 

Röntgen und Schneider gehen von der Annahme aus, da 
man die Compressibilität ß einer Lösung, welche in der Volume 
einheit v'’ccm Wasser und v’ccm Salz enthält, darstellen darf durch 


34,) ß — ß' v' + p" v", 


wobei v’ + v’’ = 1 und f’ die Compressibilität des Wassers, ß” d 
des Salzes bedeutet. Die Gleichung ergiebt auch: 


34.) Bm (+ )=#- 5, 


welche bequem ist zur Berechnung der scheinbaren Compressibiliti 
falls bei der Untersuchung für ß, ß’, ß” immer das nämliche Gefä 
benutzt ist. Die Formel hat sich für Kochsalzlösungen gut bewäh 
Für solche Lösungen geben die Herren folgende Vergleichsreihe, welc 
für 18° C. gilt!): 


1) Wiedem. Ann., Bd. 29, 8. 194. 


Ausdehnung der Lösungen. 475 


Procentgehalt. . . . 0 4,05 827 14,07 20,06 26,40 
Molekelzahll . . ..0 724 1544 2805 4300 6145 
relat. scheinbare | beob. 1,000 0,914 0,833 0,737 0,648 0,566 
Compressibilität | ber. 1,000 0,915 0,835 0,737 0,648 0,566. 


Nach J. Drecker!) besteht Uebereinstimmung mit der Erfahrung 
auch für Chlorcalciumlösungen. Gleichwohl wird der Werth der For- 
mel nur ein beschränkter sein können. 

Da die thermische Ausdehnung der Lösungen vom Lösungsmittel 
und von der gelösten Substanz abhängen muss, werden sich Lösungen 
auch in dieser Hinsicht mehr dem einen oder anderen Stoffe nähern, 
je nachdem der eine oder der andere vorherrscht. Namentlich werden 
wässerige Lösungen bei nicht zu grosser Concentration ein Dichte- 
maximum, wie Wasser, haben, und Lösungen mit anderen Lösungs- 
mitteln können ein solches Dichtemaximum bekommen, falls die ge- 
löste Substanz ein solches besitz. In wässerigen Lösungen ist die 
Temperatur des Dichtemaximums um so niedriger, je höher der Salz- 
gehalt ist. Für Kochsalzlösung liegt sie 


im Procentgehalt x = 0 1 2 4 6 8 
bei: +4,00 +1,77 — 0,58 — 5,88 — 11,07 — 16,62°C. 
— 4 
und ist ! —_— —-223 —229 —241 — 251 — 2,58 „ 


sie fällt also sehr rasch. Die Zahlen der dritten Zeile thun dar, dass 
die Erniedrigung der Temperatur des Dichtemaximums dem Procent- 
gehalt fast proportional geht und nur etwas ansteigt mit wachsendem 
Procentgehalt. Vielleicht hat Kochsalz selbst ein sehr tief liegendes 
Dichtemaximum. Doch zeigen auch andere wässerige Lösungen ein 
starkes Fallen der betrefienden Temperatur, kohlensaures Natron 
sogar ein solches von fast 3°C. für je 1 Proc. der gelösten Substanz. 
Das soll auch für Flüssigkeitsmischungen gelten, wie von Wasser und 
Alkohol, Wasser und Schwefelsäure. 

Im Uebrigen hängt der Ausdehnungscoöfficient von der Concen- 
tration der Lösungen ab. Für Chlorkalium- und Chlorcalciumlösung 
genügt eine Darstellung als quadratische Function der Concentration 
bezw. des Procentgehaltes. J. Drecker findet dabei den Factor des 
quadratischen Gliedes negativ; der Coöfficient, welcher in den beiden 
Fällen mit wachsendem Gehalt an Salz zunimmt, könnte also ein 
Maximum erreichen und durch Null gehen. FErsteres fände statt für 
Chlorkaliumlösung bei etwa 33 Proc., für Chlorcalciumlösung bei 83 Proo., 
solche Lösungen sind nicht untersucht. Aehnliches hat Plato?) für 


!) Wiedem. Ann., Bd. 34, 8. 987. a 
t) Wissenschaftliche Abhandlung der Kaiserlichen Normal- Aichungs- 
Commission, Heft II. 
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Rohrzuckerlösungen ermittelt. Stellt man die Dichte dar durch 
e=0,(1 — ut — BR). 
so ist nach ihm 


Procentgehait a 10° 3 1 
10,15 — 38079 J4- 3859 
21,94 — 15616 — iv 
29,26 — 19850 | — 2625 
40,43 — 26543 :  —ı1831 
50.59 — 30263 | — 1414 
60,71 — 3320 — 1092 


69,34 — 35365 | — 8308 


Der Coöfficient & des linearen Gliedes steigt absolut mit wachsen- 
dem Procentgehalte x und lässt sich darstellen durch 


10° = — 160 + 834,15 2 — 4,6329 x, 


welche Formel für & ein Maximum bei 90 Proc. etwa angiebt. Der 
Coöfficient ß dagegen fällt mit wachsendem Procentgehalt und es ist 
10?’ ß = 4730 — 87,1p + 0,441 p?. 

Sein Minimum läge bei 99 Proc., also praktisch bei reinem Zucker. 
Hiernach wird die Darstellung der Ausdehnung um so einfacher, je 
höher die Concentration ist, und dieses findet gleichfalls für andere 
Lösungen statt), | 

Indessen lässt sich auch in Bezug auf die Ausdehnung der Mischungen 
und Lösungen nichts voraussagen. So giebt es nach den bekannten 
Untersuchungen von Herrn Ch. Ed. Guilleaume Legirungen von Nickel 
und Stabl, welche nicht einmal die Ausdehnung des Stahles aufweisen, 
sondern eine so geringe, dass sie als fast ausdehnungslos angesehen 
werden können; ja, es können Legirungen hergestellt werden, welche 
sich mit wachsender Temperatur zusammenziehen, statt sich auszudehnen, 
was im höchsten Grade auffallen muss und nur durch besondere intra- 
moleculare Vorgänge, wie sie beispielsweise Herr E. Wiedemann?) 
bei gewissen Salzen und ihren Lösungen festgestellt hat, erklärt 
werden kann. 


76. Capillarität und Reibung der Mischungen und Lösungen. 


Für die Grösse, welche in der Zustandsgleichung den inneren 
Kräften Rechnung tragen soll, haben wir bei einer Mischung oder 
Lösung aus zwei Bestandtheilen 


'!) Vergl. auch C. Bender in Wiedem. Ann., Bd. 22, S. 179 ff. 
”) Wiedem. Ann., Bd. 17, 8. 561 ff. 
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1) a = AyC? + au (1—c)? + 2ajsc(l— ec). 


Es ist schon bemerkt, dass diese Darstellung von Poisson her- 
rührt. Es bestimmt nämlich a auch die capillaren Wirkungen, und 
Poisson giebt für diese die Formel 


2) e(h + 5) = wWf+uufi + wWf". 


u, w stehen an Stelle von c, 1—.c; f, A, f' an Stelle von a,,, 2a», 
Gag, A bedeutet die Steighöhe der Mischung in einem engen Rohre. 
Der genannte Forscher hat seine Formel selbst an zwei Mischungen 
geprüft, an Wasser-Salpetersäure und Wasser-Alkohol. Der Radius r 
des Rohres war im ersten Falle 0,6565 mm, im zweiten 0,6480. Fol- 
gende Zusammenstellung enthält alle Angaben. Die Beobachtungen 
rühren von Gay-Lussac her. 


Wasser-Salpetersäure 


Zusammensetzung Steighöhe 
—— 7:7 — 7) Dichte | — = — —..-0.:- 
Wasser _Salpeters. | \ beob. ber. | Diff. 
| | 
ı I 0 1 1,0000 | 22,68: 22,68 0,00 
“, 'l. "1,0891 | 20,52 2049 ' +0,03 
2), yA | 1,1474 19,17 1917 0,00 
1). 1,0) 12151 17,66 17,68 — 0,02 
N, , 1,2751 16,35 16,36 — 0,01 
N) 1 1,3691 14,08 14,08 | 0,00 
Wasser-Alkohol 
Zusanımensetzung | Steighöhe 
—— oo Dibtee | 

Wasser | Alkohol | | beob. ber. |  Dif. 
1 0 1,0000 | 23,16 | 23,16 | 0,00 
YA v7 0,9779 13,77 18,60 7 2,83 
,, 1, | 0,9657 11,31 13,13 | 7 1,82 
Ya | 09415 | 10,00 | 10,00 ı 0,00 
1/, | Y,, | 0,9068 | 9,56 | 8,23 +1,33 
Yy, %, I 0,8726 | 9,40 7,87 | + 1,53 
0 0 |  v8196 1 9,18 | ER Te 0,00 


Hiernach stimmt die Formel für die erste Mischung und ist nur 
wenig brauchbar für die zweite. Poisson selbst hat das bemerkt und 
auch schon angegeben, dass die Berechnung nur für die Mischungen 
gilt, welche bei ıhrer Herstellung keine Wärmeänderung erfahren. Er 
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wundert sich deshalb nicht darüber, dass sie für Wasser- Alkohol 
mischungen nicht ausreicht, sondern eher, dass sie für Wasser-Salpeter 
säure genügt, da doch in beiden Fällen Erwärmung und Contractioı 
stattfindet. 


Bezeichnet man die wahre Cohäsion der Lösung [ao > r (r + z)e 


mit &, so ist nach Gleichung 4,) auf S. 452, indem man nocl 
20,03 H = 20,, setzt 
3) © —= 00 + 0% (1—c)? + 20 c(1 — c). 

Aus dieser Gleichung erhellt, dass über & aus den Werthen von 
& und &g nichts vorausgesagt werden kann, da die Grösse &,, un 
bekannt ist. Es kann also « grösser, gleich oder kleiner als &, oder 
&, oder als deren Mittelwerth sein und braucht auch nicht der pro- 
centischen Zusammensetzung der Mischung oder Lösung zu ent- 
sprechen. Herr Volkmann hat diese Formel auf Salzlösungen an- 
gewendet!). Bezieht sich &, auf die gelöste Substanz, &, auf die 
Lösungsflüssigkeit, Wasser, so betrachtet er @; und &%,, als unbekannte 
Grössen, & und & als bekannte, berechnet durch Ausgleichung jene 
beiden und bildet die Differenzen der berechneten Grössen 2 &,,c (1—«) 
+ 0%,c? gegen die beobachteten & — a, c?, denen sie gleich sein sollten. 
Er findet in allen von ihm untersuchten Lösungen eine sehr gute 
Uebereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung, da die Diffe- 
renzen selten 1 Proc. der Grössen selbst erreichen. Ich stelle bier 
einige seiner Angaben zusammen. 


Chlornatrium 


— m —— 


Chlorcalcium | Kohlensaures Kali 


' | a— cc) | | «e— ac 
| | | € PL vr ıT 
Ibeob. ber. Ditf. | 'beub. , ber. Dif. ‚beob., ber. ‚ Diff. 


| 
2,88 = 0,01 0,2019 4,56 4,60 - 0,04 0,1868 3,95 3,93 | + (0,08 


0,1372 287 

0,1126 2,34 ,2,34| 0,00:0,1582' 356 3,53 + 0,03 0,1867 2,77 ,2,81 | — 0,04 
0,0727 1,48 | 1,52 1— 0,03 0.1011 2,20 2.19 —-0,01 0,0787 1,57 ,1,58| — 0,01 
0,0498 1,02 1,01 + 0,01 0,0545 1,15 1,16: — 0,01 0.0400 0,81 0.79 | + 0,02 
0,0251 0,54 10,54: 0,00 0,0806 0,61 0,64: — 0,03 0,0196 0,39 | 0,38 | + 0,01 


Ä Ä | ‚0,0107: 0.22 0,22 0.00 | | | 
| 1 
| 


Die Differenzen sind in der That klein genug, und das trifft auch 
zu für wässerige Lösungen von Chlorbaruym, salpetersaurem Kali, 
salpetersaurem Natrium, kohlensaurem Natron, schwefelsaurem Kali u.s.f. 

Die Berechnung der Grössen &, und &, hat den Genannten noch 
zu folgenden Ergebnissen geführt. Er findet 


Ann., Bd. 17, 8. 385 ff. 
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—— — 
Gelöste | “ır | 2 | (a) 
Substanz 1 09a 704 | 2 1 9 

I 

BaCl,.. . „N 10,6. 10,8 | 15 22 | 15,3 | _ 

Sch ...| ws ! - In | = Ins — 

CaCl, . . .!| 107 | 10,3 | 28 31 ' 101 | 15,3 

KC... i| 9,6 _ 13 | _ 7,1 11,6 

NaCl. ..| 104 | 100 er 27 | ss | — 

K.00,... 9800 — | 30 | — 70168 

Na,00, - i 10,1 u ee 1 — 18,3 21,0 

K,SO,... 10,6 —_ _ _ | 187 ı.— 

Na,80, .. 102 —_ | 10 - 1 186 | — 

KNO,.. | 8,6 84. u | 1) 100 

NaNO, | 9,0 9.1 12 8,0 _ 

| 


Die durch 1, 2 unterschiedenen Unterabtheilungen beziehen sich 
auf zwei verschiedene Untersuchungsreihen. Ferner geben die unter 
(&%) aufgeführten Werthe die von Quincke unmittelbar bestimmten 
specifischen Cohäsionen der geschmolzenen Salze. Zunächst fällt auf, 
dass die Werthe von &,, verhältnissmässig wenig variiren, der Mittel- 
werth beträgt 10,0 und die grösste Abweichung von ihm 1,4. Viel 
veränderlicher sind die &. Befinden sich die Salze in der Lösung im 
gleichen Zustande wie ausserhalb derselben, so sollten die & den (%) 
gleich sein. Das ist nur bei BaCl, und vielleicht KNO, der Fall, 
sonst sind die Abweichungen sehr bedeutend. In den Lösungen sind 
die Cohäsionen grösser, als im geschmolzenen Zustande. Figentlich 
hätte man das Umgekehrte erwarten sollen, da doch die Salze in den 
Lösungen viel mehr zertheilt sind, als wenn sie für sich geschmolzen 
bestehen. 

Zur Darstellung der Capillaritätsverhältnisse von Mischungen und 
Lösungen sind auch noch andere Formeln herangezogen worden, von 
Rodenbeck und Volkmann für die Oberflächenspannung 


4) % =(10, +4 (3%, 
von Rother die 


0 — 2ı 
5) “—=0, + (ig — &,) " —— ., 
' ’ ) 02 — Pı 
welche gelten soll, wenn die betreffenden Substanzen keine Contrac- 
tion oder Dilatation beim Mischen oder Lösen erfahren. Die erst be- 
zeichnete Gleichung etwas abändernd, setzt Whatmough für die 
Oberflächenspannung 


6) “= R(ca, + 6,0), 
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wo It also eine für jeden Fall zu ermittelnde Constante sein soll!\ 
Geprüft ist diese Formel zunächst an folgenden Mischungen: Aceto 
und Chloroform, Aether und Chloroform, Methylalkohol und Isobatyl 
acetat, Benzol und Toluol, Benzol und Aceton, Wasser und Chlor 
wasserstoff, Wasser und Salpetersäure. Die Unterschiede zwisches 
Berechnung und Beobachtung sind nur bei den beiden erstgenannte: 
Mischungen erheblicher, wo sie bis zu 1 Proc. und etwas mehr ar- 
steigen. Aber bei vielen anderen Mischungen, namentlich solchen, 
welche Essigsäure enthalten (mit Jodäthyl, Benzol, T'etrachlormethan, 
Choroform), giebt die Formel immer bis um 7 Proc. zu kleine Werthe. 

Zuletzt erwähne ich noch eine auf Grund kinetischer Betrach- 
tungen abgeleitete Formel von Sutherland?). Sind 9,, Ps die Bruch- 
theile Gramm zweier in einander gelöster Substanzen in I g der 
Lösung, haben 0, O1, O2, M,, Mg; die früher angegebenen Bedeutungen 
(S. 452), so soll sein 


N vernd 


| m, Mg 
nn a © a Le Di 
(2) (m) 


A,ı, Ags, Aıs sind proportional den betreffenden Molekularkräften und 
der vierten Potenz des Abstandes der Molekeln. Es wird aus der Er 
fahrung nachgewiesen, dass 
8) An = Ayı Ass 
ist, und da man ausserdem angenähert hat 

1 1 


1 
3 5 
> 
Pı 02 


1 
TI 
Pı 03 
so geht der obige Ausdruck über in 


1 1\ 2 
& 0,3 Oo? 

9) “-( 1 a), 
g: A Pi, 


das heisst also in 


') Zeitschr. f. physik. Chem. (1901), Bd. 39, 8. 129 ff. 
?) Phil. Magazine, 1894, Bd. 38, 8. 188, und 1895, Bd. 40, 8. 477. 
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Für wässerige Lösungen soll A,, von YAı Ass verschieden sein, für 


"solche wird gesetzt 


& . 
- 10) 7 =P + Mr} + 202 PıP. 


- eine Gleichung, die nur scheinbar mit der Poisson’schen übereinstimnit, 


o? 


... welche ja für &, nicht für _ gelten soll. 


Zur Verificirung dieser Formel benutzt Herr Sutherland zu- 
nächst Volkmann’s oben citirte Ermittelungen für wässerige Lösungen 
von NaCl und CaCl, und findet, wenn p, sich auf das Salz bezieht: 


für NaCl-Lösung (20°C.) 


Pa -» -: 0255 0214 0,144 0101 0,052 0,000 
....: 1,1932 1,1596 1,1074 1,0720 1,0362 1,0000 
beob.: 841 820 789 774 761 744 
ver : 842 82 798 773 787 — 


für CaCl,-Lösung (19°C.) 


Pa » - : 0,360 0,294 0,200 0,1135 0,065 0,024 0,000 
. ..: 1,3511 1,2773 1,1789 1,0971 1,0540 1,0179 1,0000 
beob.: 9,31 8,84 8,22 7,81 7,61 751 7,45 
ber.: 9,41 8,83 8,21 7,81 7,63 7,48 — 


Die Uebereinstimmung ist gut, die Poisson’sche Formel kann also & 
und z darstellen; aber es sind eben mindestens zwei Constanten zur An- 
4 


passung an die Erfahrung vorhanden, und es lässt sich deshalb nicht 
entscheiden, welche Grösse darzustellen ist, wenn es auch auffallen 


muss, dass & und ai in gleicher Weise von ihren Componenten (m Ola, 


& und I 23 
“ 0% 9% 010 


) abhängen sollen. Uns interessiren noch die 
ı 
„_ 0% . Aıa 0, &g\” . 647. b 
Wertbe für — und für ——. . Sie betragen 6,47, bezw. 


a 01 Qa 
(Ayı Au)? | 
3,61. Die erste Grösse würde, nach der Dichte der Salze zu urtheilen, 
für & ungefähr den Volkmann’schen Werth ergeben. Aus der 
zweiten folgt dann 


fa _ — 0,52 für NaCl und = 0,38 für Ca 0]. 


(Ayı As)? 


Für andere Salze ist dieses Verhältniss noch grösser. 
Weinstein, Thermodyuamik. II. 91 
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Auf Grund von Betrachtungen, die ich bier übergehen muss, wird 
die Formel noch mannigfaltig abgeändert. Warum ich diesen Betrach- 
tungen und den sich anschliessenden Entwickelungen einen grösseren 
physikalischen Werth nicht beimessen kann, hat seinen Grund darin, dass 
eben für die einzelnen Grössen die Werthe nicht im Lösungszustande, 
sondern ausserhalb desselben genommen werden und gegenwärtig nur 
genommen werden können. Jedenfalls spricht vorläufig nichts gexen 
die Richtigkeit der Poisson’schen Formel, wenn diese nur gehörig 
interpretirt wird, doch mögen andere Formeln Aehnliches leisten. 

Der Capillaritätscoöfticient wässeriger Mischungen und l.ösungen 
nimmt im Allgemeinen ab mit abnehmendem Wassergehalt, duch giebt 
es auch Ausnahmen von dieser Regel, bei Chlorammonium-Lösungen 
findet Zunahme, bei MgCl, und K,CO, erst Abnahme, dann Zunahme 
statt. Ist die Dichte der Lösung geringer als die des Wassers, so wird 
auch die Cobäsion mit wachsender Verdünnung zunehmen. Ist sie 
grösser, so lässt sich nichts voraussehen. Bei Salzlösungeu scheint die 
Cohäsion mit wachsendem Salzgehalt stets zuzunehmen, wiewohl die 
capillaren Wirkungen abnehmen. Die Dichte nimmt also rascher zu, 
als die capillaren Wirkungen fallen. Folgende Zusammenstellung aus 
Herrn Volkmann’s Arbeit enthält Beispiele für die drei Fälle: 


Mg Cl, (16° C.) 


Salz- 
| gehalt 


Na C1 (20°0.) | 2NH, 01 (16°C.) 


soll die Cohäsion mit 
en, dann abnehmen. 


k 
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gekehrt findet man auch bei nicht wässerigen Lösungen, wie Schwefel- 
kohlenstoff und Dichloräthyl, Essigsäure und Jodäthyl, Essigsäure und 
Chloroform u. 8.f. In anderen Fällen findet wiederum gar keine oder 
nur sehr geringe Aenderung der Cohäsion statt, wie bei Mischungen 
von Aethylacetat mit Amylalkohol, von Benzol und Jodäthyl, Tetra- 
chlormethan und Chloroform u. a. f. 

Nach Poisson’s Formel tritt ein Grenswerth für & ein, wenn 


“a al—a)t+ ll 20) 0, 
also 
—m _ 1 
+1 


Tun, M 


&g — Ga 


ist. Da nun c höchstens 1 betragen darf, so kann ein Grenswerth 
schon sicher stattfinden, wenn %ıs negativ ist. Für ein positives &,s 
kann ein Grenzwerth nur vorhanden sein, wenn &, entweder kleiner 
oder grösser ist als jedes der beiden «. Also ein Grenzwerth für & 
kann vorhanden sein bei 

m <0; 

>09, <a, Ma < Mi 

>09 Aa > Ms > a. 
Ausgeschlossen sind hiernach Fälle, in denen &,, positiv ist und 
zwischen den beiden & liegt. Beispielsweise kann, da & für Wasser 
7,5 etwa beträgt, nach der Tabelle auf Seite 479 für die dort auf- 
geführten Salze ein Grenzwerth für & nur vorhanden sein für die 
Lösungen von Na,30, und KNO,. 

Die Fälle, wo die Grenzwerthe gerade auf einen der Endpunkte 
der Lösungen fallen, auf c, = 0 oder c, — 1, geben &,; = &, uder 
%&%s = &. Sind beide Bedingungen erfüllt, so tritt die gleichfalls als 
festgestellt bezeichneto Erscheinung ein, dass & überhaupt von der 
Zusammensetzung der Lösung unabhängig ist. Doch sollten alsdann 
die beiden Bestandtheilo gleiche Cohäsion haben. Ifaben gleiche 
Cobäsion, so ist nach der Formel & stets von der Concentration unab- 
hängig. Ob das den Thatsachen entspricht, weirs ich nicht. 

Für wässerige Lösungen von Chloriden hat Herr Quincke!) die 
Abhängigkeit vom Salsgehalt y dargestellt durch eine lineare Fornel 
“=a+ay 
ie Ochäsion des Wassers und a eine für alle Chloride gleiche 

4 Letstere beträgt nach ihm 0,1788, wenn man y durch 
ivalente auf 100 H,O ausdrückt. Volkmann hat 
nainer geprüft, er hat sie für die früher schon 


ML aa. sa0. 
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erwähnten Lösungen mit grosser Annäherung als solche bestätigt ge- 
funden. Doch sind Abweichungen zwischen Beobachtung und Berech- 
nung vorhanden, die, wenn auch klein, doch nicht den Beobachtungs- 
unsicherheiten zuzuschreiben waren. Endlich fand sich die Constante a 
für Salze gleicher Art meist nur annähernd gleich. So war: 


für BaCl,: ...-». a = 0,174 für 2KCl:...... a = 0,159 
„ SrOk:.. 2... a = 0,187 „ 2Na0l: ..... a = 0,181 
n N EEE = en .» K80.: ..... a = 0,153 
n„ Melk: „0. “zn Na, SO, a = 0,152 
n KO .— en „Kco:..... a = 0,1% 
n 2NaNO, 14 „ N2C0: ....a= 0112 


Nach Herrn Whbatmough soll Quincke’s Behauptung hinsichtlich 
der Gleichheit der Constante a für Chloride doch zu Recht bestehen. 
Er findet für alle Chloride, die Cl oder Cl, enthalten: 


&@ — 7,557 + 0,1857 y. 


Ausgenommen sollen sein NH,Cl und CaCl,. Lösungen des letzteren 
Salzes weichen auch nach Volkmann am meisten von Quincke’s 
Regel ab. Ausserdem soll a für Sulfate 0,1585, für Nitrate 0,1535 sein. 
Doch soll die Regel auf Lösungen relativ geringer Concentration be- 
schränkt werden müssen. 

Mischt man verschiedene Lösungen mit einander, so soll die Ober- 
flächenspannung nach Rother!) sich gemäss der Mischungsregel be- 
rechnen lassen. Da die Spannungen für Chloride gleichen Salzgehalts 
gleich sind, so folgt z.B., dass, wenn Chloridlösungen zu immer gleichem 
Gesammtsalzgehalt vermischt werden, die Oberflächenspannung keine 
Aenderung erfährt. Dieses hat Herr Whatmough?) für Gemische 
von KCl- und NaCl-Lösungen nachgewiesen. In anderen Fällen, so 
z. B. für Gemische dreier Componenten, soll die erweiterte Gleichung 
11) %“—=Pı% + 22% + 25%, 
wopı + 92 + 2, = 1 ist, gelten. Die Richtigkeit wird an Mischungen 
aus Chloroform, Benzol und Aceton dargethan. Endlich ist noch zu 
bemerken, dass der gleiche Forscher auch das Verhalten von Lösungen 
solcher Stoffe untersucht hat, die sich nicht in allen Verhältnissen 
mit einander mischen, für die es aber eine Temperatur giebt, die 
kritische Mischungstemperatur (S. 439 ff.), bei welcher eine Vermischung 
in allen Verhältnissen stattfindet. Die gesättigte Lösung eines Stoffes a 
in b zeigte eine andere Spannung als die des Stoffes b in a; aber je 
mehr die Temperatur sich jenem kritischen Betrage näherte, desto 
mehr näherten sich auch die Werthe der Spannungen der beiden ge- 
sättigten Lösungen. | 


!) Wiedem. Ann., Bd. 21, S. 576. 
2) 1. c. 8. 185. 
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Da Lösungen und Mischungen in ihrem physikalischen Verhalten 
sich von den einfachen Körpern nicht wesentlich unterscheiden, werden 
zwischen ihren Capillaritätserscheinungen und anderen Erscheinungen 
ähnliche Beziehungen bestehen, wie bei den einfachen Körpern. 
Röntgen und Schneider!) haben dieses für die molekulare Com- 
pression nachgewiesen, sie finden, dass innerhalb gewisser Gruppen 
von Salzlösungen gleicher Molekelnzahl der Lösung mit grösserer mole- 
kularer Compressibilität immer die kleinere Oberflächenspannung zu- 
kommt. Den: entsprechend fällt auch bei einer und derselben Lösung 
die molekulare Compressibilität mit wachsender Concentration und 
steigt die Oberflächenspannung. Folgende Zahlen mögen als Beispiel 
für beides gelten. Die Einheiten sind willkürlich gewählt, da es nur 
auf Vergleichung ankommt. 


m m m m nn 


700 Mol. in Lösung | 1500 Mol. in Lösung 


"molekulare |Oberflächen- molekulare Oberflächen- 
|Compression spannung |Compression ! spannung 


Gelöste Substanz ı 


1 0,955 | 11227 : 0918 113,23 
LiINO, ....... 0,945 112,81 0,893 114,22 
LiBr........ | 098 | 112,88 0,887 114,43 
LiCl.....22.. | 0,938 113,20 0,868 115,01 
LiOH ....... 0,888 113,27 0,782 115,21 
L,80, . 2.2... 0,827 114,23 0,682 117,61 


Gleiches gilt für Wasser -Schwefelsäurelösungen; die ÖOberflächen- 
spannungscurve ist fast genau das Gegenbild der Compressibilitäts- 
curve. 

Man hat geglaubt, dieses reciproke Verhältniss aus van der 
Waals’ Theorie ableiten zu können, aber das trifft nicht zu. 

Endlich erwähne ich noch, dass auch die molekulare Oberflächen- 
spannung (Seite 5l, Gleichung 22) nach den Untersuchungen von 
Ramsay und Aston?), sowie nach denen von Pekär?) von Mi- 
schungen und Lösungen sich ganz so verhält wie die von einfachen 
Flüssigkeiten, falls man das Molekulargewicht auf Grund des mole- 
kularen Mischungsverhältnisses ermittelt. Ob nicht für Lösungen mit 
dissociirten oder ıonisirten Molekeln eine Ausnahme zu machen ist, 
steht dahin. Für solche Lösungen soll nach M. Gregor und E.H. Ar- 
chibald!) eine Eigenschaft S,in einer Lösung mit der gleichen Eigen- 
schaft Sw in reinem Wasser in der Beziehung stehen: 


I) Wiedem. Ann., Bd. 21, 8. 208 ff. 

*”) Zeitschr. f. physik. Chemie, Bd. 15, B. 89. 

”) Ebendar., Bd. 39, 8. 488. 

*) Citirt nach Forch, Wiedem. Ann., Bd. 68, 8. 814. 


486 Dreizehntes Capitel. 


12) Ss; — Se =kll —Ö)c + löc, 

woselbst ö den Dissociationsgrad festsetzt und k und ! Constanten 
sind. Wendet man diese Gleichung an auf die Aenderung der Ober- 
flächenspannung, indem man setzt 


1 
m - u) = w 


so wird also 
13) w=k(1 — 6) + 16. 


Die Formel würde für kleine Ö ergeben w = k, und das entspricht 
nicht der Erfahrung. Für stark dissociirte Salze soll sie nach Herrn 
Forch!) gute Dienste leisten. 


In ähnlicher Weise, wie es von Poisson für die Capillaritäts- 
verhältnisse geschehen ist, hat O. E. Meyer auch die Reibung von 
Mischungen und Lösungen durch die der Bestandtheile darzustellen 
versucht. Er setzt den Reibungsooöfficienten 


14) n = (nw + 2ynws + Y?ns) (>) 


Hierin ist e die Dichte, y der Gehalt der Lösung an gelöster Sub- 
stanz, nw ist der Reibungscoöfficient des Lösungsmittels, 75 derjenige 
der gelösten Substanz, Nws der entsprechende Coöfficient zwischen 
Lösungsmittel und gelöster Substanz. Die n müssen sich auf den 
Zustand des Lösungsmittels und der gelösten Substanz in der 
Lösung beziehen, sonst hätte die Formel keinen rechten Sinn, da, wenn 
die gelöste Substanz fest ist, ns unendlich gross sein würde. Dieses 
hervorzuheben ist nothwendig. Man hat nämlich geglaubt, die Formel 
anfechten zu müssen, weil wässerige Salzlösungen bekannt sind, zum 
Beispiel solche von KCl, NH,Cl, NH,NO,, deren Reibungsooöfficient 
kleiner ist als derjenige des Wassers ?). Identificirte man nun 7# mit 
dem letzteren Coöfficienten, so müsste Ns oder Nws negativ sein sicher 


in denjenigen Fällen, in welchen wer grösser war als l. Das ist 
aber nach der Bedeutung der Reibungscoöfficienten nicht möglich, also 
— schloss man — kann die Formel physikalisch nicht zutreffen. Aber 
nw ist nicht der Reibungscoöfficient des Wassers, sondern der des 
Wassers in der Lösung, ebensowenig ns der Coöfhcient des Salzes, 
sondern der des Salzes in der Lösung, und diese Coöfficienten können 
und werden (bei Salzen müssen sie sogar) kleiner sein als im freien 
Zustande der Substanzen, Nws braucht also nicht negativ zu sein. 


!) Wiedem. Ann., Bd. 68, 8. 815. 
’) Sprung, Pogg. Ann., Bd. 159, 8. 27; Slotte, Wiedem. Ann., 
Bd. 14, 8. 19. 


Reibungsco@fficient der Lösungen nach OÖ. E. Meyer u. Arrhenius 487 


O. E. Meyer fand z. B., wenn Nw gleich dem Reibungscoöfficienten 
für Wasser angesetzt wurde, was nur für ganz verdünnte Lösungen 
zulässig ist, bei Lösungen 


von N3,50,: . . . ..92s= 0,18, Nws = 0,0112 
„ K,S0O;: 0 2...9Ns> 0,000, NnWws = 0,0127 
„ NaNO:: . . ....2.ns 0,033, NW#ws = 0,0078 
„ KNO;: . 0 00..0s 0,000, NWws > 0,0029 


in C. G. S.-Einheiten bei 17°C. Die Zahlen für 75 bei K,SO, und 
KNO, thun schon dar, dass es sich hier nicht um die Reibungscoöffhi- 
cienten der Salze selbst handeln kann. 

Svante Arrhenius!) hat eine andere Formel zur Darstellung 
des Reibungscoefficienten von Lösungen aufgestellt. Sind y und y’ die 
Grammäquivalente des Lösungsmittels und der gelösten Substanz, so 
setzt er 


15) n = A BV = A B'V. 
Für y = 0 wäre 
n=B, 
für y = 1 dagegen 
n=4, 
also sollten A und B die Reibungscoäffioienten der gelösten Substanz, 
bezw. des Lösungsmittels sein, so dass wäre 


16) nn, N 
Setzt man den Werth für das Lösungsmittel gleich 1, so bleibt 
17) n= ig BB”. 


Die Vergleichung mit den Beobachtungen ergab vielfach gute Ueberein- 
stimmung, wiewohl nur eine Constante B zu ermitteln ist. Ich führe 
einige Zahlen für Lösungen in Wasser an: 

(Siehe Tabelle auf folgender Seite.) 

“ Diese und noch 21 andere untersuchte J.ösungen betrafen alle Nioht- 
elektrolyte. In allen diesen Fällen ist B_>1 gefunden worden, so dass 
durch die Hinzufügung der Nichtelektrolyte die Reibung des Wassers 
vergrössert wurde. Arrhenius macht darauf deshalb besonders 
aufmerksam, weil sich unter den untersuchten Substanzen auch solche 
befanden, welche eine geringere Reibung haben als Wasser, wie zum 
Beispiel Methylalkohol, Aceton, Aethylformiat, Propylformiat, Methyl- 
acetat, Aethylacetat, Propylacetat. Wiewohl ferner die innere Reibung 
der untersuchten Stoffe selbst von oo bis 0,4 oder 0,3 herabging, fand 
sich doch die Grösse B bei 0° nur zwischen 1,068 (für Lösung von 


\) Zeitschr. f. plıysik. Chemie, Bd. 1, 8. 285 #. 


beobachtet berechnet beobachtet berechnet 


Methylalkohol 


10 | 1,334 | _ | 1,227 _ 
5 ı 1,159 1,155 | 1,114 1,112 
Aethylalkohol 
10 | 1,556 _ 1,348 _ 
5 I 1941 1,247 1,167 | 1,161 
Glycerin 
7,41 1,290 ! — — _ 
8,56 | — | — 1,315 _ 
4,39 1,167 1,168 _ —_ 
4,58 | | _ 1,161 1,158 


Robrzucker 75 = ©) und 1,011 (für Lösung von Methylformiat, wo- 
für 775 vielleicht 0,4 beträgt) liegen. Arrhenius sagt darum mit 
Recht, dass ein Zusammenhang zwischen der Grösse B und der Rei- 
bung der gelösten Substanzen kaum zu existiren scheint, wenngleich 
naturgemäss B für Lösungen fester Körper grösser sein wird als für 
solche flüssiger. Ausserdem nimmt B ab mit wachsender Temperatur, 
wie bei Flüssigkeiten die Reibung überhaupt (S. 79). 

Die Formel ist auch für Elektrolyte verwendbar, ebenso für 
Mischungen von Elektrolyten und Nichtelektrolyten. Unter den 
Elektrolyten giebt es einige, welche die innere Reibung des Wassers 
verringern. Auch hier nimmt der Einfluss der gelösten Substanz ab 
mit wachsender Temperatur. 

Eine sehr eingehende Prüfung der Arrhenius’schen Formel bat 
A. Kanitz!) ausgeführt, Mischungen und Lösungen, sowie Gemische 
von solchen in grosser Zahl sind untersucht worden. Es ergab sich 
eine gute Uebereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung, 
so lange durch die Concentration das Verhältniss der dissociirten 
Molekeln zu den nicht dissociirten nicht geändert wurde. Traten 
Aenderungen in diesem Verhältnisse ein, so kamen Abweichungen bis 
zu mehreren Procent vor. 

Die Ermittelung der Constante B ergab: 


!) Zeitschr. f. phys. Chem., Bd. 22, 8. 336 ff. 


berechnet aus berechnet aus 


Normal-Lösung ı/, Normal-Lösung 


NH, : 22.20. 1,0233 | 1,0227 
NH,CL ...... f 0,9931 | 0,9960 
NH,NO, ..... Ä 0,9709 0,9693 
NHSO, ...... 1,1164 1,1120 
KOH .....:. \ 1,1282 1,1287 
K,C0, ...... ! 1,1652 1,1642 
K,Crü;,....... | — 1,0054 
NaOH... ......ı 1,2348 1,2339 
N2,C0, . ..... j 1,2861 1,2879 
CHCL,COOH ... 1,2707 1,2773 


Die Abweichungen der beiden Reihen sind fast durchweg ge- 
ringfügig. 

In Bestätigung der Ergebnisse von Reyher!) und J. Wagner?) 
und der entsprechenden Angabe von Arrhenius fand sich zugleich, 
dass die Vermehrung der Molekelnzshl durch Dissociation bald eine 
Vergrösserung, bald eine Verkleinerung der Reibung ergab und dass 
vielfach die Reibung mit steigendem Atomgewicht der gelösten Sub- 
stanz abnimmt, was eigentlich sehr auffallend ist. 

Arrhenius selbst hat schon hervorgehoben, dass seine Formel 
nur für schwach concentrirte Lösungen gelten kann. 


77. Specifische Wärme der Mischungen und Lösungen. 


Ein erster Versuch, die specifische Wärme der Mischungen und 
Lösungen aus den specifischen Wärmen der Bestandtheile zu ermitteln, 
kann nach der einfachen Mischungsregel gemacht werden. Sind die 
Mengen zweier in einander gelöster Stoffe MM, MY, und die specifischen 
Wüärmen dieser Stoffe c,, cs, so lautet also der einfachste und nächst- 
liegende Ansatz für die specifische Wärme c der Lösung 


_ MatMo, 
M, + Ms; 
Diese Formel genügt in der That in manchen Fällen, so namentlich 


bei Lösungen fester Körper in einander, den Legirungen. Nach 
Regnault ist z. B. für die Legirungen 


1) 


!) Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 2, 8. 744. 
?) Ebendas., Bd. 5, 8. 80. 


BiSn: c beobachtet . . 0,0400, berechnet . . 0,0399 
Bi Sn,: c nn . 0,0450, n . ...0,0452. 


Doch muss die Legirung sich hinreichend weit vom Schmelzpunkt be- 
finden, wobei sie fest oder flüssig sein kann. 

Auch bei gewöhnlichen Lösungen lässt sich c manchmal nach der 
Formel 1) berechnen. Als Beispiel!) führe ich die von Schüller er- 
mittelten Zahlen für Mischungen von Chloroform und Benzin an. 


Gewichtatheile Benzin | Specifische Wärme bei constantem 


Druck 

auf 100 Gewichts- |... - 

theile Chloroform beobachtet | en | Differenz 
| 

24,20 | 0,2782 0,2700 ! + 0,0082 
50,50 | 0,2959 | 0,2959 | 0,0000 
75,74 0,3147 | 0,3188 + 0,0011 
97,10 | 0,3257 _ ! 0,3252 | + 0,0005 
196,62 I 0,3556 0,3563 — 0,0007 
294,66 | 0,3727 0,3726 -+ 0,0001 
386,66 | 0,8793 0,3814 — 0,0021 


Die Differenzen sind klein genug, im Mittel ergeben sie etwa 
+ 0,0011, doch scheint es, als ob mit zunehmendem Gehalt an Benzin 
die specifische Wärme erst grösser ist und dann kleiner wird, als sie 
nach der Zusammensetzung sein sollte. 

In der Regel jedoch reicht die Formel 1) nicht aus. Mischungen, 
welche Alkolıole enthalten, zeigen eine grössere specifische Wärme, als 
dieser Formel entspricht. Dies ist für Mischungen aus Wasser und 
Aethylalkohol schon lange bekannt und findet auch z. B. statt für 
Mischungen aus Alkohol und Chloroform, wie folgende Zusammen- 
stellung ergiebt, die auch die Zahlen für Alkohol und Wasser enthält: 

(Siehe nebenstehende Tabelle). 

Die specifischen Wärmen der Bestandtheile bei 15°C. sind für 
Chloroform etwa 0,234, für Alkohol 0,540, für Wasser 1. Hiernach 
haben zwar die Chloroform - Alkoholmischungen durchgängig kleinere 
specifische Wärmen als der Bestandtheil mit der grösseren speci- 
fischen Wärme, dagegen zeigen Wasser-Alkoholmischungen bis zu 
35 Proc. und darüber eine höhere specifische Wärme, als selbst dem 
Wasser zukommt. Ferner ändert sich die specifische Wärme der 
ersten Mischung immer im gleichen Sinne, die der zweiten dagegen 
steigt erst an, um darauf abzunehmen. Das Verhältniss der beobach- 
teten specifischen Wärme zur berechneten wächst in beiden Fällen erst 


') Wegen der Literatur, wo sie hier nicht angegeben ist, wird auf die 
Lehrbücher der Physik verwiesen. 


- ar [un oo. 


Chloroform und Alkohol N Wasser und & Alkohol 


——— 


Gewichts- | Bpecifische Wärme ü | Gewichts- Specifische Wärme’ 
procente | Yeob. ber. | Fa procente , neob. | ber. oe 
Alkohol — ce —_ ed ce’  ı Alkohol 


14,90 | 1,0891 . 0,9424 | 1,1026 
20,00 1,0456 ° 0,9227 | 1,1331 
22,56 | 1,0436 ' 0,9128 | 1,1438 
28,56 1,0354 | 0,8896 | 1,1639 
85,22 | 1,0076 0,8638 | 1,1665 
44,35 | 0,9610 | 0,8285 | 1,1599 


16,75 0,3348 | 0,2962 | 1,1303 | 
| 
| 49,46 | 0,9162 | 0,8103 | 1,1307 
| 
| 


28,77 0,3919 | 0,3410 | 1,1495 
33,92 0,4130 | 0,4002 | 1,1466 
39,78 0,4315 | 0,3821 | 1,1290 
47,00 0,4539 | 0,4090 | 1,1098 
56,46 0,4841 | 0,4443 | 1,0896 
72,8 0,5331 | 0,5052 | 1,0552 
49,93 0,9096 | 0,8061 | 1,1284 
54,09 | 0,8828 | 0,7909 | 1,1159 
54,45 | 0,8793 | 0,7885 | 1,1189 
58,17 0,8590 | 0,7751 | 1,1082 
73,90 . 0,7771 | 0,7172 | 1,0771 

| 83,00 | 0,7168 | 0,6817 | 1,0515 

| | | 
an und nimmt später ab. Die Bedeutung dieser Ergebnisse wird 
später erhellen. Die Formel aber zeigt sich in diesen Fällen als gänz- 
lich unanwendbar, sie würde Fehler bis zu 15 Proc. und mehr ergeben, 
die Abweichungen von ihr steigen rasch an, um hierauf langsam zu 
sinken. 

Auch auf Lösungen findet jene Formel keine ausreichend genaue 
Anwendung !). Kochsalzlösungen und die meisten anderen Lösungen 
haben kleinere specifische Wärmen, als der Berechnung zu Folge sein 
sollte. Doch giebt'es auch Lösungen mit grösserer specifischer Wärme. 
So haben wir zur Darstellung beider Fälle ?): 


MgS DE = Wasser N Na C, H, 0, = = Wasser 
Gewichtsproc. | | Gewichtsproc. [I Ä 
des wasserfreien | c : ed _ des wasserfreien c c’ | u 
. € | | | cd 
Salzes | | | | Salzes | | | 
11,8 0,857 | 0,909 | 0,943 | 8,35 | 0,938 | 0,942 | 0,996 
27,0 0,730 | 0,791 | 0,923 | 18,55 | 0,870 , 0,871 | 0,999 
29,4 0,709 , 0,772 | 0,918 | 28,30 | 0,855 | 0,837 | 1,045 
30,8 0,697 Ä 0,762 | 0,915 | 31,30 :0,815 0,782 | 1,046 
33,9 0,869 ' 0,737 | 0,908 ı | | 
35,7 | 0,652 | 0,728 | 0,902 | 
37,7 | 0,633 | 0,708 , 0,894 | 


!) Eine grosse Zahl von Angaben findet der Leser in Gerlach’s Seite 461 
citirter Arbeit. 
?) Bindel in Wiedem. Ann., Bd. 40, 8. 388. 


aufgestellt hat, sind die üblichen. Für Chlorkaliumlösung in Was 
soll z. B. nach Herrn Drecker!) sein 


c = 1,022 — 0,01603y + 0,00016 y?. 


y ist der procentische Salzgehalt der Lösung. Für geringe Proceı 
gehalte kann die Formel, wie Herr Drecker selbst bemerkt, nic 
stimmen, da für Wasser c = 1,022 herauskommen würde, was viel 
viel ist. Mit dem Werthe c = 1 für Wasser liess sich aber die Foru 
den Ermittelungen nicht anpassen. 

Eine andere von Mathias für verdünnte Lösungen gegebe: 
Formel lautet 


_e+n 
 b+n 
n bedeutet die Zahl Grammäquivalente des Lösungsmittels auf « 


Grammäquivalent gelöster Substanz, u und b sind Constanten. Be 
spielsweise hat man 


5) c Cı- 


Na Cl= Wasser HCi=Wasser 
a = 11,65, db = 20 a = 283, 5b = 10,71 


| 
“| 083 | 081 | +0002 | #0 | oss5 | oss2 | + 0,003 
co | 0,05 | 0,8895 0,000 | 100 | 0,32 | 0,982 0,000 
ı00 | o8sı | 0,8930 | +0,001 Ä 200 | 0,964 | 0,965 | — 0,001 
200 | 0,882 | 0,982 0,000 | 400 | 0,979 | 0,82 | —0,003 
400 0,978 


0,978 | 0,000 | | 

Die Uebereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung ist gut 
Je kleiner rn, desto mehr nähert sich der berechnete Werth dem Ver 
a 
b 
Kochsalz käme 0,58 heraus, während der thatsächliche Werth nur 0,2: 
beträgt. Geht man von diesem letzteren Werthe aus, so dass a = 0,21 
wäre, und berechnet nun a aus dem Betrage von c für n = 400, s 
folgt b = 11,46, a = 2,41 und damit für n = 40, c = 0,822, wa 
um 0,041 zu klein ist. Aus dem Werthe des c für n = 40 fände sic 
b = 8,39, a = 1,76 und für n = 400 ergäbe sich c = 0,984, wa 
gegen den beobachteten Werth nur um 0,006 zu gross ist. Doch sol 
die Anwendbarkeit der Formel auf Lösungen beschränkt sein, welch 
ınindestens 25 Molekel Lösungsmittel auf 1 Molekel gelöster Substan 
a 
b 


hältniss —c,, das wäre also die 'specifische Wärme des Salzes. Fü 


enthalten. Setzt man —c, = c; und bezieht die Mathias’sche Glei 


‘) Drecker, Wiedem. Ann., Bd. 34, S. 958. 


chung auf molekulare specifische Wärme, indem man mit m, m,, my die 
betreffenden Molekulargewichte bezeichnet, so hätte man 


MC; + am, cı 


6) e— m, + mn 


Das ist die Wöstyn’sche Regel, doch muss man alsdann unter m, 
Mg, Cy, C, die Werthe dieser Grössen im Lösungszustande der be- 
treffenden Stoffe verstehen, denn mit den Werthen für die Stofle selbst 
entspricht diese Regel der Erfahrung im Allgemeinen nicht. Es ist 
nämlich nach jener Regel 


(mı + m, N,)c — nm, C — N, (9 


Die links stehende Grösse müsste also für alle Lösungen einer Sub- 
stanz, die eine Molekel von ihr enthalten, denselben Werth haben. 
Das ist aber nicht der Fall, wenn man mit denjenigen Beträgen von 
Mi, Ma, Cı, €; rechnet, welche den Substanzen selbst zukommen. Man 
findet dann nämlich, dass in wässerigen Lösungen diese Grösse mit 
wachsendem rn, wachsender Verdünnung, im Allgemeinen stark abnimmt 
und sogar negative Beträge bekommen kann. So fällt sie für eine 
SO,-Lösung, wenn n von 5 bis 200 steigt, vom Betrage + 2,7 bis 
zu dem — 5,0, für eine NH,NO,-Lösung unter gleichen Umständen 
vom Werthe + 28,7 bis auf 6 oder 2. 

Gerlach!) hatnoch für wässerige Lösungen das Verhalten der Grösse 
1 — 
e — 
wachsender Verdünnung im Allgemeinen zunimmt, die specifische 
Wärme unter diesen Umständen also rascher wächst als das specifische 
Gewicht. So für Lösungen von NaCl, KCI, NH,Cl, NaNO,, KNO, 
und eine grosse Zahl anderer Salze. Doch giebt es auch hier Aus- 
nahmen, indem die Grösse mit wachsender Verdünnung erst ansteigt 
und dann abnimmt, z.B. für Lösungen von Salzsäure. Ausserdem soll 
bei gleicher molekularer Concentration die speciische Wärme wachsen 
mit wachsendem Molekulargewicht des gelösten Salzes. 

Was die specifische Wärme bei constantem Volumen anbetrifft, 
so ist zunächst auf Tammann’s oben mitgetheilte Berechnungs- 
methode zu verweisen. Herr J. Drecker?) hat sie für wässerige 
Lösungen von Chlorkalium und Chlorcalcium aus der Formel 


- verfolgt, wo E die Dichte bedeutet; er findet, dass dieselbe mit 


a 
°» 


!) Fresenius, Zeitschr. f. analyt. Clıem., Bd. 27, 8. 343 ff. 
*) Wiedem. Ann. , Bd. 34, S. 968. 


n. iass die meleszare speciüsche Wärme von 
wanergen Iir.zzen. 1. die Grise € = ımy m — m. In)c für 
Imungen ı.2 eier Moiekel i 1, sich als lineare oder gu 
che Fußetion von n, #5. darsteiien isssen Bindei:) giebt zum 
i für Iieingen vor MgSO,. KCiO, PbıNG,1 die Formeln 

2 17ER — 433% B>n>1l, 

= V3n—-%, MW>2.> 

d = 0.26*n2 — 354n — 2149. 


. t «ich aus solchen Formeln nicht, nur die Gleichung 
für die Losung von MgS0, giebt dem Genannten zu einer interessanten 
Bemerkung Anlaw. Man kann sie angenähert schreiben 


«= 100 + 18(n — 5). 


d. h. in den betreffenden Mischungen sind auf 1 Molekel Salz nicht a 
wundern n — 5 Molekeln Wasser zu rechnen, oder, es gruppiren sich um 
1 Molskol Salz 5 Molekeln Wasser. Die Formel gilt für stark concen- 
trirte Lönungen. Für schwache Lösungen soll nach Pagliani sein 

cd = 100 + 18(n — T). 


Also wäre die Zahl der um eine Salzmolekel sich lagernden Wasser 
molokeln von der Concentration abhängig, und zwar würde sie mit 
wuchsender Concentration abnehmen. Letzteres kann durch die mit 
wnohsender Verdünnung zunehmende Dissociirung der Salzmolekeln 
erklärt. wer 


78. Isönungs-, Vordünnungs- und Umwandlungswärme. 


In unmittelbnrem Zusammenhange mit der specifischen Wärme der 
Mischungen und Lösungen steht deren Mischungs- und Lösungs- 
warme, worunter man diejenige Wärme versteht, welche bei der 
Mischung oder lösung von Stoffen entwickelt oder verbraucht wird. 


) Wieder. Ann. Bi. 40, 8 208 1. 
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Es seien zwei Massen M,, Ms zunächst getrennt vorhanden. Bei 

ihrer Vereinigung zu einer einheitlichen Substanz soll die Temperatur # 
- auf + d? steigen. 
Nach der Vereinigung entziehen wir der Lösung oder dem Ge- 
misch, oder der chemischen Verbindung, in die sie übergegangen sind, 
so viel Wärme Q', dass wieder die Temperatur ® eintritt. Zweitens 
- verfahren wir so, dass wir die beiden Substanzen durch Entziehung 
: einer Wärmemenge Q erst auf die Temperatur ® — d® bringen und 
:- dann vereinigen, wodurch die Temperatur auf ® steigt. Dann müssen 
wir haben 


+ M +M)ad=Q + (Ma + Mo)d®, 
woraus, indem Q’' — Q = dQ gesetzt wird, folgt 


1) (M, + M)e — (Mc: +)=— 5: 


Es giebt nun, wie wir wissen, Fälle, in denen die links stehende 
Grösse O0 ist, alsdann muss es auch die rechts stehende sein, das heisst 
den getrennten Substanzen muss ebenso viel Wärme entzogen werden, 
wie den vereinten bei gleicher Temperaturänderung, oder es muss, 
wenn ein Unterschied vorhanden ist, dieser von der Temperatur unab- 
hängig sein. In den meisten Fällen aber ist für Lösungen die links 


.d 8 
stehende Grösse negativ, somit se positiv, es wächst also jener Wärme- 


unterschied mit wachsender Temperatur. Darauf hat Kirchhoff hin- 
gewiesen in einer Untersuchung, auf die wir bald zu sprechen kommen. 

Der obigen Formel können wir noch eine andere Deutung geben. 
Q und Q’ beziehen sich ausser auf Temperaturerniedrigung auch auf 
andere Wirkungen. Diese anderen Wirkungen werden bei Q und bei 
Q' darin verschieden sein, dass Q’ auch noch die Arbeit bei der Lösung 
selbst übernimmt; nennen wir den entsprechenden Theil von Q', be- 
zogen auf Masseneinheit — A, so haben wir hiernach 


"—-Q=—-(M+M)4 


_ 04 Maot+tMo 
0° ıM+M 


und es wird 


2) c. 
Hiernach haben wir in allen Fällen, in denen die specifische Wärme 
der Lösung additiv aus den specifischen Wärmen ihrer Bestandtheile 
sich zusammensetzt, 


3) = _ 0, 
also ist dann bei der Bildung von 1g Lösung entweder gar keine 


Wärmeänderung vorhanden, oder wenn eine solche besteht, ist sie unter 
Weinstein, Thermodynamik. II. 39 


allen Temperaturen gleich gross. Für 
und Benzin war die rechts stehende Grösse 


. 4 4 
Mischungen haben wir also 4 = 0 oder 7. 


Mischungen aus Chloroform und Alko 
ergeben ($. 491) für die rechts stehende 
trationsverhältnissen negative Werthe. I 


4 
4) > 


Nun ist A positiv gerechnet, wenn be 
steht, negativ, wenn Wärme verschwind 
also die Wärmetönung mit wachsender 
zweiten Falle nimmt sie absolut stetig 
Mischungen trifft der erste Fall zu, ind 
ihre Mischungswärme wird also mit wach 
nehmen. Durch Null geht sie freilich nic 

In der Regel jedoch haben wir für d 
tive Werthe und damit 


5) 5 0, 


und es fällt entwickelte Wärme mit wach 
verschwundene absolut zunimmt. 

Gehen wir im letzten Falle von v 
negativen Werthen des A aus, so nimmt 
gendem ® ab, er kann auf Null sinken un 
gehen. Solch ein Fall scheint bei der wi 


FE 3m, 0 in 360 H,O vorzuliegen; bei 


lorien, bei 32°C. jedoch + 0,244; bei 25' 
ginge. ohne Wärmeänderung vor sich. A: 
beiKCl + 100,0 b 
» NaNO, + 100H,0 
„ KNO, + 200,0 
Wir kommen auf die Frage der Abhän; 
später nochmals zu sprechen. Einstweiler 


selbst ein. 
kt, ist der Mischun 


jplieirter; rein p 
ist ist er vi 
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mit Wärmeverbrauch verbunden sein werden. Kommen jedoch Disso- 
eiationen vor, so kann auch bei Contraction Wärme verbraucht werden. 
Finden andererseits chemische Veränderungen statt, so kann auch bei 
Dilatation Wärme entstehen. Da die beobachtete Wärmetönung das 
Ergebniss aller Einzelwärmen ist, so vermag man aus der Grösse und 
dem Sinn derselben allein noch nicht auf den Vorgang zu schliessen, 
Doch wäre man geneigt, mit Alexejew!) zu folgern, dass das Lösen 
an sich unter Wärmeverbrauch stattfindet, indem eben die Zertheilung 
eine Arbeit bedingt. Geben dann die abgelösten Theilchen in das 
Lösungsmittel, so kann, wenn sich die Molekeln dadurch alle einander 
nähern, wie durch Compression, Wärme entstehen; überwiegt diese den 
Wärmeverbrauch, so erscheint die Wärmetönung als entstehende 
Wärme. Wie die Contraction wirken chemische, Bindungen, wie das 
Lösen chemische Zersetzungen. Und so lüsst sich nichts voraussagen. 
Nach Bussy und Buignet (S.460) ist das Mischen von Alkohol und 
- Schwefelkohlenstoff mit einem Wärmeverbrauch verbunden. Sind %,,% 
die Zahlenäquivalente des Schwefelkohlenstoffs bezw. des Alkohols, so 
fanden sie bei gewöhlicher Temperatur als Temperaturerniedrigung 18 


nn... 1 ı ı ı u, 1a 2 3 4 5 8 
mi. ı ı 2 2 1 
49...270 3,70 4,20 5,00 5,40 5,55 5,90 5,85 5,60 5,50 5,45 °C. 


Der Würmeverbrauch nimmt mit wachsendem Schwefelkohlenstoff- 
gehalt bis zu einem Maximum (wo auf 2 Molekeln CS, 1 Molekel C, H,O 
kommt) zu und fällt dann wieder. Wie weit er fällt, und ob er zuletzt 
in eine Wärmeentwickelung übergeht, lässt sich nicht sagen. Hier ist 
eine doppelte Ursache für den Gang vorhanden, das Lösen als solches, 
und die mit dem Vertheilen der Flüssigkeiten in einander verbundene 
Dilatation (S. 461). Nach Alexejew?) soll Wärmeverbrauch auch 
stattfinden beim Mischen von Benzol mit Toluol. Bei 14°C. Mischungs- 
temperatur trat das Maximum des Wärmeverbrauchs (gegen 200 Ca- 
lorien) auf, wenn die Substanzen zu gleichen Theilen zusammen- 
gebracht wurden. Ebenso bei Anilin und Wasser, Phenol und Wasser. 
Ich weiss nicht, ob bei diesen Mischungen Contraction oder Dilatation 
stattfindet. Ist das erstere der Fall, so muss die Zertheilungswärme 
die Contractionswärme überwiegen. Positive Wärmetönung zeigen, 
wie bekannt, Lösungen von Alkohol in Wasser. Interessant ist das 
Verhalten der Mischungen von Chloroform und Alkohol: bei über- 
wiegendem Chloroformgehalt tritt Temperaturerniedrigung, bei über- 
wiegendem Alkoholgehalt Temperaturerhöhung ein. Bezeichnen wir 
erstere mit — 49, letztere mit + 19 und beziehen n, auf Chloro- 
form, rn auf Alkohol, so ist nach Bussy und Buignet 


?) Wiedem. Ann., Bd. 28, 8. 397 ff. 
") 1. 0 8. 822, 


Also Lösungen von Alkohol in Chloroform sind mit Wärmeverbrau 
'he von Chloroform in Alkohol mit Wärmeentwickelung verband 
In der Molekelnzahl ungefähr in der Mitte stehen die Lösungen, i 
ohne Temperaturänderung sich berstellen. Wie entscheidend bi 
gerade die Molekelnzahl ist, sieht man daran, dass diese Lösung 77, 
Chloroform und 22,4 g Alkohol enthält, also keineswegs gleiche Meng: 
Trotz des Zeichenwechsels der Temperaturänderung mischen si 
Chloroform und Alkohol stets unter Contraction, wenn auch die Cc 
traction grösser ist für Mischungen, die unter Wärmeentwickelung v 
sich gehen. Hier muss der Einfluss der Contraction in ebloroforn 
reichen Mischungen durch den der Zertheilung überwogen werden. 

Die Lösung von Salzen in Wasser ist bald mit Wärme 
wickelang, bald mit Wärmeverbrauch verbunden. Unter 270 Angalı 
in Winkelmann’s Encyklopädie der Physik Ende ich 166 als Wärn 
verbrauch, 107 als Wärmeentwickelung gekennzeichnet, aleo ein Vı 
bältniss von etwa 60 za 40 Proc. alze von Eisen und ihm mal 
stehenden Elementen gaben darchwhnütlich postive Wärmetönz 
doch bilden Nickel und Kobalt eine Aussahme Viel Ähest sich a 
den Zahlen kaum entnehmen So kommt es darsaf an ob ein 3 
als Hydrat oder ala Ankyärid gelöst it. NiCh, + SH,O giebt £ 
— 1,16, Nil, alleie = + 1917, aber Call, + 23,0 wicht 2 
+ 42 und Cal, alein Z— + 1108 Im Allremeimen schein 
die Hydrate die kleinere Wärmeenteickelune ı2 gelem, die anch 
einen Wärmererbrauch übergeben kusm Sa haben wär 


NaS0, MSQ,+ı8,0 MSQ+5E0 MIST HER 
i=4133 +73 a _—ıs 
Das ist auch ganz verständlich, da die Anhpäide im der Lösung ü 
Aydratisiren werden, wndarch Wärwe frei wid, nd Erdrane sich 0 
wäsern klanen, was Wärmererteaueh bedingt Für betzteres gpei 
das Beispiel das Salsse Na, CO, we Se i Sir de Erdente zn OH, 
18,0 28,0, ME,O End +356, +25 ame; —ınaE ] 
anömen Salzen jedech mE äms zicht zu, In SO, — 23,0 Dun Si 


(Dilatation zeigen NH,CI, Ni, Br, NH,NO,). Die Angaben gelten 
für etwa 18°C. und starke Verdünnung (200 und mehr Molekeln 
Wasser auf eine Molekel Salz). 

Mit wachsendem Gehalt an Salz nimmt die Lösungswärme bei 
Nichthydraten im Allgemeinen ab. So hat man nach Bindel!) für 
wässerige Lösungen von 


Mr so pn: 50 20 18 16 15 13 12 11 
>74 12%: 45287 + 5106 + 5041 4 4987 + 4942 + 4773 + 4724 + 4617 
: 5 i 
KcIo, j n 100 60 0 40 30 20 


\A: — 6820 — 6457 — 6417 — 6283 — 6166 — 6008 


Die Regel gilt also für Wärmeentwickelung wie für Wärmeverbrauch. 
Winkelmann’s Untersuchungen bestätigen das im Allgemeinen 3), 
Zugleich zeigen sie, dass die Abhängigkeit von der Concentration 
mit wachsender Temperatur stark abnehmen muss. So ist 
. bei 0%: A= — 32,1 + 1,83 y — 0,0687 ,? 
.. N y ’ [3 
für Sal „50: A—= — 641 + 0,07%. 


4 bedeutet Gewichtsprocente Salz. Aehnlich 


(bei 0%: A— — 581 + 0,52 y — 0,0026 y2 
\,50: = — 451 + 0,12y. 


Wenn die Lösung eines Nichthydrats, welche bei ihrem Entstehen 
Wärme entwickelt bat, verdünnt wird, so wird Wärme entstehen können; 
war ihre Herstellung mit Wärmeverbrauch verbunden, so wird bei der 
Verdünnung Wärme verschwinden können. Man nennt diese Wärme Ver- 
dünnungswärme. Die obigen Beispiele für die Lösungen von Mg SO, 
und KC10, thun die Verhältnisse für diese Wärmen hinlänglich dar. 
Verdünnt man die Lösungen von MgSO, immer auf 50 Molekeln 
Wasser für eine Molekel Salz und die von KC1l0O, immer auf 100, so 
sind die Verdünnungswärmen A die Differenzen der angegebenen 
Lösungswärmen und sie betragen 


für NaNO, 


für Meso, ji 9 18 16 15 13 12 1 
ur a: +ı81 +246 +30 +35 +514 +563 670 
. n: 80 50 40 30 20 
für KICO, 7. 363 —408 —537 — 654 — 8312 


Die Zahlen wachsen absolut sehr stark mit zunehmender Concentration 
der zu verdünnenden Lösung, und das trifft in vielen Fällen zu. 

Die letzten Regeln gelten anscheinend nicht für Lösungen von 
Hydraten, bei diesen nimmt die Wärmetönung absolut zu mit wach- 
sendem Salsgehalt und ist die Verdünnungswärme deshalb von ent- 
gegengesetzstem Zeichen wie die Lösungswärme. So ist 


1) Wiedem. Ann., Bd. 40, S. 393. 
*) Encyklopädie der Physik, Bd. 2, II, 8. 649. 


Zwischen der Lösungswärme einer Substanz und ihrer Löslichkeit 
besteht -eine Beziehung, die Herr Braun abgeleitet hat!). Eine 
Lösung und ihr Salz mögen sich neben einander befinden, p, $, v' seien 
Temperatur, Druck und Volumen, U’ bedeute die innere Energie des 
ganzen Systems von Salz und Lösung. Wir führen eine Wärmemenge 
d&Q zu, wodurch p, 9, v’, U’ sich ändern, dann ist 


dv au av , au" 
vaa=(e55 + an) 1r + (e + ;5) as. 
Nach Zuführung der Wärme und Aenderung von p, 8,9, U’ wird Sal 
in die Lösung eintreten. Dieses soll 20 geschehen, dass, wenn die gleiche 


Wärme entzogen wird, p, ®, v', U’ auf ihre früheren Werthe zurück- 
gehen und die gleiche Salzmenge sich wieder ausscheidet, also der 


Vorgang soll umkehrbar sein. Alsdann ist 2 ein vollständiges Dif- 


ferential, und wir haben 


9 be +3l=: [# tan) 


woraus folgt 


ou’ 


n ir +, = 


Nun haben wir unter Bu früherer Bezeichnungen, indem 
die Indices 1, 2 auf das Salz, bezw. dio Lösung bezogen werden 


° ° ° oM, 
== u re EEE 72 
dv ° ° oM, 

di, rn Dr 


Herr Braun setzt unmittelbar an 


av - 
7, = M ve + nn + velkın 
av ° 
het 1% at ran. 
also sollte sein 
8 _4—u 1 0M y—u 1 aM 
) ve u ;io vo m os 
woselbst 
U —_% 
9) ‚= o, 
ist, 


2) Wiedem. Ann., Bd. 30, 8. 250 ff, Bd. 36, 8. 501. 


ei, . ca, 
A 2 Br 
also 
ou m, cm - - 
Al — Ip 


Vergleichen wir den Lösungsprocess mit dem Schinelzpruces. ® 
haben wir nach Analogie der Gleichung 4) auf S. 228 dieses Tann 
zu setzen 


10) n—-b=-J7 


und es ist A die innere Lösungswärme, entsprechend der inner: 
Schmelzwärme. 
Hiernach geht Gleichung 7) über in 


N, | (dr en | €% 
n en) ale + ig+l 


ws lan — JAlGE — 0, 


er 
1) Ah (v A 


D. 
ao bleibt 
in s—rpe) = Pre. 


oren von M, 


n der ersten Zeile einzeln Null sio: 


u Folge des Werthes von r ist noch 


[Kl] A—ıpın TI — pn — te. 
sent de ganze latente Lösungswärme. Nennen wir sie Z, + 
wird r auch 
10) eL=rdre. 

Das ist die Hauptgleichung. zu der Herr Braun gelangt. sie gi 
für alle beliebigen Lösungs- und Mischungsvorgänge. Nun aber ihr 
physikalische Bedeutung. Es ist 


Will man nämlich der Veränderung der einzelnen Grössen in 
Folge der Aenderung der Concentration noch besonders Rechnung 
tragen und demnach die bisher angegebenen Differentialquotienten auf 
die Aenderung allein von Druck und Temperatur beschränken, so hat 
man zu beachten, dass Concentrationsänderungen nur auf die Lösung 
Bezug haben, also nur die Grössen ®,, U, beeinflussen können. Es 
wird dann zunächst beispielsweise 


In 04 _ (ER) 4 2 22 
cp \6p 0x Op’ 
' 
woselbst (5) sich nur auf die Abhängigkeit des Volumens von p 


überhaupt bezieht. x soll den Procentgehalt der Lösung an Salz be- 
deuten. Ist die Masse Salz in der Lösung AM’, so soll also sein 


M' 
Daraus folgt: 
oM' oM' 
62 _ 1 (U) _ At (2) _ er 
op . MH, op zu M} ' 
und weil 
(Fr - (5 =) 
op )= op 
sein MUS8 
0x _3ıı—M Aa’ Er 1 (2b). 
19) op Mm 
Ferner haben wir 
oV Od 
20) au Hi dr’ 
also: 
ov _ ov, Ä (> 
21) I 5) rd 7) 
vu , M— MM =) ı (>) 
r Alp Er u M;v, 0x) Ms, \ 0p /' 


wodurch Braun’s Werth für v verificirt ist !). 
Analog erhält man zur Definition von A 
M,—M'oU, 


£ 29) s=eub- 4 9% 


!) Bis auf das Zeichen von 4 Is welches bei Braun negativ ist, was 
ı 
ı nach den späteren Rechnungen für einen Druckfehler halten muss. 


Die Braun’sche Gleichung 12) verknüpft, wie bemerkt, die Lösung«- 
wärme mit der Löslichkeit, erstere ist bestimmt durch A, letztere 
durch die Grössen &, 7, je nachdem es sich um Zunahme der Löslich- 
keit mit dem Druck oder mit der Temperatur handelt. Zu beachten 
ist aber, dass sie sich auf gesättigte Lösungen bezieht, weil sie 
ohne Zuhülfenahme irgend anderer Vorgänge Gleichgewicht zwischen 
Salz und Lösungsmittel voraussetzt. Es ist nach ihr 

€ ı 
23) run 
falls in den &, n dem Einfuss der Concentration Rechnung getragen 
ist, und 


24) 


@)_1 M; — Msı ®vr, 
mr? A 
falls die &, 7 sich nur auf Aenderung des Druckes und der Tempe- 
ratur beziehen. Die Indices S (Salz), Z (Lösung), SL (Salzin Lösung) 
sind an Stelle der Indices 1, 2 und den Accent gewählt, um die 
Formel klarer zu stellen. Folgende Berechnung nach Braun für Koch- 
salz diene als Beispiel. Z in Calorien fand der Genannte für gesättigte 
Kochsalzlösung gleich — 2,0, v, nimmt er, weil das specifische Gewicht 
1 0Ms . 
05 ergiebt 
sich ihm aus Versuchen von Poggiale über die Löslichkeit des Salzes 
bei verschiedenen Temperaturen 0,000222, v soll nach Gerlach’s 
Angaben für eine 25 proc. Kochsalzlösung sein — 0,177. Daraus findet 
sich, wenn im Uebrigen L, 7, vs als von p unabhängig angesehen 
werden, bei $ = 273° 

€ = + 0,000061 frrp = 0 Atm. 
+ 0,000062 „ p= 100 „ 
= + 0.000061 „ p= 500 „ 
= + 0,000033 „ 2=1000 „ 
= 0 „p=1580 „ 


Bei Drucksteigerung würde gesättigte Kochsalslösung noch wei- 
teres Salz aufnehmen, ‚Alaun und schwefel- 


des Kochsalzes 2,15 beträgt, gleich 0,4615. Für 7 


Kirchhoff’s Theorie der Verdünnungswärme, 507 


fester Körper, sondern überhaupt für Lösungen, welche einen Sättigungs- 
punkt haben (also sich unterhalb der kritischen Lösungstemperatur 
befinden). Haben sie keinen Sättigungspunkt, so besteht kein Gleich- 
gewicht, bis alle Substanz sich ganz in einander gelöst hat, und die 
Theorie wird wesenlos. Bei Lösungen fester Substanzen wird v — vg 


im Allgemeinen negativ sein, das Zeichen von S hängt also ab von 


dem von L. Da 7 in der Regel ebenfalls positiv ist, wird die Löslich- 
keit einer Substanz mit wachsendem Druck zunehmen oder abnehmen, 
je nachdem das Lösen unter den betreffenden Verhältnissen mit Er- 
wärmung oder mit Abkühlung verbunden ist. Das Umgekehrte findet 
statt, wenn die sich lösende Substanz ein geringeres specifisches Ge- 
wicht hat, wie die gesättigte Lösung von ihr. 


Auf die Beziehungen der Lösungswärme zu anderen Eigenschaften 
der Mischungen und Lösungen kommen wir bald und in den anderen 
Abschnitten zu sprechen. Hier setzen wir zunächst Kirchhoff’s 
Theorie der Lösungs-, eigentlich Verdünnungswärme aus einander. Es 
war diese Theorie, wenn sie auch später, als die Wissenschaft so eigen- 
artige neue Bahnen einschlug, in ihrer Bedeutung etwas hat ein- 
geschränkt werden müssen, gleichwohl die Grundlage des ganzen Wissens- 
gebietes über Lösungen und Mischungen. Ich stelle sie daher zunächst 
so dar, wie der Urheber selbst sie in seinen Vorlesungen gegeben hat. 


In einem Cylinder möge sich die Masse I”, Schwefelsäure, dar- 
über und von dieser durch eine für Schwefelsäure undurchdringliche 
Membran getrennt, die Masse M’, Wasser, befinden. Das Wasser sei 
abgeschlossen durch einen reibungslos gehenden Kolben und letzterer 
so belastet, dass er der Spannung des Wasserdampfes, die p’ heissen 
soll, gerade das Gleichgewicht hält. Die Temperatur sei $ und bleibe 
stets auf dieser Höhe, der ganze Vorgang sei also isothermisch. 

Wir ziehen den Kolben allmählich so hoch, dass alles Wasser 
verdampft; wird die Dampfmenge zu irgend einer Zeit durch x ge- 
messen, eo wächst also x von O bis M’. Die Aenderung der inneren 
Energie ist nach 24,) und 28) auf S. 429 des ersten Bandes: 


‚specifische Volumen des Dampfes, v; dasjenige des'Wansers, 

oi dem Druck p’ und der Temperatur ® ist. 

spannung des Wassers über der Schwefelsäure ist 

"geringer als die über reinem Wasser. Wir ziehen 
re, bis der Wasserdampf diese Spannung = über 
nommen hat. Die Energieänderung ist jetzt 


gır =| &) dp. Bezeichnet 0’ das specifische Volumen des Dam 
s 


zu irgend einer Zeit unter dem Druck » und der Temperatur #. 
haben wir zufolge 47) auf S. 84 und 5%) auf $. 86 von Bd. 1.: 


u (v5 4 089) an 
h 


Jetzt beseitigen wir die Scheidewand zwischen Wasserdampf ı 
Schwefelsäure und drücken den Stempel abwärts, Dadurch 
der Wasserdampf in die Schwefelsäure gepresst. Indem sich auf di 
Weise die Schwefelsäure verdünnt, wird der Druck des Wasserdamy 
über ihr erfahrungsmässig grösser, x bleibt also nicht erhalten ı 
man hat in der Energieänderung, die nunmehr wird 
27) sn=-|u(@-r ar. 


26) IE 


die Abhängigkeit des x von x zu berücksichtigen. Nimmt man a 
MI’ klein, so dass die Verdünnung der Schwefelsäure gering ausfä 
so darf man diese Abhängigkeit ausser Acht lassen und bekommt 


27,) ym—— (e : _ =) [aı) — (wa) A’. 


(v1) bedeutet das specifische Volumen des Wasserdampfes bei dı 
Druck = und der Temperatur ®, (v,) soll wohl das Volumen der ı 


letzt entstehenden Schwefelsäuremischung sein, worüber sich K 
hoff nicht auslässt. 
Die gesammte Aenderung der Energie ist 


2) JU= [e 5-7) am - (05 - m) 


„ 
00’ 00’ 
- [6% BE 
’ 
der obigen Angabe entaprechend dur 


von aussen behufs Erhaltu: 
haben wir JdQ—=4 


Bedeutung der Kirchhoff’schen Theorie. 509 


Das ist die allgemeine Kirchhoff’sche Gleichung für den Wärme- 
vorgang und sie verbindet das Resultat mit Dampfspannungen. Um 
sie anwenden zu können, werden, wie üblich, die 2, gegen die d, ver- 
nachlässigt. Setzt man vi = 0', (v,) = (6), so wird dann 


De le zn 2222 377 


Weiter wird angenommen, dass der Wasserdampf während des 
ganzen Vorganges sich wie ein ideales Gas verhält, dann ist 


o— RB, 
somit 
00 
Pt +0=0, 

_ s 10p 0x 10x 
Po=n(), 90— na zB GORR ze 
also 
31) RM -_-n% alz- 5)" 


AQ ist das Negative der beim Verdünnungsprocess entwickelten 
Wärme; nennen wir letztere 4’, so wird hiernach 


Jan 
am 


Kirchhoff bemerkt, dass die Entwickelung auch auf die Lösung 
von Salzen über‘ragen werden kann, vermuthlich, indem man sich die 
Salze verflüchtigt denkt und ihre Dämpfe in das Lösungsmittel presst, 
oder, indem man sie aufs Feinste zertheilt und die Dämpfe des Lösungs- 
mittels in sie presst. Die Richtigkeit der Ableitung und ihre Erweite- 
rüngsfähigkeit sind viel angezweifelt worden. Die grössten Bedenken 
zuss die Berechnung der Energie 1 U? erregen, weil nicht zu ersehen 
ist, inwiefern in ihr die Auflösung des Wassers in der Schwefelsäure 
berücksichtigt ist, sie betrifft lediglich Condensation des Wassers unter 
\ dem Drucke # und würde auch bestehen bleiben, wenn statt der auf- 

 lösenden Substanz Schwefelsäure, unterhalb des Wassers sich die nicht 
Substanz Oel hefände, nur dass dann v5 nicht mehr das 
: Volumen der Lösung, sondern das des Wassers selbst be- 
(würde, Es fehlt in der Energie AU® etwas, was der Ver- 
"Wassermenge auf die ganze Schwefelsäure Rechnung 
Volumen des Wassers nach der Auflösung in der Schwefel- 
gar nicht ab von seiner Menge, ist also gar nicht 21’ v;, 
Volumen der Schwefelsäurelösung überhaupt. 
amen ®;, so würde es sich also mindestens zu- 


32) = RN ACHE 


„ [2 


Volumen .Y’v;, sondem zu dem v;, welches auch M"v” gleich 
werden kann, falls M’” die Masse der l,ösung, v” das specifische Von 
derselben ist. Also hätte man zuerst für ein kleines MY’ 


on u” 
2« Als — —_ Ol _ _—y„ ' 
33) An — (8 5 r) [@» v ar |" 
und hier ist zwar abermals v” gegen (v,) klein; aber, weil Mu 
ys'' " 
klein sein soll, kann vi —y H_ gross, selbst gegen (9,), sein. E 


zweite Bedingung für die Gültigkeit der Kirchhoff’schen Gleich 
wäre also, dass auch die Masse der Schwefelsäure klein ist, d.h. 
es sich um Lösungen schwachen bis mittleren Procentgehaltes haz 
ohne dass dieses die Bedingung erschöpft. Auch so jedoch sch 
mir die Berechnung von IT noch nicht hinzureichen, es feblt ı 
die Wirkung auf die Schwefelsäure. Der bei der Lösung eintreter 
Contraction ist nur für das Wasser Rechnung getragen, indem 
Endvolumen desselben M”r" gewählt ist, woselbst v’’ als Mitteln 
zwischen dem specifischen Volumen der Schwefelsäurelösung vor 
Aufnahme des Wasserdampfes und nach derselben angesehen we 
kann. Aber die Schwefelsäure contrahirt sich ebenfalls und auch 
bedingt eine Energieänderung und ist mit Wärmeentwickelung 
bunden. 

Man wäre versucht, den Kirchhoff’schen Process in anı 
Weise zu Ende zu führen. Es giebt nämlich Mischungen, die 
gewissen Concentrationen einen noch geringeren Dampfdruck hı 
als selbst der mit Jem kleinsten Dampfdruck begabte Bestand 
Für solche Mischungen — wir werden Beispiele im nächsten 
schnitte kennen lernen — besteht mitunter ein Minimum des Dı 
druckes. und es wird experimentell und theoretisch bewiesen, das 
diesem Minimum das Dampfgemisch dieselbe Zusammensetzung 
wie die Flüssigkeit (Seite 530). Von einer solchen Mischung de 
wir uns die beiden Bestandtheile durch das undurchlässige Diaphr: 
getrennt, ein Bestanütheil (2?) befinde sich unterhalb, der ander 
oberhalb. Wir verfahren mit dem oberen Bestandtheil, wie frühe 
dem Wasser in Jen beider. ersten Schritten. Im zweiten Schritt 
dehnen wir den Dampf bis za einem Drucke aus, welcher j 
Minimaldruck der Mischung ezisrricht. die berzustellen ist. ID 
Min:maldrack se: fr. so Kalten wir 


erst um eine Compression des Dampfes vom Volumen M’'r;. nie: 


og _ 
54 JU——NM ‚e-0@\ 
“ ler 3) dr 
? 
Werp wir verzt las Diartrarııa ertiernen. so wird der Bes 
hei; ‚IV vollstäräıg veräarster, alter Ss der Truck sei eig 
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. Dampfdruck nicht entspricht, wird der Dampf eich wie ungesättigt 
entwickeln. Darf man die Rechnung so führen, als ob der Dampf zuerst 
sich seinem Eigendruck p’” entsprechend entwickelt hat und dann sich 


bis zum Druck p gedehnt hat, so würde die Energieänderung sein: 


—_ _ Ht _ ” „ 
35) Un — (#% p") wi vr) M 


00" 00" 

„ 

au (0% +97 55) dp. 
p” 

Jetzt können wir das Dampfgemisch condensiren, da es sich nun- 
mehr zu einer einheitlichen Flüssigkeit niederschlägt, der gewünschten 
Mischung. Wir haben dann als vierte Energie, wenn die Grössen für 
die Mischung überstrichen werden: 


36) au — — (0% -») WM — 5)’ + MM” 


-- (#2 -,)@-). 
Hier kann man M’ und M” endlich nehmen, wenn auch bei 


Flüssigkeiten, die sich nicht in allen Verhältnissen mischen, nicht be- 
liebig gross. Die ganze Energieänderung wird: 


») 1u= (857) um + (855 "(in 


y 
op 9 69 
(08 —;)) (v, — %) ee (v3 +? =) dp 


p 
„t[/_co" g 69 
MH |@ pp +? 5) ir 
p 
Zuletzt steht die Lösung allerdings unter dem Druck 9, statt 
unter dem p'. Wir können den Druck bis p’ anwachsen lassen, die 
Flüssigkeit wird etwas comprimirt, die Energieänderung aber nicht 
in Rücksicht gezogen. Wieder fallen bei Annahme des Boyle-Gay- 
Lussac’schen Gesetzes die beiden Integrale fort, und indem die vs, 
vs, v, fortgelassen werden, erhält man: 


M' Ologp' IM" Ologp” M clogp 
R92 — 
38) IV—k (4 c» m" 0% m 9 ) 


—Rs( + I -#) 


m’, m”, m sind die Molekulargewichte der Bestandtheile und d 
Mischung im Dämpfzustande. Das mit R® multiplicirte Glied wri 
man also fortlassen dürfen, falls nicht etwa beim Diffundiren de 
Dämpfe in einander Dissociationen entstehen. Also wäre 


, —_ M' clogp' aM" Ologp" M olcon) 
3) = Ra (ar 0% rozr 0% m 0% 


oder, indem die Molekelzahlen N’, N”, N eingeführt werden, wo J\ 
— N’ + X” ist, und indem 


' IL 
N =g, N = 1—ı 
N N 
gesetzt wird: 
m _ „See _ er _ Ologp 


—R B\_ _° 2,)]- 
= RY? [-2 c9 log (&) 2% log (2 


Damit p’ und p” nicht mit den Partialdrucken der Bestandtheile 
im Dampfgemische verwechselt werden — was sie selbstverständlich 
nicht sind, will ich sie mit P,, Ps bezeichnen; P,, Ps bedeuten also 
die Dampfdrucke bei der betreffenden Temperatur jedes der Bestand- 
theile für sich. Ausserdem schreibe ich p für p, dann ist 


— P 
41) vorne (2:5 Iog E55 ln 2). 

Dieses scheint mir für den betreffenden Fall die richtigere Formel 
zu sein, ob und wie weit man sie ausdehnen darf, habe ich nicht er- 
mitteln können. 

Einen anderen Weg, auf den ich bald zu sprechen komme, der 
aber eben keine endliche Gleichung ergiebt, bat Herr Duhem ein- 
geschlagen. Zuvor weise ich nach, dass die Kirchhoff’ sche Gleichung 
als Näherungsformel auch aus den im Abschnitt 69 entwickelten 
Gleichgewichtsbedingungen abgeleitet werden kann. In Betracht 
kommt die Formel, welche die Wärmetönung enthält, also die unter 
54) auf S. 311 oder vielmehr, da es sich um Vorgänge handelt, bei 
denen die Substanzen ihre Beschaffenheit nicht ändern sollen, die ein- 
fachere 55). Die Ableitung rührt von Herrn Planck her, sie gilt nur 
für Lösungen nicht flüssiger Stoffe und ferner auch nur für gesättigte 
Lösungen, d.h. für solche, aus welchen vom gelösten Stoffe so viel 
ausfällt, wenn man das Lösungsmittel etwas verdampft, dass die Concen- 
tration erhalten bleibt. Es seien also bei einander als feste Phase ein 
Theil des gelösten Stoffes, als flüssige eine gesättigte Lösung dieses 
Stoffes, als dampfförmige der Dampf des Lösungsmittels.. Die Masse 
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des festen Stoffes sei AM’, die Masse des Dampfes M”, die der Lösung 
M', bestehend aus Mı Lösungsmittel und As gelöstem Stof. Nennt 
man (4) die Wärme, welche dem System zugeführt werden muss, da- 
mit eine Masseneinheit des Lösungsmittels verdampft, während zugleich 
so viel vom gelösten Stoff ausfällt, dass die Concentration erhalten 
bleibt, so ist in der citirten Gleichung 55) zu setzen: 


42) ö6Q— (A)8M}, 


wenn die Menge Ö M,; Lösungsmitiel verdampft. Sind ferner u”",v”, v’ 
die specifischen Volumina des festen Stoffes, des Dampfes, der Lösung, 
so hat man 


43) 69 — d(M”"v") + 6(M"v") + d(M'v). 


Die specifischen Volumina selbst sehen wir als unveränderlich an. 
Dann bleibt 


oe —=r"öM" + vV"öEM" +WVöM. 


Aber es ıst 
44) ö6M" = — 6ÖM, o6M" —= —6M;, 
es bleibt also 
45,) — öv = (" — WIM + (W" — v)ÖM:. 
Die Concentration C’ definiren wir durch 
m: 
= Fr 


woraus folgt, da C’ constant bleiben soll: 
II; — öl! 
und _ 
45,) — dv —=[(W"”" — vV)C’ + (vV"" — v)]J$M,, 
also nach der angegebenen Gleichung: 


ae nee, 


wo x den Dampfdruck des Lösungsmittels über der Lösung bedeutet, 
wie in der Kirchhoff’schen Auseinandersetzung. 

Die bei dem Vorgange geleistete Arbeit ist, wenn von den Volumen- 
änderungen des festen Stoffes und der Lösung abgesehen wird: 


6W=— a(v" — v)EM" —=n(W' — vV)ÖM). 
Die Energieänderung beträgt also: 
47) U" —= J(A)dM, — a ("" — v)ÖM). 


Wir brivngen nun die verdampfte Wassermenge und das aus- 
geschiedene Salz in die Lösung zurück, und zwar in folgender Weise, 
Wir entnehmen aus einem Dampfraume gleicher Temperatur, der aber 
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nur an das Lösungsmittel grenzt, nicht an die Lösung, und de 
Folge dessen erfahrungsmässig eine andere Spannung hat als z, 
sei p’. die gleiche Menge Dampf, wie solche früher aus der L% 
verdampft ist. Diese condensiren wir zu reinem Wasser. Die En« 
änderung ist nach 25) 


c ’ [24 [4 
48) (#5 — pr) (H — w)dıMı. 


Das Wasser steht unterm Drucke p’, wir comprimiren es bis 
Druck x, was keine merkliche Energieänderung hervorbringt. 
lösen wir in diesem Wasser die betreffende Menge festen Stoffes 
und nennen die dabei frei werdende Wärme, bezogen auf die Ma 
einheit Lösungsmittel, A, so ist die ganze Aenderung der Energie 


u U" — [4 + (8 2 — ') (er — on) 8: 


Da sonst sich nichts geändert hat und alles in den ersten Zus 
zurückgelangt ist, wenn wir noch die im zweiten Vorgange erha 
Lösung zu der Lösung nach der Verdampfung thun, so erhalten 


50) sa+(8% tr) = I +rW—r 


und unter Annahme der Gültigkeit der Boyle-Gay-Lussac' 
Gleichung für den Dampf: 


51) JA= —J(k)— = 5 —v) 


op 


= We) + WIE 


Wir lassen wieder vg, v"', v’ gegen v” fort, benutzen wie 1 

das Boyle-Gay-Lussac’sche Gesetz und erhalten: 
R., 
52) JA= m 55 


m bedeutet das olekulargewicht des Lösungsmittels.. Für W 
als solches ergiebt sich: 


log Fa 


53) A = 0,11 9? an log Fr 

Die vorletzte Gleichung: ist die Kirchhoff’sche Formel. 
Grösse A ist eine Vereinigungswärme (daher Verdüännungswärme) 
(A) ist eine Art Trennungswärme; erstere enthält die bei der Cor 
sation entwickelte Wärme nicht, wie ihre Einführung zeigt, let. 
dagegen ist mit der Wärme bei der Verdampfung flüssigen Si 
vereinigt. Demgemäss haben wir auch absolut 
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54) (A) —4= r, 


‘ wo r die Verdampfungswärme unter dem Druck p’ bedeutet. Diese 


‘“ Gleichung hätte man auch sofort ansetzen können, ohne den Umweg 


* über den zweiten Vorgang zu machen. Dass auch der obige Beweis 
fast allen Bedenken unterliegt, denen der Kirchhoff’sche ausgesetzt 
ist, braucht kaum hervorgehoben zu werden. 

Kirchhoff selbst hat seine Formel einer Prüfung unterzogen, 
und zwar an dem von ihm bei der Ableitung benutzten Beispiel!). Er 
wandte dazu Regnault’s Beobachtungen über den Dampfdruck des 
reinen Wassers und den verschiedener Mischungen von Schwefelsäure 
mit Wasser, dazu Thomsen’s Angabe über die Lösungswärme von 
Schwefelsäure in Wasser an. Letztere Angabe lautet ?) 


Fon 
= x + 1,7446 


wenn als Wärmeeinheit diejenige betrachtet wird, welche ausreicht, 
eine Wassermenge, die an Masse so gross ist wie ein Aequivalent 
H,SO,, um 1°C. zu erwärmen und als Molekulargewicht des Sauer- 
stoffs 8 genommen wird, so dass jene Masse 49 g betrüge. % sind die 
Gewichtstheile Wasser, welche die Lösung enthält... Hiernach wird 
für gewöhnliche Calorien 


55) 177,1, 


so dass die Kirchhoff’sche Formel, umgerechnet auf solche Wärme- 
einheiten mit den bekannten Werthen von J und R, ergiebt: 
() 7 1 09 


und nach Integration 


21,28f0 9, 
8 0r’ 


indem nachgewiesen wird, dass Q) sich nur sehr wenig mit der Tempe- 
ratur ändert. Kirchhoff nimmt nun an, dass Schwefelsäure so wenig 
verdampft, dass der Dampfdruck über einer Schwefelsäuremischung 
dem des \Wasserdrucks über dieser Mischung gleich gesetzt werden 
kann. Er berechnet dann die bezeichnete Constante für jede von 
Regnault untersuchte Mischung aus der Angabe der Spannung für 
die höchste zur Beobachtung gelangte Temperatur und benutzt seine 
Formel zur Ableitung der Spannungen bei den anderen Temperaturen. 
Diese Berechnung wird für neun Lösungen H,SO, + xH,O aus- 


IT 0 
log Fr Const. — 


!) Pogg. Ann, Bd. 104, 8. 612 ff. 
*) Pogg. Ann., Bd. 90, 8. 278. 
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geführt, in denen x beträgt 1, 2, 3, 4,5, 7, 9, 11, 17. Die üb 
bleibenden Abweichungen zwischen Rechnung und Beobachtung s 
meist positiv und vielfach im Verhältniss zu den in Betracht komn: 
den Zahlen nicht unbedeutend. Manchmal ist die Uebereinstimmu 
eine ausgezeichnete, so für die Lösung H,S0O, + 4 H,O; am gröss 
sind die Abweichungen bei der Lösung H,S0O, + 3H,0, wo sie m 
als 17 Proc. erreichen. Doch ist eine Abhängigkeit von der Cone 
tration nicht mit Sicherheit anzugeben. Wegen der Art, wie Kir. 
hoff seine Formel zu verbessern gesucht hat, verweise ich auf 
Originalabhandlung in Poggendorff’s Annalen, ebenso wegen der ı 
daran anschliessenden Controverse mit Wüllner. 

Wir erweitern die Untersuchung auf den Fall von Mischun; 
und von nicht gesättigten Lösungen. Indem wir mit M’&’ dasther: 
dynamische Potential der flüssigen, mit M"®” das der dampfförmi, 
oder festen Phase bezeichnen und beachten, dass die Grössen fs; « 
sprechen den Mengen der Bestandtheile Mi, Ma; My", Ma’ in 
beiden Phasen, wird, wenn ®,,D,; Di, Ds die Potentiale der Mas: 
einheiten der entsprechenden Bestandtheile sind, nach Gleichung 
auf S. 311: 

69 _dr , 1 (7 &@' 
an + un (m) + 8 (Gar) air 
o®'" 


+ (530) dm! + (2) a2; |. 


© — MD + MO 
und es sind die ®,, ®; Functionen ausser von pP, ® noch von der ( 
Ms 


56) 


Nun haben wir 


centration CO’ — —» Also wird 
Mı 
0 _ „, ‚09, 9C' ‚08 00 
a ra + Me oc’ IM 
08, 00; 
— dd, — (C’ a’ . 
1 0 7 0 
Nach einem Satz, der später (S. 537) bewiesen werden wird, 
08, ‚08; _ 
cette 
57) „ n 
o®, + ar 0 Ps 0 
oc" oc" ® 
Also folgt: 
58) od — di, 


“ und ähnlich die anderen Differentialquotienten. Hiernach wird der 
- Klammerausdruck 


ö6(D,aM + Bam: + DiaMı + Dyjam;). 


Weiter ist aber 


‚08... 0% c81 90' 08,90’, 
9 + = 37 3m IL 
‚od 
so) = a4 2 EYE Gm), 
‚0% od, 0 9C' 0890 
5.=; ao + a = za am an Mi + 5 a PM 


‚0D; oB; D 
mM - tz ch), 


so dass wir bekommen, indem 6 M = dM,, ÖM;=dMy gesetzt wird, 


60,) Mö(ddMı + Be 
0o®, 
= 7) 50 (dd — C aMı)aMı + IPs 2 2Cc' D: am; m c' aMı)dM; 
— 9 (@M; _ C'aM,.)daM; —_ C(dM3 — C’dM,)daMı] 
9 


= 5 aM; — Cam)", 
ebenso ist 
' (7, ” „ „ 0 ' ' 
60,) Mö(DiaMi + Pidih) = So" (AM; — C"dMY)*. 


Zusammen haben wir so 


JaQ dp 1 E ’ ’ ’ 

61 — — dM;: — C’aM,) 

I tr lo ) 
od 


3 aM — cramı): |. 
Uebrigens ist 

62) DM + DM + Dalı + DdM;) = 620. 
Wir haben somit auch 


om 083 


62,) 29 — a0" 


(825 — C'ÖMi)? + ($. 1; — c"ö.MI)%. 


Wenn " oo; positiv sind, wird hiernach stets 6? ® >> 0 sein. 


Das ist die Stabilitätsbedingung, die erfüllt sein muss. 


dM; I; 


I Kae u = en — aa 
1 " „ 
dMs Hs [7 7 
" __ __ — _ n 
| dl” = mM: PTAa dM, = ur (d Ms C’daMı) 
so folgt auch 
Jagd _ 1 [ei ®; 08% | 
_t M,dC')? 4) 


Es gehe nur ein Bestandtheil in die zweite Phase über, etwa 
so wird 


6M = —6M,, oM; —=0M =—=0, 
somit 
M3 Ms; 
dc’ — m aM, dd" —= + Hr dM; 
nnd die ae giebt 
Jd Qı __ 1 08, ’\9g 02; ” 3 
et a a am + 5 (ram) 
L dp 1 0; 7 2 ng 
tg c Hal ) am 
oder auch 


ag, _ 4» 1 ( „ 08 " o®, ‚ 
64,) er . + rer Mz ans" — — M, —— Z0 ac')a 


Die letztere Form kommt auf die hinaus, die Planck gegeben 
Verdampft der zweite Bestandtheil, so hat man analog 


öMı — öM} = V, öM; = us Ba 
 _— 1 ’ ! " _ __ 
dl’ — Zu di, dl" — Pr am; 
und 
dQ, dp | 0D; ) , 
65 J - =— —— (77 mn) (d Ma)? 
ı) dv, d9 ddde, 2C' + 2C ( 2) 
oder 
— , j 


— = — ——— IM. — 
dv dd d9’ dv, oc C 
08 dc” 


2c" ec” -) d M.. 


Auch hier entspricht die zweite Form der von Planck gegebenen. 
Wir setzen noch 


ad, __ ad: _ ad _ dd __ 
66) 11; dM; — Ya aM; = 8, dM; — Sg» 


so wird in Planck’s Form: 


49 „0 ‚99; 
un Ingmsndp + Mandl" — Ma dl, 
1 
48 ‚28 dc’ „oDac" 
nz Mon 
Endlich machen wir noch 
‚0®ı „0®D 
68) Ma = av" 


und erhalten 


Jr, = —= sdp +W"dl"— vdl'—=0, 
675) 
d9 ac’ ac" 
Jry EL + Y' a "Var 0. 
Wenn beide Theile zugleich in die zweite Phase übergehen, bleibt es 
bei der Form 61,) oder 61,); die Erfahrung muss dann das Verhältniss 
von dC’ zu dÜ” feststellen. 


Für isothermische Vorgänge haben wir 


69,) sdp= — YV’dlc" + w'dl’ 
im ersten Fall, 


’ , d ' 


im zweiten Fall, und allgemein, wenn beide Bestandtheile in die zweite 
Phase übergehen 


o&; , 00 n , 
69;) sdp = oo EB (M,d c')? + Er (M3 d C „|. 


Ist auch dp = 0, also der Dampf- oder Schmelz- oder Umwand- 
lungsdruck ein Maximum oder Minimum, so wäre der Klammerausdruck 
Null. Aber die beiden Differentialquotienten sind positiv, somit 
muss sein 


dlt'’=0, ac" —=0, 


d. h. die Phasen ändern ihre Concentration nicht; darauf kommen wir 
im nächsten Abschnitte eingehend zu sprechen (S. 530). 

Die Gleichungen 67,) gelten für die Umwandlung von Lösungen 
nicht flüchtiger Stoffe (z. B. von Salzlösungen) aus einer Phase in eine 
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— “_ au. — B verä C 
a 8 
a, 

—- XL — SC =ü 
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u) oeM; — (1 + Kr) om, öM—— Zr öM;' 


= nd die Gleichgewichtsgleichung, welche besagt, wann die Lösung 
_ nter den gegebenen Verhältnissen gesättigt ist, geht über in 
| 
5) (1 + Em) — an Ku —_ (N) 0. 
Mg m 


ar 


. Diese Gleichung ist an sich von grossem Interesse, 

Hätten wir eine Lösung und ausserdem reines Wasser und hätte 
"man umgekehrt zu der Lösung die Menge öÖ Mı vom Wasser hinzugefügt, 
so wäre, falls höhere Hydratisirung des Salzes in der Lösung ausge- 


“schlossen ist, nichts weiter erfolgt, als eine Verdünnung der Lösung. 


Ist das Potential des Wassers (®,’), so gäbe die Gleichgewichtebe- 


‚ dingung, da Ma nicht verändert wird, sondern nur M,, 


- 76) _ (8) — —(. 
In diesem Falle ist nun die Grösse JöQ”, wld® —=[® — (9”)] 
.ÖMı war, 


IT) IQ" — Io 2 _-0—_ E _ 2) _ (or ]) aM: 


Offenbar ist ®} = (9), wenn die Concentration Null ist. Herr 
Duhem setzt anscheinend für die nächste Concentration dC’ nach dem 
Taylor’schen Satz 


od, 


—_ Cu) — . _ R d C, 
78) Dr 00 
old — | 2)) __ 02 ® d C' 
0 ur 9990 


und bekommt so, von der Concentration 0 begonnen, 


AN" u 020, od; 
79,) [1940 = (05-35) a0 


und indem wie bisher die Verdünnungswärme für die hinzugefügte 
Masseneinheit Wasser mit A bezeichnet wird: 


2 
79,) [40 = |(e a 5) ae 


Genau so wird verfahren, wenn das Salz aufgelöst wird. Man hat zu- 
erst wegen des Werthes von d® 


-[( + »)o; _ ‚m - (or ]- 


Nehmen wir erst den Fall, dass das om sich nicht hydratisirt. 
k= 0 ist, so wird 


ET 


Wenn die Lösung gesättigt ist, soll die Conoentration C sein, 
dann ist sie aber mit dem Salz in Gleichgewicht, und wir habeı 
iesen Fall ®; — (©;'), wenn wir alsdann ®, C überstreichen. 

mit wird in unmittelbarer Nähe des 


82) Ta =t u [® ) — | +, @&—-o) 


-@&— 9). 


%ı _2 nn 


— [ds — (@)). 


Das erste Glied reohts setzen wir gleich PX 


my und erhalten 
A 


&g ö d 0m —, 
Tri -n 


Wir gehen jetzt in der Concentration um einen Schritt zurück, so 


83) %,-0-— 2” ac 
und indem wir von Ö bis C’ zurückintegriren, erhalten wir wie fr 
? f,, @0 29; 
-Dae— ED 3 _ 095 
e [@ Nac | 3025 30)ac 
eo 


T 
__1ffe ®O 08 
=>) 3890 — 30) 40 


X ist die Lösungswärme in gesättigtem Zustande der Lösung. 

Wenn nun das Salz sich hydratisirt, so haben wir im Gl 
gewichtszustande, also im gesättigten, indem die betreffenden I 
staben überstrichen werden, 


85) @)= (HM) -ım®, 


Die ganze vorige Schlussweise bleibt also bestehen, nur tritt jı 
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-* Endgleichung an Stelle von ®3 ein (1 + m) D»,—k — D,, so dass 
2 ) 
wir erhalten 


° 
RZ m\ OD: _ ne] 
86,) ‚\a-na0 = 5 [(ı u Er ed Fee 
Oo 


08 ec] ' 
(+) je 
1) 


oder wegen der Gleichungen 57) auf Seite 516 


C 
NER 1 ed Od; 
86,) {a -Dacr=— (1 +r "4 mo) Te 
0 


Die Formel hat also genau dieselbe Gestalt, wie die für ein sich nicht 
hydratisirendes Salz, abgesehen von dem Factor. Wir führen jetzt 
statt der wirklichen Concentration eine andere ein, die Herr Duhem 
als scheinbare Concentration bezeichnet. Indem sich nämlich das 
Salz hydratisirt, ist in der Menge Ma ausser reinem Salz auch Wasser 
enthalten; die Menge reinen Salzes in der Lösung beträgt also 


’ ‚ k ’ 
87) (M)=M — hm Mn. 


Dementsprechend ist die Gesammtmenge des Wassers, freies Wasser 
und Hydratwasser, 


N 4 km, ’ 
88) M)=M + m km Mı. 
Die scheinbare Concentration, die Y’ heissen soll, wird also sein 
1ı — k m 
89) y' — q' _ + km, — c' 1 . 
m; D m ET 
Ir km a 


Diese scheinbare Concentration führt Herr Duhem an Stelle der 
wahren ein und dann wird 


r 


90) IA Yid—=— ‚6 375 - SI) ar, ’ 


genau übereinstimmend mit der Form für sich nicht hydratisirender 
Salze, wenn nur an Stelle der wahren Concentration die scheinbare ge- 
nommen wird. Kann man auch der Beweisführung selbst zustimmen, 
so wird man doch den Formeln nur einen beschränkten Werth bei- 


legen, der Gleichung für die Verdünnungswärine nur für verdi 
Lösungen, der für die Lösungswärme nur für concentrirte Lösu: 
letztere würde gar nicht in Frage kommen können bei Mischu: 
von Flüssigkeiten, die sich in allen Verhältnissen mischen, da 4: 
die Ableitung versagt, weil ein Gleichgewicht nicht vorhanden i: 
die Vermischung vollständig erfolgt ist. Und das gilt selbstverstir.- 
lich für alle Verhältnisse, ob Hydratisirung stattfindet oder zickt. 
Dagegen bestehen die Gleichungen 71) und 77) stets zu Recht. 

Die Lösung betreffe einen nicht flüchtigen Stoff, über ihr befinde: 
sich der Dampf des Lösungsmittels, dem das thermodynamische Poter- 
tial, auf Masseneinheit bezogen, ®} zugehöre. Dann besteht Gleich 
gewicht zwischen Lösuug und Dampf, wenn 


9) 9 = (9) 
ist, Somit haben wir, wenn # die Dampfspannung über der Lösun 
bedeutet 


20; _ Od) dr 
ec’ con 00 
Andererseits ist aber, falls v/ das specifische Volumen des Dampfe 


über der Lösung giebt und gegen dieses Volumen das entsprechend 
der lösung nicht in Betracht kommt, 


am) _ 
92) Er Ur 
somit © 
20; _ „0x 
” Do Hz 
Diesen Werth setzt Herr Duhem noch in die Gleichungen ein un 
erhält so 
3 Ta 
_Dau—_t [ zu OE\ _ 08 . 
9) [re Dac „| (#55) -#22]ac, 
L 


welche Formel sich leichter handhaben lässt. 

Von Herrn Nernst!) liegt eine andere Betrachtungsweise füı 
Lösungen nicht flüchtiger Stoffe vor. Wir denken uns zwei Mischunger 
1 und 2 von Schwefelsäure und Wasser H3S0, + x,Hz0 und H,S0, 
+ x,11,0, über beiden soll sich Wasserdampf befinden. Die Tem- 
peratur sei gleich (und nicht hoch, damit nicht Schwefelsäure in 
mennenswerther Menge verdampft), die Drucke pı, Ps werden ver 
sein. Bringen wir eine Grammmolekel Wasserdanıpf au 
Dampfraum in den zweiten, so wird sie sich dort conden- 
Mischung gehen. Zugleich wird sich im ersten Dampf. 


53, 8. 91 ff. 
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raume eine Molekel Wasser aus der Mischung entwickeln, um die ent- 
zogene Molekel Dampf zu ersetzen. Die Arbeit des Transports beträgt 


95) Ww—_ Blog 


und die Wärmetönung beider Mischungen, wenn von Concentrations- 
änderungen abgesehen wird, 


_ oQ 
96) II- er PEEPE PR 


woselbst Q die Lösungswärme für 1 Grammmolekel H,SO, in x Gramm- 
molekeln H,O bedeutet. 

Die Gleichung gilt für die Aenderung der Gesammtenergie beim 
Vermischen der beiden Mischungen und es müssen die Grössen W’ 
und 7/4 einander entsprechen. Wenn ferner diese Aenderung der 
Gesammtenergie gleich der der freien Energie ist, so muss sie auch 
von der Temperatur, bei der die Vermischung geschieht, unabhängig 
sein. Nernst prüft beide Folgerungen an der Schwefelsäure, für Q nimmt 


er, wie Kirchhoff, die Thomsen’sche Formel, zur Bestimmung von > 


1 
bedient er sich einerseits der Beobachtungen von Regnault bei 18° 


für Mischungen verschiedener Concentration, andererseits entsprechender 
Beobachtungen von Tammann bei 100°. Folgende Zusammenstellung 
enthält die betreffenden Zahlenermittelungen. 


.—D 


Temperatur 18° 


Temperatur 100° 


2 (9),- 


 n 


m [U — — 


| 
p I 20 p 
x |Rslog 2| 2 2), -& A x IRstog Fr 


| 
u 
| 


1 on! 6,94 421 
g| Mm 2207| 1874 | 194 890 | 999 82 
TE se Kr u a: 
* 250 55] 281 [1,1 641 1108 62,5 
5| 999 695 980 11389." |1305 58 
7 415| 18,52 78,0 
ol 1m 9751| 140 arg 557 36.0 41,2 
11 .. 106 . | 55,56 Be 9,8 Di 
17 1111,10 ' 2,5 
o| 104 91 | n 11,0 | 0,0 2,5 
l 


Die Zahlen je der zweiten und vierten Spalte sollten einander gleich 
sein, das ist bei 18° für die vier ersten Mischungen absolut nicht der 
Fall, wird jedoch durch Ungenauigkeit in den Spannungsermittelungen 
Regnault’s erklärt, die auch Helmholtz vermuthet hat. Bei den 
anderen Verdünnungen, wenigstens bis x —= 17, ist bei = 18°, wie 


bei £ — lin: jeidiiche Uebereinstimmung zwischen den beiden I 
rechnungsweisen vorhanden. Für noch stärkere Verdünnungen findt. 
sich unter { = 100° wieder erhebiiche Diflerenzen. Also gi 
Theorie nur in einem beschränkten Intervall. in diesem Intervall ab- 
besteht in der That die Gleichheit zwischen W’ und _I# unabhäng: 
von der Temperatur, was übrigens schon von Kirchhoff nachgewiere: 
ist (S. 515). und die Aenderung der (resammtenergie entspricht der 
jenigen der freien Energie. Letzteres erhellt aus der Gleichus 
unter 95) auf Seite 101) des ersten Bandes. wonach 


er 
es’ 


9) T=-rF—$# 


IT=4F—4(8 er 
cs, 


ist. 4A ist gleich der Aenderung AT von T beim Vermische 
zweier der Mischungen; zeigt es sich von ® unabhängig. so muss ds 


Glied 8 .r fehlen. d.h. JU= IF sein. Allgemein ist das abe 


nicht der Fall, wofür das von Nernst angeführte Beispiel, das 
Mischungen beim Verdünnen Wärme sbsorbiren. also ihre Ge 
sammtenergie vermehren. während doch die freie Energie. weil da 
Verdünnen einem natürlichen Vorgange entspricht. abnehmen mus 
schlagend ist. Doch soll die Verdünnungswärme mit den Abweichunger 
in Zusammenhang stehen. welche die Dampfdruck- und Gefrierpunkts 
erniedrigung starker Lösungen (1 bis 5 Mulekeln auf 1000 g Wasser] 
von der Proportionalität mit der hinzugefügten Molekelnzahl aufweisen 
(vergl. S. 566), was Herr Nernst als neue Regel aufstellt. 


79. Dsampfspannung der Mischungen und Lösungen flüchtiger 
Stoffe. 


Ergebnisse der Erfahrung vorausgeschickt, 
einander, die sich nicht mischen, so ist, 


Dampfdruck nicht oder beschränkt mischbarer Flüssigkeiten. 5927 


| | 
| p., +P 
M | Pw Ps | PmtPg| Pag \ ) 

| | | | ws 

l 
825 sa | 1892 | 197,7 1 196,8 | + 0,9 

12,077; 105 | a7 | 272 1 225,9 + 1,8 
1885 ı 1620 | 285,2 3014 | 299,5 | +19 
26,87, 26,23 388,7 | 314,9 412,3 +28 
31,80 , 34,96 464,8 499,8 498,7 +1,1 
38,35 1 50,26 | 584,9 635,2 634,6 | +08 

) | 


Die Differenzen in der letzten Zeile haben alle gleiches Zeichen und 
geben im Mittel + 1,4, sie zeigen auch einen Gang, und das kann 
daran liegen, dass die Dämpfe sich nicht indifferent gegen einander 
verhalten, wie es ja auch die Gase, und im gleichen Sinne, nicht thun. 
Im Ganzen sind jedoch die Differenzen gering. 

Wenn die Flüssigkeiten sich mischen, aber nicht in allen Verhält- 
nissen, 80 liegt die Spannung des Gemenges im Allgemeinen in der 
Nähe der Spannung des flüchtigeren Bestandtheils. Indem wir die 
früheren Bezeichnungen beibehalten und den Index S mit dem A ver- 
tauschen, wird 2. B. für eine Wasser-Aether-Mischung: 


t | | 
tw, Pa a 2 Ä Pr | Pa Pos 

| | | | | 
1556 13,16 3 374,56 | 36295 | — 1,55 
2040 ' 17,83 440,0 Ä 457,83 | 440,32 Ä — 0,32 
26,73 | 26,09 | 563,6 | 589,15 | 562,79 ! + 0,81 
33,08 | 27,58 | 1118 | 739,18 | 710,02 + 1,58 

| 


Die Spannkraft des Gemisches ist zunächst grösser als die jedes der 
beiden Bestandtheile, was schon auffallen muss, dann liegt sie zwischen 
den Spannkräften dieser Bestandtheile, ist aber nur wenig kleiner als 
die des Aethers. Einen allgemeinen Schluss kann man daraus nicht 
recht ziehen; wahrscheinlich verdampft der Aether aus der Lösung 
allmählich ganz und die Spannkraft schliesst sich zuletzt der des 
Wassers an, wie sie sich zu Anfang an die des Aethers hielt. Kono- 
walow!) hat noch eine andere Mischung zweier unter gewöhnlichen 
Verhältnissen sich nur tbeilweise mit einander mischender Substanzen 
untersucht, Wasser und Isobutylalkohol. Hier ist der flächtigere Be- 
standtheil das Wasser, da der Alkohol bei 107° bis 108° siedet. Nahm 
er auch nur 6 Gewichtsprocent Wasser auf 94 Gewichtsprocent des 
Alkohols, so lag gleichwohl die Spannkraft des Gemisches immer in 


der Nähe derjenigen des Wassers. Die Zahlen sind: 


Ki 


3) Wiedem. Ann., Bd. 14, 8. 84 ff, 8. 219 ff. 


KR 
#1,55 
91,0 


Die Spannkraft den (jemisches ist stets grösser als selbe: 
Wassers, liegt aber der des Wassers nüher als der des Isobu‘ 
welche Herr Konowulow ebenfalls bestimmt hat. nämlich i: 
Reihe 


E =158 30,85 510 6125 709 80,2 81.2 1 
P, 55 175 58,0 100,0 1643 250,7 4034 5 


Ausserdem verhalten sich alle Mischungen fast gleich. doch am ai 
wsichend»ten von normalen Verhältnissen verhält sich die gesätüg 
Mischung, was zu erwarten war. Die oben angegebenen Verhäknis 
traten auch dann ein, wenn die bei der Mischung von Isobutplalk.it 
mit Wasser, wie in Füllen nicht vollständig mit einander sich ve: 
mischendor Flüssigkeiten überhaupt, zum Vorschein kommenden zwi 
Schichten, eine mit viel Alkohol, eine mit viel Wasser, beide zusamme 
verdampf 
Hinsichtlich des Verhaltens solcher Schichten hat der Genann: 
noch andere Mischungen nicht in allen Verhältnissen mischbar 
Flüwigkoiten untersucht. Immer fand sich, dass „Dampfspannun 
und Zunammensotzung dor Dimpfe von den beiden Schichte 
gleich sind“. Und darin ünderte sich nichts, auch wenn eine d 
Flüssi keiten selbat eine Mischung schon war. Aethyläther und Wass 
goschüttelt gaben zwei Schichten, die eine enthi 
d 83 Theile Asther, die andere 10 Theile Wass 
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ischen den Spannungen der Bestandtheile, bei anderen dagegen 
berhalb dieser Spannungen, bei noch anderen unterhalb derselben. 
_ "Beispiele für den ersten Fall sind Mischungen aus Wasser und Methyl- 
bezw. Aethylalkohol, für den zweiten Fall solche aus Propylalkohol, 
‘für den dritten solche aus Ameisensäure. Doch kommt hier die Con- 
"eentration in Frage. So haben die Spannkräfte der Mischungen aus 
’Propylalkohol ein Maximum bei 75 Proc. Alkoholgehalt, die der 
Ameisensäure ein Minimum bei 70 Proc. Säuregehalt. 
u Wenn man das Verhältniss der Spannkräfte eines Gemisches bei 
7 verschiedenen Temperaturen zu der Summe der Spannkräfte der Be- 
standtheile bildet, so hat schon Wüllner gefunden und Konowalow 
bestätigt, dass dieses von der Temperatur unabhängig ist, wenn es 
auch mit der Concentration varürt. So ist nach Wüllner für 
Mischungen von Wasser und Aethylalkohol: 


r I 1 Wamer 1 Wasser | 1 Wasser 
|| 8 Alkohol | 1 Alkohol | 1, Alkohol 
Temperatur | = TTTmT oT TTTm mn 
°c. i PpytPp, 
11,8 i 0,899 0,597 0,520 
20,5 h 86 87 | 28 
30,4 ı a a | 33 
40,0 | 77 9 30 
50,5 I 77 E72 ' 45 
60,8 I 76 9 | 47 
70,0 a0 E22 4 
80,4 1 75 95 ! 42 
81,7 il vr 0 | 0544 


Nur die letzte Reihe zeigt ein leises Austeigen der Verhältnisszahl 
mit wachsender Temperatur. In Konowalow’s Versuchen machte 
sich ein solches Ansteigen im Allgemeinen ebenfalls geltend. Nur die 
Mischung mit Propyl- und Isobutylalkohol gab etwas fallende Zahlen. 
Für Mischungen im Gewichtsverhältniss 1 zu 1 war diese Zahl: 

H Methylalkohol Aethylalkohol Propylalkohol Isobutylalkohol 
7 — 65,9% 15,9% — 80,5° 19,8% — 88,0° 12,10 — 89,1° 
— 05 06 — 06 07 075 089 0,85 
Ameisensäure Essigsäure Propionsäure Buttersäure 
. 17,0° — 100° 10,5° — 100° 18,0° — 99,5° 15,0° — 99,0° 
DE — 6 045 061 0,88 — 0,79 0,75 — 0,89 


yarüirt diese Zahl viel stärker als bei den Alkoholen 
fast um den gleichen Betrag. Bei den Alkoholen 
1, dass sie vernachlässigt werden kann. 

" 3 
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!I,r.232 vier Wo 2: Ceueie Ziamerensetzung wie die Jüs: 
Ma.n.zg Zei Wisser-Froraxk:cc. rc das ein in der Zusamme 


nn 0 Wasser 2. Frirtaz:e:. v. Gewichtsprocente. Bei Butt 
..72 =. Liriwa..w sel:t uch. dass eine Mischung mit :5 Pr 


Varser „22 |! Trım. Säcre eine occztante Siedetemperatur von 9. 

eben DI 8l-l Salz? aussacdie, der ebenso zusammengesetzt T 

“m ie Ruuseigäei Miscizzzen aus Wasser und Buttersäure hab 
ır 


. Ms. Ser Szazıkraı Ein Minimum der Spannkraft wie 
“= jenerast, Mieilszzer aus Wasser und Ameisensäure auf, und zr 
„17.3 Proe. > are. 22.5 Pros Wasser. Eine solehe Mischung bes 
BELYeNAsT sul „iL:tarte Siedetemperstur. Die Lage des Drıc 
maxiıums® ©3-r lrocswicimoms wird. da die Concentration ı 
ser Tempers“ur variirt. von üer Temperstur abhängen. Ich füh 
einige Beebaciturzen, di= Herr Schreinemakers !) an Mischung 
von Wasser-Preool pemacht hat. an, aus denen die Existenz eines Ms: 
mus, dessen Aenierung mit wachsender Temperatur und die Gleic 
heit der Zusammensetzung vun Flüssigkeit und Dampf bei dies 
Maximum erhellt (ziehe nebenstehende Tabelle). 

Man siebt, wie der Dampfdruck mit wachsendem Gehalt d 
M-chung an Phenol erst ansteigt und dann langsam fällt. Zuglei 
steigt such der G«halt des Dampfes an Phenol an, und zwar im 4 
fünge rascher als der der Flüssigkeit, dann beginnt der Gehalt d 
Flüssigkeit ihn nachzucilen. um ihn bald zu überflügeln. Im Max 
inum des Drucken findet Gleichheit des Phenolgehslts im Dampf us 


') Zeitschr. f. plıyrik. Cliem., Bd. 35, S. 465 ff. 
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- ——— 

Temperatur = 56,38°C. | Temperatur = 75,0°C, Temperatur = 90,0°C. 
u Procent |  Procent | 

Druc Ä Phenol in | Druck | Phenol in 


mm ‚Flüssigkeit ' Dampf mm 
. lı 


Procent 


Druck, ppenol in 


Flüssigkeit | Dampf | mm |Fiüssigkeit Dampf 


| 
125 0 0 | 289 | 0 0 | 55 | 0 ) 
125 2,0 2,55 | 293 2438 : 344 | 528 | 2,36 3,64 
127 5,58* | 549° | 283 | 415 ; 521 | 581 | 7,00 7,69 
126,5 7,42 6,57 | 294 | 7,51% | 741" | 531 | 8,29* | 8,30* 
127 10,88 7,42 | 224 16,82 ji 911 530 9,74 8,96 
| . 
126 145! 7,83 294 | 22,53 9,38 530 | 174 10,40 
. 60,0 294 ' 24,18 530 | 20,4 
124 892 ou | 294 | 41044 05 | 530 | 83,6 10.78 
122 | 76,7 ’ 294 | 492 530 | 35,0 ’ 
118 | 80,34 | 11.98 || 292,5 | 60,47 1043 | 530 | 42,2 10.87 
102 | 98,06 Jı || 289 | 65,67 ’ 530 | 44,2 j 
| 
| | 280 | 76,7 12,03 | 530 | 56,3 11,24 
| 259 | 82,4 530 | 58,0 
| 218 | 88,06 2137 | 
| 177 | 91,7 | 


in der Flüssigkeit statt, und zwar — die Stellen sind”durch ein Stern- 
chen hervorgehoben — 
bei . ...2656 75 90 °C, 
im Gehalt . . . . 5,6 7,5 8,3 Proc., 


also bei immer höheren Concentrationen. Zuletzt bei hohem Phenol- 
gehalt ändert sich die Concentration des Dampfes nur langsam, wenn 
sie auch stetig ansteigt und auch der Druck geht langsam nieder. 
Durch eine Klammer zusammengefasste Stellen bezeichnen Ergebnisse 
eines Versuchs, in welchem die erste Zahl die Anfangs-, die zweite 
Zahl die Endconcentration bezeichnet, und man sieht, dass die Flüssig- 
keit während eines solchen Versuchs in der That ihre Concentration 
ändern konnte, indem verhältnissmässig mehr Wasser verdampfte als 
Phenol; die Verdampfung geschieht in diesen Fällen nicht einheitlich. 
Dass unter Umständen der Druck auf ganzen Strecken gleich bleiben 
kann, sehen wir vor Allem an den Zahlen für die Temperatur 90°C.; 
von der Concentration 7 Proc. bis zu der 58 Proc. ist der Druck 
praktisch der nämliche. Etwas entsprechendes ergaben auch die Ver- 
suche an dem ternären Gemisch Wasser-Phenol-Anilin. 

Lehrreich sind auch die entsprechenden Untersuchungen des Herrn 
von Zawidzkı, die noch zu anderen Bemerkungen Anlass geben. 
Diese Untersuchungen geschaben zunächst an Mischungen von Benzol 
mit Aethylenchlorid und an solchen von Propylenbromid mit Aethylen- 
bromid !). Nennt man nämlich die Spannungen der reinen Flüssig- 


I) Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 85, S. 129 ff. 
34* 


534 Dreizehntes Capitel. 


indem die Factoren beider Potenzen rechts und links einander gleicı 
sein müssen. Die einzige endliche Beziehung ist 


Bo — Pı = m. 
Die anderen Beziehungen enthalten immer unendlich viele Glieder. 
So hat man 


os +2, +3, +4, + = —fı + 2ß 
+2, +6, +2, +. = +2 — 33h, 
| +36 +12, +. = —3ß + 4ß.. 
u. 8. f. 


Geht man nur bis zur dritten Potenz von x bezw. 1 — x, so folgt 


= — ph, 2% +38 = +2, % = — PP. 
Da nur vier Beziehungen vorhanden sind, genügen sie nicht, die acht 
Grössen Gy, &, &, &; Bor Bir Pa, Ps zu ermitteln. 

Da ferner unter Umständen 9, = Pız, 9 = Pı(l — 2) ist, so 
wird man a, = 1, fo = 1 ansetzen, was auch noch aus anderen 
Gründen erforderlich ist, die wir im nächsten Capitel kennen lernen 
werden. Dann hat man «&, = 0, f, = 0, und es bleiben noch zwei der 
&, ß unbestimmt. Es wird aber 


p = P,xe"a-e®+ a,(1— a) 
| p» =PRıi—- hr“, 
Indem man darin noch 9, = xp, 9 = (1 — x)p setzt, bekommt 


man für das Concentrationsverhältniss von Dampfgemisch zum Flüssig- 
keitsgemisch 


7) 


En 
1 —_y (— 2)? + a, 1-2)" 
8 = Tr _ er r} a . 
x e’:* + fa x° 
1—ıx 


Herr von Zawidzki hat auch diese Formel an einer grösseren Zahl 
von Mischungen, Schwefelkohlenstoff und Methylalkohol, Schwefel- 
kohlenstoff und Aceton, Chloroform und Aceton, Benzol und Tetrs- 
chlorkohlenstoff u. s. f. geprüft, indem er aus seinen Beobachtungen 
nach zwei verschiedenen Methoden die Constanten %, %,, dann aus 
den obigen Beziehungen die ß,, ß; ermittelte. Er hat im Allgemeinen 
eine gute Uebereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung ge- 
funden, die um so höher anzuschlagen ist, als die Zahl der über- 
schüssigen Beobachtungen bis zu 17 ging. Ich führe nur ein Beispiel 
an für Aethylacetat und Aethyljodid. Die Beobachtungen sind bei 
50°C. angestellt, sie ergaben & = + 1,031, &% = — 0,469, also 
ßa = + 0,327, Ps = + 0,469, und nunmehr fand sich durch An- 
wendung der Formeln für p,, 92 und wegen p, + 9% = p, wenn r 
sich auf das Jodid bezieht: 
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| | | 
0,0590 | 28,8 | 28,9 | 265,5 | 264,1 294,3 | 293,0 | 0,0979 
1148 54,0 | 54,5 | 250,7 Ä 249,2 304,7 . 303,7 1773 
1376 Ä 64,6 64,5, 244,1 | 243,2 308,7 | 807,7 2093 
1946 89,0 Ä 88,5 | 230,5 | 228,5 319,5 317,0 2788 
2288 | 108,1 ° 102,3 222,1 | 219,9 325,2 | 322,2 3169 
3057 | 130,9 | 131,4 | 2045 : 200,7 335,4 332,1 3901 
3745 1556 155,9 , 178,8 | 1840 | 343,4 | 339,9 4581 
4588 | 183,2 | 184,0 167,5 | 183,5 350,7 | 347,5 5224 
5496 | 213,5 | 212,3 ' 143,9 . 141,4 357,4 | 353,7 5974 
6340 239,2 238,3 . 1225 119,8 361,7 | 357,9 6612 
7388 268,9 : 269,8 94,6 | 090,9 363,5 | 360,7 7400 
8253 2962 | 21 :ı 673. 648 | 388,5 ‚380,9 8148 
9098 322,5 | 8229 . 38,2 , 35,9 360,7 ı 358,8 8945 


Die für p,, p7, unter beobachtet bezeichneten Werthe sind die aus den 
beobachteten Werthen von p und der ebenfalls ermittelten und in der 
letzten Spalte angegebenen Concentration x’ des Dampfgemisches nach 
den Formeln p, = xp, 9, = (1 — r’)p abgeleiteten. In manchen 
Fällen genügt die Formel von Duhem-Margules nicht recht, so bei 
Mischungen aus Schwefelkohlenstoff und Aceton, wo Differenzen 
zwischen Beobachtung und Berechnung bis zu drei und mehr Procent 
vorfallen. 

Wenn das Molekulargewicht im Dampfzustande von der jeweiligen 
Concentration der Lösung abhängt, wie bei Essigsäure, so soll in der 
Duhem-Margules’schen Formel das x mit diesem Molekulargewicht, 
nicht dem im Gaszustande zu berechnen sein (S. 547). Auf diese Weise 
wird die Formel auch auf Mischungen von Essigsäure und Aceton und 
Toluol mit gutem Erfolge angewendet, und es ist bemerkenswerth, dass 
dabei bei einer Temperatur (t = 69,4%) &% — 0 sich ergiebt, bei an- 
deren Temperaturen freilich nicht. Aehnliches wird für Pyridin- 
gemische mit Wasser und Essigsäure nachgewiesen !). 

Ich gehe nun näher auf die Theorie dieser Verhältnisse ein, indem 
ich vorausschicke, dass man die meisten der nachfolgend zu ent- 
wickelnden Ergebnisse Herrn Duhem verdankt ?). 

Es seien zwei binäre Mischungen gegeben, deren eine sich über 


‘) Es sei noch auf die am Schlusse der betreffenden Abhandlung ge- 
gebene sehr anerkennenswerthe Zusammenstellung aller bis dahin (1900) aus- 
geführten Untersuchungen über Dampfdruck von Flüssigkeitsgemischen 
hingewiesen. 

?) Dissolutions et me&langes, Traveaux et Memoires des facultes de 
Lille, 1891 ff. 
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indem die Factoren beider Potenzen rechts und links einander gle 
sein müssen. Die einzige endliche Beziehung ist 


Bo — Pı = %. 
Die anderen Beziehungen enthalten immer unendlich viele Glied 
So hat man 


u +2, +3, +4, + —=—Pı +2P,, 
+2, +6 +2, + =+2B, —3ß, 
| +3. +2, +. = —3ß + 4ß.. 
u. f. 


Geht man nur bis zur dritten Potenz von z bezw. 1 — x, so folgt 


.=—Pı 2. +3, = + 2 Pa. 4 = — Pr. 
Da nur vier Beziehungen vorhanden sind, genügen sie nicht, die ac 
Grössen %, &, Oi, &s; Bor Pır Pa, Ps zu ermitteln. 

Da ferner unter Umständen p, = P,z, 9 = P, (1 — x) ist, 
wird man a, —= 1, fo = 1 ansetzen, was auch noch aus ander 
Gründen erforderlich ist, die wir im nächsten Capitel kennen lern 
werden. Dann hat man «&, = 0, ß, = 0, und es bleiben noch zwei d 
&%, ß unbestimmt. Es wird aber 


9%, = P, gt - tale, 
| » =Rıi— Ark, 
Indem man darin noch p, = ’p, 9, = (1 — )p setzt, bekomı 


man für das Concentrationsverhältniss von Dampfgemisch zum Flüssi 
keitsgemisch 


N) 


x 
—_— r' (1— x)? + a, (1— x)? 
8 c- 1-2 _-% _ 
x ef + Pa=° 
1 — x 


Herr von Zawidzki hat auch diese Formel an einer grösseren Za 
von Mischungen, Schwefelkohlenstoff und Methylalkohol, Schwef 
kohlenstoff und Aceton, Chloroform und Aceton, Benzol und Tetı 
chlorkohlenstoff u. s. f. geprüft, indem er aus seinen Beobachtung 
nach zwei verschiedenen Methoden die Constanten &,, %,, dann & 
den obigen Beziehungen die ß,, ß; ermittelte. Er hat im Allgemein 
eine gute Uebereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung ; 
funden, die um so höher anzuschlagen ist, als die Zahl der üb 
schüssigen Beobachtungen bis zu 17 ging. Ich führe nur ein Beisp 
an für Aethylacetat und Aethyljodid. Die Beobachtungen sind | 
50°C. angestellt, sie ergaben &; —= + 1,031, & = — 0,469, a 
Ba = + 0,327, ßs = + 0,469, und nunmehr fand sich durch A 
wendung der Formeln für ?,, 23 und wegen p, + 93 = p, wenn 
sich auf das Jodid bezieht: 
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| 
x | Pı Ä Pr | pP | z' 
_ _ _—_— _.. 

| beob. , ber | beob. * ber. | beoh. | ber | 
0,0590 28,8 | 28,9 265,5 ! 264,1 294,3 | 293,0 | 0,0979 
1148 54,0 | 545 250,7 | 249,2 304,7 , 303,7 1773 
1376 64,6 64,5 | 244,1 243,2 308,7 | 807,7 2093 
1946 | 89,0 | 88,5 | 230,5 Ä 228,5 319,5 317,0 2788 
2288 | 108,1 1093 , 222,1 , 219,9 325,2 | 322,2 3169 
3057 | 130,9 | 131,4 ij 204,5 | 200,7 335,4 | 332,1 3901 
3745 | 155,6 | 155,9 ı 178,8 ; 184,0 343,4 | 339,9 45831 
4588 | 183,2 : 1840 ' 167,5 ı 163,5 350,7 | 847,5 5224 
5496 213,5 ! 212,3 ° 143,9 | 141,4 357,4 | 353,7 5974 
6340 239,2 238,3 122,5 | 119,6 361,7 | 857,9 6612 
7388 268,9 , 269,8 94,6 1 90,9 363,5 | 360,7 7400 
8258 296,2 |, 296,1 67,38 1 64,8 | 363,5 360,9 8148 
9098 322,5 | 822,9 38,2 ! 359 | 360,7 358,8 8945 

| | | 


Die für 9,, 2, unter beobachtet bezeichneten Werthe sind die aus den 
beobachteten Werthen von p und der ebenfalls ermittelten und in der 
letzten Spalte angegebenen Concentration x’ des Dampfgemisches nach 
den Formeln 9, = xp, 93 = (1 — r’)p abgeleiteten. In manchen 
Fällen genügt die Formel von Duhem-Margules nicht recht, so bei 
Mischungen aus Sohwefelkohlenstoff und Aceton, wo Differenzen 
zwischen Beobachtung und Berechnung bis zu drei und mehr Procent 
vorfallen. 

Wenn das Molekulargewicht im Dampfzustande von der jeweiligen 
Concentration der Lösung abhängt, wie bei Essigsäure, so soll in der 
Duhem-Margules’schen Formel das x mit diesem Molekulargewicht, 
nicht dem im Gaszustande zu berechnen sein (S. 547). Auf diese Weise 
wird die Formel auch auf Mischungen von Essigsäure und Aceton und 
Toluol mit gutem Erfolge angewendet, und es ist bemerkenswerth, dass 
dabei bei einer Temperatur (t = 69,4°) &, = 0 sich ergiebt, bei an- 
deren Temperaturen freilich nicht. Aehnliches wird für Pyridin- 
gemische mit Wasser und Essigsäure nachgewiesen !). 

Ich gehe nun näher auf die Theorie dieser Verhältnisse ein, indem 
ich vorausschicke, dass man die meisten der nachfolgend zu ent- 
wickelnden Ergebnisse Herrn Duhem verdankt ?). 

Es seien zwei binäre Mischungen gegeben, deren eine sich über 


') Es sei noch auf die am Schlusse der betreffenden Abhandlung ge- 
gebene sehr anerkennenswerthe Zusammenstellung aller bis dahin (1900) aus- 
geführten Untersuchungen über Dampfdruck von Flüssigkeitsgemischen 
hingewiesen. 

7) Dissolutions et melanges, Traveaux et Memoires des facultes de 
Lille, 1891 ff. 
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der anderen befindet; Mi, Jg sollen die Mengen der beiden Bestani- 
theile der einen, Jr, My die der beiden Bestandtbeile der anderen | 
Mischung sein. Die tliermodynamischen Potentiale der Bestandtheil:. 
bezogen je auf Masseneinheit, seien entsprechend ®,.®,: P,,®,. Das 
Potential aller Theile zusammen ist 


9) M®=-M®d + MS + MD LM. 


und wenn nur umkehrbare Vorgänge möglich sind und Gleichgewicht 
herrscht, haben wir 


10) (MP) 86M +4: + MD + MD) =. 


Temperatur und Druck sollen unveränderlich sein. Dann sind, da 
wir es bier mit zwei unabhängigen Bestandtheilen in zwei Phasen zu 
thun haben, nach der Phasenregel die Concentrationen willkürlich, 
ebenso auch ihre Variationen. Der Theil von d(M®), der durch diese 
Variationen entsteht, muss für sich gesondert verschwinden, worüber 
später [s. Gleichungen 20)], und wir haben, indem wir noch annehmer. 
dass die weiteren Aenderungen nur in Folge Aenderungen in der 
Massenvertbeilung entstehen, 


11) DEM + DBöM + DOM + DOM — 0. 


Wir nehmen nun noch an, dass die beiden Mischungen ans den 
nämlichen Bestandtheilen zusammengesetzt sind; M,, Mı sollen sich 
auf den einen, As, Mg auf den anderen Bestandtheil beziehen. Es 
muss ulso sein 


12) om +6M =0, dm; +IiM; —=0, 

somit folgt 

13) (di — PB) + m — Dh = 0, 

und weil die Variationen von Mı, Ma völlig willkürlich sind, muss sein 
14) 98, =, m=M.. 


Nennen wir ferner die Concentrationen für die eine Mischung (', für 
die andere C” und messen sie durch die Beziehungen 


Ale My; 
15 (u — _L y" — _I 
) my "m 
so haben wir ausserdem 
16) set— I a6; — mM), 
A? 
17) sct— |, arsur! — MOM). 


Mg? 
Die Gleichungen 14) sind also die Gleichgewichtsbedingungen 
für unseren Fall; die Potentiale (auf Masseneinheit bezogen) gleicher 
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Bestandtheile in den beiden Mischungen müssen einander gleich sein. 
Sie entsprechen völlig den Gleichungen 63 (S. 518), wenn man be- 
achtet, dass wir es hier mit zwei Gruppen von Massen zu thun haben 
(M,, Mı') und (M;, 23), die nur in sich, nicht gegen einander Massen 
austauschen. Die ®,, ... werden Functionen der p, ® und der Concen- 
trationen C’, C’”' sein; genauer geschrieben hat man also 


18) ©81(C’,9,9) = 9 (C",p,9), D(C’,9,9) = D(C",p,®). 


Man kann aus ihnen Ü’, C” berechnen, oder p, ®. 

Die Gleichungen 17) bestimmen das Gleichgewicht der beiden 
Mischungen gegen einander. Nun muss auch noch innerhalb 
jeder der Mischungen Gleichgewicht bestehen. Sind die thermo- 
dynamischen Potentiale dieser Mischungen 21’®’, M" ©", so haben wir 


9) Mo — 110 + 240, M"O"— MD! + u. 


Da 9, ®% constant bleiben sollten, könnten nur die Concentrationen 
noch variiren. Das Gleichgewicht innerhalb jeder der Mischungen 
erfordert also 


o by 
(mi a +45) 80' = —(, (20 a + M;' Sn)dur=0, 


au ) de" 
somit 
o®D| v eB _ c®! un 0Dr _ 
20) 2c" + C oc 0, 2.c" + C' oc" —=!. 


Wir benutzen alle diese Formeln zur Ableitung der früher be- 
handelten Konowalow’schen Regel von dem Verhalten der Dämpfe 
gegen die Flüssigkeiten und der Duhem - Margules’schen 
Formel 4). 

Die Mischung (Mi, Ha) sei die Flüssigkeit, die (Mı', My) ihr 
Dampf. Wir gehen von einem Gleichgewichtszustand aus, wofür die 
Gleichungen 14) gelten, lassen den Druck unverändert und variiren 
die Temperatur, dann müssen sich die Concentrationen ändern. Die 
Gleichungen 17) differenzirt, geben nun 


0 (D, = 0) q Di „ G ®; mn 
21,) as + wat nal" 0, 
1 ’ „ n ’ nn [7 
o(®; —— ®;) 20; 7) C ®b; vn 
| 7 d® + Zu al de — er dC —=(. 


Multipliciren wir die zweite Gleichung erst mit C’, dann mit C” 
und addiren sie jeweilig zur ersten, so folgt nach den Gleichungen 20) 


538 Dreizebntes Capitel. 


c(®ı — ®)) „c(® — =] 
1 et a — 
| cy cc» 19 


c®! c®; 
— nu C Ber dc" —— . 
[2 u" c er 0 


21;) c(dı — I) „c(®8, — ®5) 
te |? 


0 9 „ __ 
+ [57 +C or|ae 0. 
Den Factor von dC” können wir schreiben 30" 


+ (C’ — cr) © en die beiden ersten Glieder geben nach 20) Null. 


Aehnlich können wir den Factor von d C’ transformiren, wonach die 
beiden Gleichungen übergehen in!) 


0(8, — PD ‚o(B — >] 
re ae 
—- (U — cc") - dC"—=0, 
21;) o(®, — ®\) RL (D — a 18 
| ort 08 
' ın c®; ' — 
(CE) an 80 0. 
Hiernach haben wir sofort 
22) a — Sn —=0, falls " — C"=0 


ist und umgekehrt. Das ist aber der Satz von Konowalow, denn 
er besagt, dass die Concentration für Dampf und Flüssigkeit die näm- 
liche ist, wenn die Siedetemperatur 9 ein Maximum oder Minimum ist. 
Sonst hat man 


oo, 
d® ec 
— u C” ., ’ [7 n [TIER 
d C' (C c(®, = ®;) T e(®, — ®;) 
Kur 7 zu er 7 zum 
93.) ‘ ° 
08; 
d® cy 
m = C' — c” , n „ ‚ FTIR 
FT EEZM) , (SD) 


c® 0% 


!) Die viel complieirteren Formeln von Herrn Duhem habe ich nicht 
bewahrheiten können. 
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Wird gesetzt 
24) 9-9 =9, B —-—=9, 


so ergiebt sich auch 


0 9: 

. d® co0' 
Wen — le _, 
ac 6 9Qı ın 0 Pa 

c re 0% 
23,) _ 
0% 
„ 
q 91 +0 © Ya 
0% co” 
Zuletzt ist auch zu Folge Gleichung 77) auf Seite 91 des ersten Bandes 
oD 
ae ____ ot Vi -Ed 
dd S—-S + "(Ss — 8) J ' 
23;) pi" | 
eo» 
4 _ oC" _ ce 
AT S—-StO&S —- Ss) I 


woselbst die S die betreffenden Entropien angeben. 

Indessen scheint d® nicht bloss für CO’ = C” gleich Null zu 
werden, sondern auch in anderen Fällen. Vier davon brauche ich 
nicht namhaft zu machen als allzu trivial, aber einer muss erwähnt 
werden. Die Gleichungen 21,) zeigen schon, dass unter der Bedingung 


o(®, — D,) (8, — ®;) 

er — A) — a = #3) — 
55 = FE 

man d® —= 0 bekommt, falls 

dc oc 1 ac’ oD 1 


25) 


20) are in a0 ron 
ot’ oc 
ist. Indem jedoch zu Folge der Gleichungen 20) stets 
o®, 0% oDB c® 
" ı 472 __ m 7 Ze ol 
27) Fear Te er 


ist, würde sich hieraus abermals C’= C” ergeben. Der Fall bietet 
also nichts Neues. 

Da ganz dieselben Entwickelungen gelten, wenn man den Buch- 
staben 9 mit dem p vertauscht, so erhält man, im Falle die Tempera- 
tur constant bleibt und der Druck p des Dampfgemisches variirt wird, 
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c®, 
dp _ m gen Ks 
FI A Br Yapssar: 75 oe BD) 
cp op 
c®, 
ol' 
— (0! — ("!) nn 
28) ( a ee rer ug 
Ka 
dp ol" 
—— ' —_ c — - — 
FT Br rc Ser 7 0 = 
N 0p 
0®; 
oC" 


___ _ „ 

- SO) Heim 
woselbst die v’ die betreffenden specifischen Volumina der Bestandtheile 
im Flüssigkeitsgemisch bezw. im Dampfgemisch sind. 

Zusammen aber hat man folgenden Satz, der den Konowalow'- 
schen Regeln entspricht und zum Theil schon von Gibbs ausge- 
sprochen ist. 

Wenn mit Bezug auf die Concentration eine Mischung 
ein Maximum oder ein Minimum der Siedetemperatur oder 
des Dampfdruckes aufweist, so besitzt bei dieser Temperatur 
bezw. unter diesem Druck das Dampfgemisch dieselbe Con- 
centration wie die Flüssigkeit. 

Ein Maximum oder Minimum von ® oder p wird nicht 
stattzufinden brauchen, sobald 


29,) S; — S, S un) Sg 
beziehungsweise 
29) VW, = 


d. h. die betreffenden Bestandtheile in der Flüssigkeit und 
im Dampfe gleiche Entropien bezw. gleiche Dichten haben. 
Dieser Ausnahmefall wird nicht vorkommen, wenn es sich nicht über- 
haupt um Dampf- oder Gasgemische handelt. 

Wir haben einen Accent auf das Flüssigkeitsgemisch, ‚zwei 
Accente auf das Dampfgemisch bezogen, somit FA u — ı <Vd$, 
ebenso 9% — v% < 0, der Nenner von ze bezw. En also negativ. 


dd 


Demgegenüber muss der Nenner von 2.6 stets positiv sein. 


d 
dc! 
Also gehen die Aenderungen der Siedetemperatur mit wach- 
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sender Concentration stets im entgegengesetzten Sinne vor 
sich, wie die der Dampfspannung. 
Ferner haben wir 
dc vu —-vu + C0"m— mn) ,08 1 
de" mu utrtlwmw—n) 90" 9. 
0 


30) 


Der erste Bruch ist stets positiv, also ist das Zeichen von be- 


dc’ 
ac" 
stimmt durch das der beiden folgenden Factoren. ©; und © beziehen 
sich aber auf die gleiche Substanz, nur einmal im flüssigen Gemisch, 
einmal im’ dampfförmigen. Sie werden sich also mit der Concentration 
in gleicher Weise ändern, somit wäre 

dc’ 

d ac" > 0. 


Die Concentrationen würden bei Aenderung der Temperatur oder des 
Druckes beide zugleich wachsen oder zugleich abnehmen. Ob aber 
dieser Schluss unter allen Umständen gerechtfertigt ist, scheint mir 
zweifelhaft. Nach Herrn Duhem wäre er deshalb für gerechtfertigt 
zu halten, weil, wenn jene beiden Differentialquotienten gleiches Zeichen 
haben, und zwar positiv sind, das Gleichgewicht, wie wir gesehen 
haben (S. 517), auf alle Fälle ein stabiles ist. Es kann aber auch 
stabil sein, wenn die Zeichen entgegengesetzt sind. Lässt man jedoch 
die Annahme 


31) 


a 08 08 
gelten, welche nach sich ziehen würde 

9 o®! 
33) el’ < 0, Ö 2.0" < 0, 


so würde das Zeichen von d® und dp nur noch von dem von C’ — Ü” 
abhängen, und ® würde wachsen für positive C’ — C”, p für negative. 
Die Siedepunkte würden mit wachsender Concentration der Flüssigkeit 
steigen, die Dampfdrucke fallen, so lange die Concentration des 
Dampfes kleiner ist als die der Flüssigkeit; jene würden fallen, diese 
steigen, sowie umgekehrt die Concentration des Dampfes grösser ist 
als die der Flüssigkeit. 

‘Wir betrachten nun dieselben Vorgänge von einem anderen Ge- 
sichtspunkte. Wir nehmen an, dass das Dampfgemisch dem Dalton’'- 
schen Gesetze der Partialdrucke entspricht. Diese Partialdrucke seien 
Pı, Pa. Alsdann ist für jeden Bestandtheil das Potential Function des 
betreffenden Partialdruckes und der Temperatur und wir haben, ge- 
nauer geschrieben, für das Potential des Dampfgemisches 


34) M”"@"(My, My, 19,9) = Mı pi (7,9) + Az 9 (pP). 


"42 re zeiztes Capitel. 


Werz zur auıp ı und 7 sestart bieiben, so können gleichwohl y. 
Tanz, zur miss Jar 
sen. Hierzaeh Tescomen wir 


‚c 
Wh M PD. sed GM "21 ap, 
ler waren Gleichung :?) auf S. 91 des ersten Bandes: 

SS) AM PN,» =egdM TpdM + Mvidp, + Miwdp 
Es ist aber Mı 7. das Volumen des einen, Afs’v; das des andere 
Bestandtbeiles im Dampf. und da das Dampfgemisch homogen it 


wissen wır haben 


sm Mu; 71 —) Mo — v”, 
wenn 5° das Volumen des Dampfgemisches ist, also bekommen wir 
I8 AMP, > = gıdMı + grdM. 


Varaus tolgt 
| EN R®, 
| »: CC”, pı 9) u Y (pa Ö), 
und im Weichgewichte ınit dem flüssigen Gemisch 
| Pill.) = pp), 
(BUN), 
d.h. die Partialdrucke müssen sich, wenn Gleichgewicht eingetreten 
ist, als Functionen des Gesammtdruckes, der Temperatur und der Cor- 
ventrativn der Flüssigkeit darstellen lassen. Da ferner im Gleich 
xowichte der Gesammtdampfdruck, ausser von der Concentration, nur 
noch ron der Temperatur abhängt, kann man p auch durch C’ und 
® ausgedrückt denken. Bezeichnen wir ®,, ©; als Functionen allein 
von CC, P durch Wi. 75. so wären also 
4v,) FD g pP), P,(C', 9) = 9 (p, 9); 
also p,. pP, wären Functionen von C’ und ®, die als unabhängige 
Variabeln anzusehen sind. Differenziren wir nach (’, so muss sein 
m _ er 0m _ gr 
eÜ’ ep ed "90 
e pP, __ Ca Ca _ on Ops. 
ee T ep ee ®oc 
Die links stehenden Differentialquotienten müssen nach den 
Gleichungen 20) entgegengesetzte Zeichen haben, also gilt das näm- 


2) 


ww.) 
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liche auch für — Op: d ep, Mit wachsender Concentration 


Ta To 
muss ein Partialdruck fallen, der andere steigen. Das 
haben wir durch die früheren Zahlenzusammenstellungen bereits be- 
wahrheitet. 

Wenn nun der eine Partialdruck ständig steigt, so muss er zuletzt 
den Druck erreichen, den der Dampf der betreffenden reinen Flüssig- 
keit hat. Wenn der zweite Partialdruck ständig fällt, so muss er 
seinerseits zuletzt den Druck O0 erreichen, während sein grösster Werth 
der des Dampfes der anderen Flüssigkeit ist. Daraus folgt, dass ein 
Druck von O0 ausgehend den Druck des einen Bestandtheils, der andere 
Druck, vom Dampfdruck der anderen Flüssigkeit ausgehend, dem 
Drucke O0 zustrebt. Sind die Dampfdrucke der reinen Flüssigkeiten 
P,, Ps, so werden wir also stets haben: 


42) antm<P+P dhpy<pP. 


Der Dampfdruck eines Gemisches ist immer kleiner, 
als der Druck der beiden freien Componenten zusammen- 
genommen. Das ist bekannt. Etwas anderes als stetes Wachsen 
des einen, stetes Fallen des anderen Druckes kann nicht vorkommen, 
denn wächst z. B. p, bis zu einem Maximum an und fällt dann, so 
muss P, von diesem Momente an wachsen, da aber p, zuletzt doch 
Null sein muss, so kann das nur den Sinn haben, dass p, Null bleibt. 
Alsdann ist 9, = Pı und der obige Satz bleibt bestehen. 

Wir nehmen nun den Fall, dass zwei Flüssigkeiten sich nicht in 
allen Verhältnissen mischen und dass sie zwei Schichten geben, deren 
jede ein Dampfgemisch aussendet. Die beiden Schichten, ebenso wie 
ihre Dampfgemische, unterscheiden wir durch Klammern. Für die 
beiden Schichten selbst haben wir im Gleichgewicht nach 14) 

9%, =(9d), PR=(B.). 

Für die Dampfgemische 
9%, =p. d=9; (G)=(pi), (DB) = (9), 

also ’ E 
43) =. = (pr) 
d. h. die Dampfgemische der beiden Schichten müssen 
gleichen Druck haben. Wir wir gesehen haben, ist dieses von 
Konowalow aus der Erfahrung bewiesen. Daraus ist dann zu 
schliessen, dass der Satz 42) auch für diesen Fall Gültigkeit hat, denn 
im extremen Falle, dass die Flüssigkeiten sich gar nicht mischen, ist 
der Satz ebenfalls richtig, sofern wenigstens 9, + Pa = Pı + P: ist. 

Wir nehmen ferner an, dass die Dämpfe dem Boyle-Gay- 
Lussac’schen Gesetze gehorchen. Sind m,, m, die Moleculargewichte 
der beiden Bestandtheile im Dampfzustande, so haben wir also: 
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„ R Ka " R > 
44) u, — vu, = — —, 
m pP N, Pa 


somit geben die Gleichungen 41): 
ow R „ologPı oP, R Glogpz_ 


PYOR m oc’ ' 0oC m 0C 


Multipliciren wir die zweite Gleichung mit C’, addiren sie zur 
ersten und beachten die Gleichungen 20), so folgt 


45) 


46) 1 dlogpı _ __ _C' Ologp 
m 90 m 2:90 
und ausserdem ist 
„ologop __ ni () 0 log pa 
a7) Ze mE 
Setzen wir nunmehr 
48) 0’ — 1-2 ic 
x a 


so geht die erste Gleichung über in 


49) 2° 0 log pı — _(-n) C log p: _ 


08 0x 
Das ist die Dubem-Margules’sche Beziehung, und es bedeutet 
x die Concentration des Bestandtheils 1, gemessen durch die Zahl 
Molekeln dieses Bestandtheiles in der flüssigen Mischung im Verhält- 
niss zu der Zahl aller Molekeln in dieser Mischung überhaupt. Denn 
man hat nach der Definition 
| _M, _M N, 
M ı m N ı u 
woselbst N,, N, die Molekelzahlen beider Bestandtheile in der flüssigen 
Mischung sind. Also wird 


1l-—z N N; N, 
— _2 — —1i_ 1 - = —ı._. 
>0) x ne "@=NH+N' “NN 


Herr van der Waals!) hat auf Grund der ihm eigenthümlichen 
Betrachtungsweise, insbesondere in Bezug auf die Zustandsgleichung 
der Substanzen, eine Formel entwickelt, welche mit der Duhem- 
Margules’schen gleiche Anwendung gestattet, von dieser jedoch 
erheblich abweicht. Gleichwohl ist sie aus dieser ableitbar?). Wir 
schreiben diese Gleichung in der Form: 


zclgp = — (1—x)0Ologp.- 


!) Die Continuität u. =. f., Theil 2, S. 137. . 
”) Kohnstein, Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 36, 8. 49. 


van der Waals’ Formel. B4H 


Nun ist 9, = xp, m = (1—x)p, wenn x die Bedeutung von X 
für das Dampfgemisch hat, somit 


0x () Ox ) 
un = + 2, m, = —- — + 
and 
(5 + +2) _ a (I on — 2) 
oder 
PD _.. #® —E 
pr Tan 
d.h. 
. ! —_ 
51) 0p x x 


was eben die van der Waals’sche Formel in der einen Gestalt ist. 
Angenähert und nur für kleine & soll auch sein: 


op X" —x 
52) por — (1-2) 


Herr Schreinemakers hat die Formel 51) in der 8. 530 citirten 
Untersuchung geprüft. Für Wasser -Phenolmischungen verschiedener 
Concentrationen findet er bei 75° C.: 


N beob.: 0 1 0 0 0 —3 — 21 — 73 mm 
P\ ver: +08 +01 —05 —02 —13 —34 —185 — 739, 
Abweichung: —0,3 +09 +05 +02 +13 +04 — 25 +09, 
Für Wasser-Anilinmischungen bei 56,3°: 
R | Prob: +3 +1 0 0 +1 0 0 +1 mm 
pP +31 +08 0 +05 +06 +02 +01 +18, 
Abweichung: —0,1 +02 0 —05 +04 —02 —01 —08, 


Die Uebereinstimmung der berechneten mit den beobachteten 
Beträgen ist namentlich für die erstgenannte Mischung eine gute. 

Es muss nun auf etwas hingewiesen werden, was den Werth 
dieser und ähnlicher Beziehungen sehr einzuschränken scheint, aber 
zugleich zu einer interessanten und an sich wichtigen Formel führt. 
Zu Folge der zur Duhem-Margules’schen Gleichung 49) führenden 
Gleichungen 45) wird nämlich die erste der Gleichungen 28) 


an _ ' ‚m Olga N 
sw tanz m 90 W-urOW—m 


v,, v, darf man gegen v,, v, vernachlässigen, dann bekommt man 
auch wegen 44) 


Weinstein, Thermodynamik. II. 35 
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dp _ L „ Olgp 1 | 
033) TI T m 
Ppı Pa 
— - (et - eo) a Ba 


"mp + mp 00 
Zu Folge der Gleichung 46) hat man ebenso 
dp» _0'— CC" Nig Ps op _ 


63,) ac da Ommtmm cl 
2 02: _4P 

+ 30 "30 ist, so ergiebt sich also: 
„all -__ı_,& 

C” mı Pı + My Ps m, Pı Mg Pa 

Indem wir setzen 
' 

55) Cm, m en, MP — m, 


Om 2 + maps 
geht die obige Gleichung über in 


C' —_ c" — c __ ce 
Tg | 
oder | 
m) - yl"= — er, 
a, 
woraus auch folgt: 
N a Mg Ps 
56 7, C' 2.0" — I. 0"— 22. 
56) ‚CC +9 7, md 


Fähren wir die Grössen & ein, die wir für das Dampfgemisch mi 
x' bezeichnen, so wird 
1—x « _ _P 
P 


falls die Bestandtheile im Dampf dasselbe Molekulargewicht haben, wi 
in der Flüssigkeit. Da nun 


57) 


P: _1-r 
58) m —-.-- 
Pı « 
ist, so würde folgen 
1—ıx 1— 7 
BR) 2 =, 


das heisst 


59) ——_ 7. 


Berücksichtigung der Molekulargewichte. 547 


Die Beziehung gilt also nur dann, wenn das Concentrationsverhältniss 
des Dampfes so gross ist, wie das der Flüssigkeit. Nun findet das 
eben nur in Ausnahmefällen statt (S. 530). Andererseits können die 
gemachten Vernachlässigungen auf die Formel 55) keinen Einfluss 
haben. Es muss also etwas anderes sein, was die Anwendbarkeit der 
Duhem-Margules’schen Gleichung beschränkt, und dieses scheint 
in der Annahme zu liegen, wonach die Molekulargewichte der Bestand- 
theile in der flüssigen Mischung dieselben sein sollen, wie die in der 
dampfförmigen. Und die Duhem-Margules’sche Beziehung hätte 
nur für diesen Fall Bedeutung und ausserdem, falls die Bestandtheile 
beim Verdampfen ihr Molekulargewicht im gleichen Verhältniss ändern, 
wenn es nicht erhalten bleiben sollte. Darauf deuten auch die Er- 
gebnisse der früher mitgetheilten Untersuchungen von Herrn von 
Zawidzki (S. 535). 

Sind die Molekulargewichte für die beiden Zustände verschieden 
und besitzen sie für den Zustand der Bestandtheile in der Mischung 
die Werthe %,, Us, so hätten wir statt 48) zu setzen: 


0 — 1—% —% Us 
MM | 
Alsdann aber würde die Duhem-Margules’sche Beziehung 
lauten: 


60) 


„A ölogp, - _- ug 0 log pa 


61) Tom 0x 0x 


und die van der Waals’sche 52): 
' Kı 
1— —ı:(1— — 
62) op — It _ nn dm ” _. ” ", 
pOox x (1—«) „Er + „fr 


Mg 


Die Gleichungen blieben sonst bestehen, aber Gleichung 55) ginge 
über in 


1—ıx 1— x m m | 
63) —en, + Ze en,—= 
z U wm mp 
und die 57) in 
1—ı 1—r m 
64) Im£lh — _., 


Das Verhältniss der Concentrationen im flüssigen und im Dampf- 
zustande wäre also nicht mehr gleich, sondern stände im Verhältniss zu 
den Verhältnissen der Aenderungen der Molekulargewichte. Letzteres 
aber wird nothwendig mit der Concentration variiren, also auch 
ersteres. 

Gemische aus drei Bestandtheilen und mehr können in ähnlicher 


35 * 
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Weise behandelt werden, wie solche aus zwei. Man hat für drei Be- 
standtheile 


5) MB—= MP, +M,Dd,+ MD, +1,08 +M1,D, + U5®,, 


und die Gleichgewichtsbedingung unter gleichen Voraussetzungen wie 
früher ist: 


66) 0 =D, 6M  +P,5M, + 9,5 M; +D7OM]) + PD, M;, + D,ÖM). 
Zugleich muss sein 

67) öM +6M}=0, d6M, +9M,=0, 6M, +09M, =0, 

so dass man erhält 

68) (DB — DI)EM + (9, —- DM, + (9, — DM; = 0, 

also 

69) 9), =9;, 9%, =P9,, %,=6,, 

genau 80, wie bei einem binären Gemisch und entsprechend der all- 


gemeinen Theorie von Gibbs. 

Die früher definirten Concentrationen definiren wir jedoch durch 
M, Q' M;. = __ M, " _4,. 
=y" 8 — mM.’ m" M! 

Für das Gleichgewicht innerhalb jeder Schicht, der flüssigen und 
der dampfförmigen, haben wir zunächst 
J Mo —-M®, + MD, + MP, 
| MW — M:®‘ + M,®: + M;®N, 
also wie bei Ableitung der Gleichungen 20), z.B. für die erste Schicht: 


X ‚aD, 2®,\,. 
(2; >06 + Myo, tr Mo, za 


70) G= 


71) 


‚o® ‚09, ‚ 


und da C, und (, völlig unabhängig von einander variiren können, 
folgt sofort: 


eo oo, O8, 
12) v0, + Hr + a7 9 
] 
oo. ce», ‚2, _ 
ca + Arc + 97; 
und entsprechend 
9 , „o®; „OB _ 
12, | a + Are + 97 9 
’ | o®" „e® °%%,_), 


1 vr 
+ GG + Gyr 


Ternäre Gemische. 
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Diese Gleichungen unter 72) entsprechen den Gleichungen unter 
20), aber ihre Zahl ist doppelt so gross, wie überhaupt die Zahl solcher 
Gleichungen immer doppelt so gross sein muss, wie die Zahl der 


Bestandtheile weniger Eins. 


Wenn wir jetzt die Gleichungen 69) differenziren, indem wir 
ausser der Temperatur oder dem Druck die Concentrationen als Varia- 


bele ansehen, erhalten wir: 


(8, —®") 0®  .,., O8 
et +70 40, 
OD 

00 ‚403 — 

(0, — —9;) 2 v1, 0®, 
In At 40; +30 dc; 
_ dor 

°C, 

(8, — ®!) o®, se 
At raue +70; ac, 
2 n 
71h 


a8" 
= 


aac=o, 


1) 0 


PD, m 
dc" dl, =0. 


Multiplicirt man die zweite Gleichung mit C,, die dritte mit C, 
und addirt dann beide zur ersten, so erhält man nach 72,): 


o(D, — ®7) ‚c(®, —®)) „o(® 

| o®% +6 E, +6 
c®, ‚0®, „c® m 
-[G ger ag) ac 


’ — ©) 
3 8 
ZT | d$ 


30° e® o®, 
Indie $ ı _ 2 sel __ 
+ (3 rag tr za) ae |- 0. 
Indem man hierin 
G=G-44,4=G-0%4+6 
setzt und die Gleichungen 72,) beachtet, wird 
74,) 1 ®;) + 0,0 eo) + KB; >] as 


- |c; 0 (5 dc" + tech) 


+ (0; 0 (2 0°», 


und entsprechend 


a0, + 46;)| = 0 


I, 


. N 
u 


mn 
mu or 

I 2 
Un 

% 


Di 


a 


N 


v ke 


a u} 


\ 


N 


Kritischer Zustand von Mischungen. 558 


In beiden Fällen ist (9°) zu gross; im ersten Falle ist die Ueber- 
einstimmung mit ®’ noch leidlich, im zweiten jedoch recht un- 
befriedigend. 

In anderen Fällen zeigt sich jedoch (9) zu klein, oder erst zu 
gross und dann zu klein. Hierfür zwei Beispiele, Benzol-Aether- und 
Aether - Diäthylaminmischungen, beide nach den Ermittelungen von 
C. 6. Schmidt. 


| Kritische 
! Temperatur 


Procentgehalt Procentgehalt 


’ Ri 
Aether Diäthylamin |beob. | ber. 


0 I 10 I aa2,9 | _ 


Benzol | Aether beob. ber. 


100 o ! ! 
473 53,7 53,6 46,4 204,9 | 207,3 
36,0 64,0 89,5 30,5 208,7 | 202,7 
28,4 71,6 34; 18,6 | 200,2 198,6 
142° 858 90,0 10,0 | 196,9 ‚ 198,7 

oo a er ms — 
[ 


Allgemein kann die Strausa’sche Regel nicht zutreffen. Herr 
Kuenen!) hat nachgewiesen, dass man die kritische Temperatur einer 
Substanz durch Hinzufügen einer anderen Substanz mit höherer kri- 
tischer Temperatur sogar erniedrigen kann. Dieses trifft zu bei 
Mischungen von C,H; mit N,0. Ersterem Stoff kommt die kritische 
Temperatur 32°, letzterem die 36° zu; die kritische Temperatur der 
Gemische, welche mehr als 0,1 C,H, enthalten, liegt aber sogar unter- 
halb 32°, und es zeigt die Mischung mit gleichen Theilen C,H, und 
N,0 die niedrigste kritische Temperatur. 

Die Existenz einer kritischen Temperatur für Mischungen ist von 
Andrews und Anderen auch dadurch nachgewiesen worden, dass 
Mischungen von Gasen bei gewissen Temperaturen und oberhalb der- 
selben sich unter keinem Druck mehr verflüssigen liessen. So ver- 
mochte Andrews eine Mischung von 3 Vol. Kohlensäure und 4 Vol. 
Stickstoff selbst nicht bei 2° zu verflüssigen, während doch die kri- 
tische Temperatur wenigstens der Kohlensäure über 30° beträgt. Die 
Mischung verhielt sich also als ein homogener Körper. Nahm er 
6 Vol. Kohlensäure und 1 Vol. Stickstoff, so gelang bei 3,5°C, die Ver- 
flüssigung, wenn der Druck 48,3 Atm. betrug. Indessen wurde nur 
ein Theil verflüssigt; sollte die ganze Mischung verfüssi 
stieg der Druck auf 102 Atm. ® 8 Marigt werden, 10 


r nn 
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Neuerdings hat Herr Caubet!) die Verhältnisse beim Verflüssigen 
von Gasgemischen einer eingehenden Untersuchung unterzogen, und 
zwar an Mischungen aus Kohlendioxyd und Schwefeldioxyd, Kohlen- 
dioxyd und Methylchlorid, Methylchlorid und Schwefeldioxyd. Den 
kritischen Zustand eines Gemisches erkennt er nicht an dem 
ersten Auftreten einer Flüssigkeitsmenge im Gemisch, sondern daran 
dass das Gemisch bei jeder Störung seines Gleichgewichtes sofort ganz 
sich condensirt. Vorher wird schon Verflüssigung eines Theiles ein 
getreten sein. Es kann sogar geschehen, und geschieht auch, das: 
der kritische Zustand ein labiler ist, indem die Flüssigkeit sofort wieder 
zum Theil verdampft und so sich wieder zwei Phasen bilden, wenn 
die Störung aufgehört hat, nur soll er überhaupt möglich sein und 
eintreten können. Demnach wird das Verhalten einer Kohlendioxyd: 
Schwefeldioxydmischung von mittlerer Concentration (d. h. eine 
Concenträtion, bei der sich das Gemisch wie eine homogene Phase ver- 
hielt), wie folgt geschildert. Bei 88° war das Gemisch zunächst im 
homogenen Zustande eines ungesättigten Dampfes, bis der Druck s 
weit vermehrt wurde, dass das specifische Volumen 5,41 betrug. In 
diesem Moment war das Gemisch ein gesättigter Dampf und ver 
flüssigte sich allmählich mit Verringerung des Volumens, indessen nur 
bis die Flüssigkeit einen bestimmten Betrag erreicht hatte, dann be. 
gann die Flüssigkeit wieder zu verdampfen und war fast verschwunden 
wenn das specifische Volumen 2,295 betrug. Das ist die schon früheı 
(S. 441) hervorgehobene Erscheinung und sie fand sich ebenso be 
89,6° C. und 91,4° C. Die beiden specifischen Volumina, für welche 
das Gemisch als gesättigter Dampf auftrat, rückten einander mit wach 
sender Temperatur immer näher. Es wird also eine Temperatur geben 
sie wird als maximale bezeichnet, bei der sie zusammenfallen un« 
dann hat das Gemisch als gesättigter Dampf nur eine Dichte. Geh 
man dagegen zu niedrigeren Temperaturen, so fand sich, das bei 86 
und p = 93 Atm. der vorhin als kritisch bezeichnete Zustand eintrat 
Zwischen dieser kritischen Temperatur 86° und der maximalen 92,8 
kommt nur theilweise Verflüssigung in dem früher bezeichneten Sinn 
zu Stande, über der maximalen Temperatur wird überhaupt kein 
Verflüssigung erfolgen, unterhalb der kritischen Temperatur lässt sic 
das Gemisch dauernd und vollständig verflüssigen. Diese Erschei 
nungen finden nicht bloss bei Gemischen der definirten mittleren Con 
centration statt, sondern überhaupt allgemein. Bestimmt man di 
kritischen Temperaturen von Gemischen aller Concentrationen, so gehe 
diese bei den zuerst genannten Stoffen von der kritischen Temperatu 
des Kohlendioxyds (31,4° C.) zu der des Schwefeldioxyds (156° C.) i 


!) Zeitschr. f. physik. Chem., Bd. 40 (1902), S. 257 ff. Die Abhandlun 
enthält auch eine angenehme Bibliographie. 
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1) 
or 
> 


80. Dampfspannung über Lösungen nicht flüchtiger Stoffe. 
Dampfspannungserniedrigung. 


Wenn Mischungen oder Lösungen neben dem Lösungsmittel nur 
nicht flüchtige Stoffe enthalten, lassen letztere sich nicht mit verdampfen 
und der Dampf über ihnen besteht nur aus dem Dampf des Lösungs- 
mittels. Die Theorie dieser Verhältnisse können wir in ganz derselben 
Weise entwickeln, wie die des voraufgehenden Falles. Indem wir 
nämlich ansetzen 


M®—=M®d + MD + Md + 0%, 


haben wir zu beachten erstens, dass M3 = 0 ist, falls die Menge des 
Lösungsmittels mit Mı bezeichnet wird, und ferner dass Gleichgewicht 
nur dann bestehen kann, wenn die Verdampfung des Lösungsmittels 
durch Ausfallen gelöster Substanz verhindert wird. Wir haben uns 
also die Lösung einerseits mit dem Dampf ihres Lösungsmittels, anderer- 
seits mit der festen Phase ihres gelösten Stoffes in Berührung zu 
denken, wie S. 520. Bezeichnen wir die Menge des festen Stoffes mit 
M'"', das Potential mit ®’”’, so wäre also 


1) M®=M9d, + MD + MD + uH"B". 


Sehen wir von Fällen der Hydratisirung beim Lösen ab, so hätten 
wir zwei Bestandtheile in drei Phasen, also ein vollständig heterogenes 
Gleichgewicht, welches nur in einem einzigen Falle bestehen könnte, 
so dass Concentration und Dampfdruck allein durch die Temperatur 
schon bestimmt sind. Diesen Fall haben wir schon behandelt bei der 
Ableitung der Kirchhoff’schen Gleichung auf S. 514. Wir fanden 
als Beziehung für die Verdünnungswärme A 


2) JAd# = dan [v" — vV) + C’ W"—v)) — Bar (W — vn), 


wo, um es zu wiederholen, x der Dampfdruck des Lösungsmittels über 
der Lösung, p’ der über dem reinen Lösungsmittel war. Bei Annahme 
der Boyle-Gay-Lussac’schen Gleichung ergab sich dann für die 
Kirchhoff’sche Gleichung 
R d 7 

3) JA rar 

Diese Gleichung gilt ihrer Herleitung nach (vergl. S.514) zunächst 
nur für gesättigte Lösungen und A bedeutet die Wärmemenge, welche 
entwickelt wird, wenn zu 1g der zu lösenden Substanz so viel Wasser 
gethan wird, dass die Lösung gesättigt ist. Wie wir bald sehen 
werden, kann man jedoch die Gleichung, formell wenigstens, auf un- 
gesättigte Lösungen ausdehnen. Da jeder Temperatur eine höchste 


Dampfdruckerniedrigung, Babo’sches Gesetz. 557 


Concentration zugehört, so ist letztere in der Kirchhoff’schen Formel 
als Function der Temperatur anzusehen. Indem nun x Function der 
Concentration und der Temperatur sein kann, während p’ nur von 
der Temperatur abhängt, hätte man also 


7 
O0 Ologn 9C' 


R 
4) JA1=—9 "5 +90 58 


Denkt man sich aber in der Function, welche x durch ®, C’ aus- 
drückt, C’ durch seine Darstellung als Function von ® ersetzt, so kann 
man die Formel in der Gestalt 


5) JA= 


stehen lassen. Wir ändern diese Formel etwas, indem wir schreiben 


R 0 p—nr 
— 9: —_ — 2 __\. 
6) JA=—9# 55 100 (1 ; ) 


Die Grösse p’ — 7% heisst die absolute Dampfdruckerniedri- 


' — 
gung durch Anwesenheit der Lösung, die 2 7 T die relative 
Dampfdruckerniedrigung. 


Es hat nun von Babo eine Reihe Ergebnisse mitgetheilt, aus 
denen er die als Babo’sches Gesetz bekannte Regel ableitete, dass 
die relative Dampfdruckerniedrigung über Lösungen nicht 
flüchtiger Stoffe von der Temperatur unabhängig ist. Trifft 
das zu, so hat das zur Consequenz, dass zunächst für gesättigte Lö- 
sungen A = 0 ist. Diese Folgerung hat schon Kirchhoff gezogen. 
Da nun viele Salzlösungen zweifellos Verdünnungswärme haben, ist 
entweder dieKirchhoff’sche Gleichung ungenau oder das Babo’sche 
Gesetz. Wüllner hat die Spannkraftsverminderung des Wassers 
durch viele Salze untersucht und geglaubt, den Schluss ziehen zu 
müssen, dass das Babo’sche Gesetz nicht zutrifft, die relative Ver- 
minderung vielmehr durchaus von der Temperatur abhängt. Aus den 
von ihm mitgetheilten Ergebnissen!) kann man in der That kaum 
etwas anderes schliessen. Ich führe aus der grossen Fülle der An- 
gaben nur drei charakteristische an. 


!) Pogg. Ann., Bd. 103, 8. 530 #f.; Bd. 105, 8. 85 u. a. a. O. 
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Wasser-Kochsalz. 


| Procente Kochsalz 

| 
19,9 ia | os 10 | a0 = 0.000406 
29,9 ss | 11 2,05 | 3,48 - 0.1689 
40,9 5781 | 207 EA I Bue BE FU EEE 211,81 
49,8 91,09 2,84 581 | 8,08 11,36 18,20 
579 134,88 | 4,05 811) 11,08 18,62 26,84 
88,6 219,36 | 6,83 12,84 ı 17,80 27,49 _ 
72,2 EL u 14,51 ' 2142 30,20 _ 
82,2 388,33 _ 21,58 _ 46,20 _ 
91,2 549,92 | 15,84 327,0 — 66,70 _ 
100,7 779,26 _ 49,31 _ 94,99 _ 


keines- 


Beide Tabellen zeigen auf das Deutlichste, dass 


p 
wegs einen von der Temperatur unabhängigen Gang hat, für gleiche 
Concentration constant ist. So würde man in der Chlornatriumlösung 
von 5 Proc. aus dem Werthe von p'— x bei 19,9°C. für 91,2°C. einen 
solchen von etwa 32 erwarten, während der ermittelte nur 15,84, also 
wenig mehr als die Hälfte davon beträgt. Andererseits sollte bei einer 
Lösung von Kalisalpeter von 5 Proc. Stärke, aus dem Werthe des 
p' — x für 38,4% C. beurtheilt, der bei 100,6° C. gegen 7,7 sein, er 
ist aber 11,29, also erheblich grösser. Aehnlich verhält sich Natron- 
salpeter, während die anderen, von Wüllner untersuchten Substanzen 


eiah wia Ohlarnateinm! ahaltan  Tndanfalle alen widanenmaahen 
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. 2K,CO, 3H,O und kohlensaurem Natron; auch hier haben 

! sungen geringerer Concentration Neigung, dem Babo’schen 

Fr einigermaassen zu entsprechen, die höher concentrirten dagegeı 
Ni; bei diesen fällt # ständig, während es bei jenen erst fällt, dann 


Anders im folgenden Beispiel. 


Ä Balpetersaures Natron. 
| M 


4 mm 
P 15,20 | 26,34 | 5247 | onıı 
mm | 7 
35,0 04 | 282 2,94 2,89 
70.2 | 3,00 3,46 3,31 2,97 
141,7 3,30 3,40 3,26 2,94 
219,9 3,53 3,58 3,29 3,00 
30398 | 3,59 3,60 3,36 3,04 
391,7 | 356 3,47 3,38 3,04 
464 | 3,58 3,54 3,37 3,05 
— 580,1 | 3,88 3,59 3,37 3,05 
642,3 | 3,67 3,50 3,39 8,05 
76738 | 3,55 3,58 3,35 8,02 


Hier wächst # durchschnittlich mit steigender Temper=, . 
ferner haben hier gerade die höheren Concentrationen die Neige. 
Babo’schen Gesetze zu folgen, die niedrigen nicht. Nun 
mals anders verlaufendes Beispiel. 


i Chlorammonium 
| M 
Er? | 208 | 2858 | —— 
’ , ° — 
mm ; ud I 
43.2 _ 5,52 5,53 — 
72,7 — 50 5,87 
99,7 _ 5,80 5,86 
238,8 — 5,75 5,87 
305,0 5.04 5,87 5.78 
300.8 5.44 5,68 5,86 
B42,5 5,22 565 5.81 
ARL,S 4,96 5,62 5,80 
673,0 4,78 5,57 5,74 
Sesl 5,09 5,50 5,74 


Aehnlich verhalten sich Lösungen von Brom 


kalium und von anderen Salzen. 


562 Dreizehntes Capitel. 


haben kann, ist es doch nicht ohne Interesse, einige seiner Folgerungen 
anzuführen. Die erste besteht darin, dass nach der Kirchhoff’schen 
Gleichung für die Verdünnungswärme Lösungen, die dem Babo’schen 
Gesetze entsprechen, keine solche Verdünnungswärme haben, es ist 
für sie A= 0. Nun ist nach der Duhem’schen Gleichung 79) auf 
8. 521: 


u 
.—_ @® 8) u 
s[Aac = (fe 505 acı. 
B 
Soll A unter allen Umständen Null sein, d.h. auch für alle Tempe- 
raturen, so muss an proportional ® und einer Function nur von C’, 
ausser von ?, sein. Nennen wir diese 7}, so wäre 
°®, , 
8) Fr ECHT?) 


und dann ist der Klammerausdruck unter dem Integral rechter Hand 
identisch Null. Ist das aber der Fall, so wird nach Gleichung 84) auf 
8. 522 auch 

9% 1-I=0. 

Also folgt, dass Lösungen, welche dem Babo’schen Gesetz entsprechen, 
immer die gleiche Lösungswärme haben, nämlich die im gesättigten 
Zustande. Letztere aber erhalten wir in folgender Weise. Wenn die 
Lösung und ihr Salz allein neben einander bestehen, so wird die 
Lösung jedenfalls im Gleichgewicht mit dem Salz sein, wenn sie gesättigt 
ist. Bedeutet wie früher (®3’) das Potential, (M3’) die Masse des 
freien Salzes, so dass 


10) M®= Mid + MD; + (’)(B5) 
ist, so giebt die Gleichgewichtsbedingung für constanten Druck und 


constante Temperatur genau wie früher (S. 521), wo in Gleichung 75) 
nur k = 0 zu setzen ist, indem wir von der Hydratisirung absehen, 


1) %= (8), 

wobei zugleich, weil auch in der Lösung Gleichgewicht bestehen mus, 
°®, ‚ed _ 
wett 


ist (Gleichungen 20), $. 537]. Die Concentration muss eine Function 
von Druck und Temperatur sein. Nun können wir die bei Lösung 
einer Masse 8.M:’ entstehende Lösungswärme auch ausdrücken durch 


-- Ad(MY) = —POLMS). 
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Zurückkehrend zu Herrn Tammann’s Untersuchungen I 
noch eine kinetische Betrachtung an, die er an die von ihm erl 
Ergebnisse anschliesst. Steigt Wasserdampf von reinem Wasse 
seits und von einer Salzlösung andererseits auf, und ist das Mol 
gewicht des Dampfes im ersten Fall m, im zweiten »m’ und die 
kulare Geschwindigkeit v bezw. v', die Molekelzahl in der Raumı 
N bezw. N’, so muss sein 


16) r 


ii 
vwri,ym ? 
z: 


3 


Da wir Wasserdampf immer wie ein ideales Gas betrachten dürfe: 
mvi m'v? 


2002 


und wie bei Gasen 
17) pıa=N:N. 
Also haben wir, wenn noch eine Lösung in Betracht gezogen wird 
die x, N’ sind ,, Ni, auch 
pP:m=N:N. 
Somit ergiebt sich 
18) @— mM: —a)=(N—N):(N-N) 
N— N‘, N— Ni können wir den Molekelzahlen des Sal 
den Lösungen proportional ansehen, dann wird sein 
19) (N— N): (N—N)=n:m, 
wenn n, n, die Molekelzahlen des Salzes in den beiden Lösung 
bezugen auf Raumeinheit. Also dass man bekommt 
20) W—- 9: -an)=an:m. 


Die Spannkraftserniedrigung wäre proportional der Moleks 
Salzes, was leicht vorstellbar ist. Denn da die Salzmolekelx 
dampfen, sind sie den Wassermolekeln im Wege und hind.« 
wegung ins Freie, und hindern sie um so mehr, in je g= 
sie vorhanden sind. Das gülte allgemein, ob Dissociation. 
nicht (die Zahlen n,n, wären nur richtig anzunehmen), fe 
die Grösse der Molekeln auch noch in Betracht kommt. 
Salze haben jedoch selbst noch eine Dampfspannung, 
Wasser bei steigender Temperatur allmählich abgeben. 
Wasser beim Lösen vollständig ab. so verhalten sie 
flüchtige Stoffe. Behalten sie jedoch einen Theil ihres 
Lösung und geben es dort erst mit steigender Tempera 
ab, so betheiligen sie sich zuerst an der Dampfspannun — 
ihren Einfluss erst allmählich, daher erscheint die Dam. 
gung erst zu gering und steiot allmählich anf den 
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Mit diesen Betrachtungen in einem gewissen Zusammenhang steht. 
was nunmehr weiteres von Wüllner’s Untersuchungen über das Ver- 
halten der Salzlösungen zu sagen ist. Der genannte hat nämlich 
hinsichtlich der Abhängigkeit von der Concentration aus diesen Unter- 
suchungen den Schluss gezogen, dass die relative Dampfdruckerniedri- 
gung dieser Concentration nahezu proportional geht. So sollte sie für 
Kochsalz und Glaubersalz bei Hinzufügung von 1 Tbl. Salz auf 100 Thle. 
Wasser bei allen Conoentrationen gleichviel betragen, 0,00601 bezw. 
0,00236. Bei salpetersaurem Natron, salpetersaurem Kali und Chlor- 
kalium sollte sie mit wachsender Temperatur etwas zunehmen, bei 
einfach schwefelsaurem Kali und bei Rohrzucker im Gegentheil etwas 
abnehmen. Der erste und zweite Fall ist auch aus den oben (S. 560) 
gegebenen Tabellen zu beurtheilen. Dabei macht Wüllner darauf auf- 
merksam, dass man bei manchen Salzen, welche Krystallwasser ent- 
halten, dieses vom Gewicht abzuzieben, die Salze in der Lösung also 
wie trockene Salze zu behandeln hätte, was bei Glaubersalz und Kupfer 
vitriol zutreffen soll. Andere solche Salze dagegen soll man auch 
in der Lösung als wasserhaltig ansehen, wie Chloroaleium, Kalihydrat. 
Noch andere sind in der Lösung als höhere Hydrate zu berechnen. 
wie Aetzkali, statt als einfaches Hydrat, in Lösung als fünffaches, Zink- 
vitriol, statt als siebenfaches, in Lösung als zehnfaches. Sonst soll das 
Proportionalitätsgesetz zu unrichtigen Ergebnissen führen. 

Den letztangegebenen Berechnungsweisen des Salzgehaltes wir 
man wohl zustimmen. Herr Tammann'!) ist zu folgenden Ergebnisse 
gelangt. 

Bezieht man sich wieder auf die relative Spannkraftserniedrigu 
£ für 1 Gewichtsprocent Salz, so genügt zur Darstellung des Verls 
dieser Grösse mit wachsender Concentration vielfach eine gerade Li 
so für NaCl innerhalb des Concentrationsgebiets x = 1 bis n = 6 
durch # = 5,44 + 0,199 dargestellte, fürKHSO, von n = 08 

8,5 die durch # —= 2,13 — 0,006 gegebene. In anderen F 
genügen zwei gerade Linien, die in einem Winkel zusammenstosse 
ist bei KCNS von n = 0,7 bis n = 5,3, das  — 3,07 + 0, 
dagegen von n — 5,3 bis n — 237 das u = 3,93 — 0,063. N 
anderen Füllen genügen auch zwei gerade Linien nicht, x 
CH,COONa, wo von n—=1 bis n — 9 drei solche Linien 
werden müssen. Endlich muss man bei vielen Salzen zur Da 
durch Curven greifen, wie bei LiCl. LiBr. H,PO, u... _ 
sollen wesentlich Salze sein, die sich in Wasser in grosser M« 
was ja auch zu erwarten steht. Tammann macht auch == 
sicht Mendelejefi’s aufmerksam, wonach die Stellen der A_ 
der Darstellung (Knicke in den Curven). also auch der Am 


')1.c. 8.703. Die Abhandlung "nthält eine sehr austümn 
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mittels über der Lösung ist. Ich bezeichne ersteres mit r,, 
mit 07, also 


26) ( Be 9%, 
und wenn man das Boyle-Gay-Lussac’sche Gesetz auf de 
anwenden darf, 


26) Jr, = En (® logx 


m 8 


Die Energieänderung ist also unter Fortlassung des Volumens 
dampften Wassers im flüssigen Zustande 


R Blog 
1.9 Dee — 

27) a4aU= m ® 59) av, 
Wenn wir andererseits eine Dampfmenge von der Masse 1 au 
Wasserdampf gleicher Temperatur condensiren und zur Lös 


Ersatz des verdunsteten Wassers hinzufügen, ist die Energieä 


R_g. dloap' 


m 
28) a m cs 


pP. +74, 
wo A die Verdünnungswärme bei der Concentration C’ und 
specifische Volumen des reinen Wasserdampfes bedeutet. Hier 
da wir mv, = p'v,, anzusetzen haben, 


29) sale (& 9_ jo Der 


eine Gleichung für die Verdünnungswärme, genau entspreck 
Kirchhoff'schen, nur dass hier, wo die Concentration willlkt 
‚lie Differentiation für constante Concentration ausgeführt we 

Alle Versuche thun dar, dass für geringe Concentratiox 
nahe gleich p' ist. So beträgt die Spannkraft p’ des Wan 
bei 0° bekanntlich 4,509 mm. Nennt man mit Dieterici — 
lösung eine solche. die neben 1000 Wasser 1 Grammmes\ 
1östen Substanz enthält und misst die Concentration C’ in — 
solchen Normallösung (die also 1 Grammmolekel der = = 
lösten Sabetanz una 100° — 55,55 Grammmolekeln 
llydrat und nicht Hydrat). so hat man z.B. nach 
folgende zusammengehörige Werthe: 
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gewichten bei Salzen, welche eine ähnliche Zusammensetzung haben‘, 
dass also unter gleichen Verhältnissen die molekulare Dampfspannungs- 
erniedrigung bei Salzen ähnlicher Zusammensetzung gleich ist. Die 
„gleichen Umstände“ beziehen sich erstens auf gleiche Temperatur, 
zweitens auf entsprechende Concentration; letztere wird, wie wir später 
sehen werden, durch die Zahl Molekeln gemessen, welche vom Salz in 
einer bestimmten Zahl Wassermolekeln in Lösung sich befindet. Dieses 
kann von vornherein vermuthet werden, da mit der Zahl Salzmolekeln 
die Behinderung der Beweglichkeit der Wassermolekeln wachsen muss 
(S. 564). Ferner wird als Molekulargewicht das des Salzes in Lösung 
zu nehmen sein, denn die Behinderung muss mit dessen Grösse zu- 
nehmen. Herr Tammann hat ohne Rücksicht auf die Molekelzahlen 
des Salzes in den Lösungen die relativen Dampfdruckerniedrigungen 
für ein Gewichtsprocent gelösten Salzes (die Grössen u) mit den Mole- 
kulargewichten der Salze im freien Zustande multiplicirt. Trotz dieser 
doppelten Abweichung ergab sich eine ganz gute Uebereinstimmung 
mit jenem Satze, wenn man möglichst schwache Lösungen nahm. Ich 
führe einige Gruppen von ähnlichen Salzen auf, wobei freilich nicht 
immer zu unterscheiden ist, welche Salze als „ähnlich“ zusammen- 
zunehmen sind, m bedeutet das Molekulargewicht. 


KCI ..... ı 746° 4,42! 330 | NaCl..... 584 5,90 , 344 
KBr......1191 271 | 322 | NaBr..... 102,7 3,49 359 
KJ...... | 165.5 ı 1,88 312 NaJ ....n 149,9 2,22 3353 
KF...... 58,1 | 5,92 | 343 | RbCl..... |120,9 | 2,65 : 321 
KONS.... 970| 347 | 327 | OsCl..... 168,5 | 2,05 | 345 
K,SO, . . . . 1744 | 1,99 | 347 | Na,80O,. . .. 142,2 | 2,37 | 337 
KNO, .... 1012 299 | 302 | NANO,. ... 8,1! 3,55 | 302 
KOIO, . . . - 112,6 2,31 | (260) NaClO,. ... 1065 2,88 | 307 
FeSO, 5H,0 . : 242,0 0,61 | 147 Ba0l, 2H, 0..!24,1. 191 4 
Cu80, 51,0 . 249,5 0,53 ı 132 | SrC,6H,0. . 266,4 | 1,55 | 406 
NiSO, 6H,0 . 263,0, 0,50! 132 | CaCl,6H,O. . :218,9 | 1,97 4%: 
CoSO,68H,0 . 23,0 | 0,46 | 121 | MgC1l,6H,0. . | 202,9 2,27 , 460 
Zn80, 6H,0 . |269,0 0,46 | 122 | BaBr,2H,O 333,1 | 1,52 908 
MnS0,6H,O . 259,0, 0,42 | 109 | SrBr,6H,0. . |355,4 | 1,27 450 
NaSO,6H,O . 228.1, 0,63 | 143 | CaBr,6H,0. . 3075| 1,67 | 513 
BeSO0,4H,0 . 177,0 0,80 141 | MgBr,6H,0. . gig! 1.73 ı 504 


I ! 


In jeder Gruppe stimmen die Zahlen mit einander ziemlich gut 
überein, in der ersten Gruppe fällt die Zahl für KC1O, etwas heraus. 
Eine noch grössere Differenz findet sich für Be,(SO,),;, + 12H,0 mit 
mu — 425 und dem ähnlich zusammengesetzten Salz Al, (SO, 7 
181,0 mit mu — 209. Vielleicht besteht in diesen Fällen die Aehn- 
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Gewichts- | Molekeln 
procent | H,80, in / 
#80, | 100 H,O | 


H,O in | temperatur 
100 H,80, °C. 


H,80, krystallisirt aus Tetrahydrat krystallis 


100,00 o + 10,85 89,14 41,13 
9,04 | 3,26 + 485 65,06 34,12 
so | 1001 1,68 60,08 27,64 
9,08 | 16,70 — 8,09 5689 | 223 
95,52 25,54 — 18,27 “er | 18,16 
9,08 3,56 | — 33,00 4,50 | 1472 
' 395 | 12,21 
Monobydrat krystallisirt aus 38,49 | 11,49 | 
, ! 
93,03 078 | — 320 ini 
0202 De Iron \ Wasser krystallisirt 
9,1 53,21 — 12,74 37,54 11,09 \ 
88,04 74,01 | + 207 34,87 10,20 | 
85,68 1,0 | + 808 29,08 784 | 
84,00 103,71 + 840 205 | 545 
82,04 119,19 + 5,93 FE 
79,89 137,07 085 2 
78,00 153570. — 83,70 97; 2,08 
75,89 17300 | — 22,0 K 1,58 
73,22 199,24 j\micht mehr | 59d  116 
71,47 217,37 zu ermitteln]? 900 1 9,97 
| 419 0,80 
ı 30 | 076 
\ 3,00 0,57 


Dieses Beispiel ist ungemein lehrreich. Von Lösung 
in Schwefelsäure scheidet sich Schwefelsäure oder ein 
aus, von Lösungen von Schwefelsäure in Wasser scheid 
jedenfalls Wasser aus. Der Uebergang zwischen de 
gliedern wird durch Hydrate vermittelt, die um so wa 
je näher die Concentration der des Wassers kommt ur 
ärmer, je näher die Concentration der des anderen E 
Ein solches Verhalten würde man erwarten, und es fir 
anderen angeführten Beispielen statt und wird auch b 
den bald folgenden. Ferner sieht man, wie auch hier 
tur keinen einfachen Gang zeigt. Von Schwefelsäur 
erst so rasch, dass bei einer Concentrationsabnah = 
mehr als 43°C. gesunken ist. Dann steigt sie w& 
mehr als 41°C. hochgeht, wenn die Coneentrat®- 
Nun geht sie aber wieder nieder, und zwar vor= 
Sturz, um darauf zu steigen, zu fallen und 
Uebergangsstellen sind durch das Wechseln de= 
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Lösungen oft recht verwickelt sind, hat man ja auch anderweitig er- 
kannt. Rüdorff schon hat die „Mehrfachen Erstarrungspunkte“ bei 
Metalllegirungen genauer beobachtet. Sind Blei und Zinn zusammen 
geschmolzen und erkalten sie zusammen, so tritt bei einer bestimmten 
Temperatur eine plötzliche Verlangsamung der Erkaltung ein, was den 
ersten Erstarrungspunkt giebt, es scheidet ein festes Metallgemisch aus, 
welches eine andere Zusammensetzung hat als das ursprüngliche. 
Dann geht die Erkaltung weiter, bis sie abermals aufgehalten wird, 
das giebt den zweiten Erstarrungspunkt. Die Verhältnisse liegen hier 
so wie bei Mischungen, welche in zwei und mehr Schichten bestehen, 
wenn die betreffenden Bestendtheile sich nicht in allen Verhältnissm . 
lösen. Bei fallender Temperatur ändern sich die Löslichkeitsverhält- 
nisse, die Metalle mischen sich nicht mehr in allen Verhältnissen und | 
so scheidet sich die ganze Mischung, im einfachsten Falle, in zwei 
Mischungen, in denen die Rolle des Lösungsmittels unter den.Bestand- 
theilen vertauscht ist. Die beiden Mischungen können und werden 
verschiedene Erstarrungstemperaturen haben, und es kann eine awı 
der anderen, die noch flüssig bleibt, als fest ausfallen. Das giebt Ae 
ersten Erstarrungspunkt. Der zweite folgt, wenn auch die reif 
Mischung erstarrt. Aber selbstverständlich können sich auch Mime' 
krystallisirungen bilden. 
Man kann jedoch diese Verhältnisse noch etwas genauer verf@\, 

Es bat nämlich Rüdorff!) durch eine grosse Reihe von Beaky, 
tungen festgestellt, dass die Gefriertemperatur einer Lösung 5 
tiefer liegt als die des Lösungsmittels, und um so tiefer, je concemxy 
die Lösung ist. Kennt man die Gefrierpunktserniedrigung A 
die Concentration C’, so sollte dabei 


» S = Const 
sein. Ich führe einige Zahlen zur Beurtheilung an, C’ ist guy 
Gewichtsprocenten. 
(Siehe nebenstehende Tabelle.) 

Man sieht, die Regel Rüdorff’s stimmt ziemlich gu&.. 
salz und Chlorcaleium steigt die Gefrierpunktserniedrigurmn | 
sender Concentration rascher als diese, bei dem Chlor, 
fällt sie etwas, ebenso bei salpetersaurem Natron und sy 
Ammoniak. Bei manchen Salzen muss man bei der Ang m—— 
Krystallwassergehalt zum Abzug bringen, sonst bekommn — 
eine zu kleine Zahl, so ergab das Iydrat NaCl +4 =" 


s 
salzes für die Grösse — 2 nur 0,342 statt mindesten m _ 


verhielten sich die Chlorcaleiumhydrate, das Hydrat 


